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出 版 说 明 


21 世 纪 初 的 5 至 10 年 是 我 国 国 民 经 济 和 社会 发 展 的 重要 时 期 ， 也 是 信息 产业 快速 发 展 的 关键 
时 期 。 在 我 国 加 入 WTO 后 的 今天 , 培养 一 支 适应 国际 化 竞争 的 一 流 IT 人 才 队 伍 是 我 国 高 等 教育 的 
重要 任务 之 一 。 信 息 科 学 和 技术 方面 人 才 的 优 劣 与 多 赛 ,是 我 国 面 对 国 际 竞争 时 成 败 的 关键 因素 。 

当前 , 正 值 我 国 高 等 教育 特别 是 信息 科学 领域 的 教育 调整 、 变 革 的 重大 时 期 , 为 使 我 国教 育 体 
制 与 国际 化 接轨 ,有 条 件 的 高 等 院 校正 在 为 某 些 信息 学 科 和 技术 课程 使 用 国外 优秀 教材 和 优秀 原版 
教材 ， 以 使 我 国 在 计算 机 教学 上 尽快 赶 上 国际 先进 水 平 。 

电子 工业 出 版 社 条 承 多 年 来 引进 国外 优秀 图 书 的 经 验 ， 翻 译 出 版 了 “国外 计算 机 科学 教材 系 
列 ” 人 丛书， 这 套 教材 覆盖 学 科 范 围 广 、 领 域 宽 、 层 次 多 ， 既 有 本 科 专 业 课 程 教材 ， 也 有 研究 生 课程 
教材 ， 以 适应 不 同 院 系 、 不 同 专业 、 不 同 层 次 的 师 生 对 教材 的 需求 , 广大 师 生 可 自由 选择 和 自由 组 
合 使 用 。 这 些 教材 涉及 的 学 科 方向 包括 网 络 与 通信 、 操 作 系统 、 计 算 机 组 织 与 结构 、 算 法 与 数据 结 
构 、 数 据 库 与 信息 处 理 、 编 程 语言 、 图 形 图 像 与 多 媒体 、 软 件 工程 等 。 同 时 ， 我 们 也 适当 引进 了 一 
些 优秀 英文 原版 教材 , 本 着 翻译 版 本 和 英文 原版 并 重 的 原则 , 对 重点 图 书 既 提供 英文 原版 又 提供 相 
应 的 翻译 版 本 。 

在 图 书 选 题 上 , 我 们 大 都 选择 国外 著名 出 版 公司 出 版 的 高 校 教材 , 如 Pearson Education 培 生 教 
育 出 版 集团 、 麦 格 劳 - 希 尔 教 育 出 版 集团 、 麻 省 理工 学 院 出 版 社 、 剑 桥 大 学 出 版 社 等 。 扎 写 教材 的 
许多 作者 都 是 费 声 世界 的 教授 .学 者 ,如 道格拉斯 '. 科 默 ( Douglas 下 . Comer 人 威廉 .斯 托 林 斯 ( William 
Stallings )、 哈 维 . 戴 特 尔 ( Harvey M. Deitel )、 尤 利 斯 布 人 克 〈Uyless Black ) 等 。 

为 确保 教材 的 选 题 质 量 和 翻译 质量 , 我 们 约请 了 清华 大 学 、 北 京 大 学 、 北京 航空 航天 大 学 、 复 
旦 大 学 、 上 海 交通 大 学 、 南 京 大 学 、 浙 江 大 学 、 哈 尔 滨 工业 大 学 、 华 中 科技 大 学 、 西 安 交通 大 学 、 
国防 科学 技术 大 学 、 解 放 军 理工 大 学 等 著名 高 校 的 教授 和 骨干 教师 参与 了 本 系列 教材 的 选 题 、 翻 译 
和 审 校 工 作 。 他 们 中 既 有 讲授 同类 教材 的 骨干 教师 、 博 士 , 也 有 积累 了 几 十 年 教学 经 验 的 老 教授 和 
博士 生 导 师 。 

在 该 系列 教材 的 选 题 、 翻 译 和 编辑 加 工 过 程 中 ,为 提高 教材 质量 ,我们 做 了 大 量 细致 的 工作 ， 
包括 对 所 选 教材 进行 全 面 论 证 ; 选择 编辑 时 力求 达到 专业 对 口 ; 对 排版 、 印 制 质量 进行 严格 把 关 。 
对 于 英文 教材 中 出 现 的 错误 ， 我 们 通过 与 作者 联络 和 网 上 王 载 勘误 表 等 方式 ， 逐 一 进行 了 修订 。 

此 外 , 我 们 还 将 与 国外 著名 出 版 公司 合作 , 提供 一 些 教材 的 教学 支持 资料 , 希望 能 为 授课 老师 
提 伏 帮助。 今后, 我 们 将 继续 加 强 与 各 高 校 教师 的 密切 联系 , 为 广大 师 生 引进 更 多 的 国外 优秀 教材 
和 参考 书 ， 为 我 国 计 算 机 科学 教学 体系 与 国际 教学 体系 的 接轨 做 出 努力 。 
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译 者 邦 


本 书 是 一 本 优秀 的 数值 分 析 基 础 教材 ,由 美国 著名 的 数学 教授 John 也 ,Mathews 与 Kurtis 
D. Fink 博士 编写 ,适合 作为 数学 .计算 机 .物理 和 工程 专业 的 本 科 生 人 门 教 材 。 本 书 首 先 对 微 
积分 基础 知识 以 及 误差 分 析 基 础 进行 了 回顾 ,作为 全 书 的 出 发 点 。 在 接 下 来 的 各 章 中 ,依次 介 
绍 了 方程 和 方程 组 的 数值 求解 、 反 值 与 多 项 式 通 近 曲线 拟 合 、 数 值 微 分 与 积分 、 微 分 方程 和 偏 
微分 方程 的 数值 解 、 数 值 优 化 以 及 特征 值 等 问题 。 本 书 在 第 三 版 的 基础 上 又 增加 了 部 分 内 容 ， 
内 容 更 加 全 面 。 

本 书 内 容 丰 富 ,覆盖 了 数值 分 析 的 各 个 方面 ,而 且 采 用 的 例子 贴近 工程 和 科学 计算 的 实际 
应 用 ,读者 不 仅 能 够 很 快 了 解数 值 方法 的 理论 ,还 能 够 很 容易 地 将 这 些 方法 应 用 到 实际 中 。 另 
一 方面 ,本 书 疫 有 使 用 过 于 繁 难 的 推导 和 分 析 , 而 是 以 基本 微 积分 知识 为 基础 ,这 样 就 使 得 搁 
读本 书 时 不 会 有 括 难 情绪 。 同 时 ,本 书 提供 了 大 量 经 过 验证 的 MATLAB 源 代 码 , 可 以 直接 用 于 
工程 计算 。 

参加 本 书 翻译 工 作 的 有 周 玉 . 陈 渝 、 钱 方 .都 志 辉 、. 甘 四 清 、 周 健 、 谢 劲松 和 王 月 龙 等 人 。 全 
书 由 李 晓 梅 教授 审 校 。 

由 于 本 书 的 覆盖 范围 广 , 且 译 者 的 水 平 有 限 ,虽然 我 们 已 尽 了 最 大 努力 ,译文 中 还 是 难免 
会 有 不 当 和 玻 漏 之 处 ,有 恳请 读者 提出 宝贵 意见 。 


前 可 


本 书 主要 介绍 数值 分 析 方 面 的 基础 知识 ,适用 于 数学 .计算 机 物理 及 工程 专业 的 本 科 生 。 
本 书 要 求 读 者 熟悉 微 积 分 知识 ,并 接受 过 结构 化 编程 的 训练 。 本 书 提 供 了 丰富 的 教学 内 容 , 可 
以 满足 一 个 学 期 甚至 一 个 学 年 的 课程 量 ,教师 们 可 以 根据 自己 的 需要 对 内 容 进 行 适当 的 前 裁 。 

对 于 各 个 专业 领域 的 学 生 而 言 ,数值 方法 都 是 非常 有 用 的 。 这 一 指导 思想 贯穿 于 本 书 的 
各 个 章节 中 ,因此 本 书 提 供 了 丰富 的 范例 与 典型 问题 ,帮助 读者 从 理论 与 实践 两 方面 提高 数值 2 
分 析 的 攻 能 。 本 书 尽 可 能 地 以 图 形 和 图 表 形 式 显示 计算 结果 ,以 便 读 者 更 好 地 了 解数 值 逼近 
的 效果 。 本 书 利 用 MATLAB 程序 实现 数值 算法 。 

本 书 的 重点 在 于 帮助 读者 理解 数值 方法 如 何 工作 以 及 有 哪些 限制 。 由 于 需要 兼顾 理论 、 
疾 卷 分 析 以 及 可 读 性 ,达到 这 个 目标 并 不 容易 。 在 本 书 中 ,对 每 种 方法 都 给 出 了 以 微 积 分 基本 
绪论 为 基础 的 推导 ,并 进行 了 适当 的 误差 分 析 , 以 使 读者 易于 理解 。 通 过 这 些 学 习 , 读 者 能 够 
更 好 地 理解 微 积分 知识 。 采 用 MATLAB 编程 的 计算 机 习题 ,为 学 生 提 供 了 锻炼 科学 计算 编程 
能 力 的 机 会 。 

在 本 书 中 ,简单 的 数值 练习 题 可 以 用 计算 器 或 者 掌上 电脑 完成 ,而 较 复 杂 的 习题 需要 借助 
于 MAILAB 子 程序 。 如 何 指导 学 生 上 机 进行 数值 计算 由 各 个 教师 完成 ,他 们 可 以 根据 现 有 的 
计算 机 资源 布置 适当 的 教学 任务 。 本 书 鼓励 使 用 MATLAB 子 程序 库 ,它们 可 以 帮助 学 生 实 现 
计算 机 实验 题 中 的 数值 分 析 组 件 。 

本 书 的 这 个 版 本 在 第 5 章 最 后 增加 了 一 节 , 讨 论 贝 塞 尔 曲 线 。 对 讨论 数值 优化 的 第 8 童 
也 进行 了 扩充 ,介绍 了 单 变量 和 多 变量 最 优 函 数 的 直接 方法 和 基于 导数 的 方法 。 应 作者 的 要 
求 , 书 中 的 MATLAB 程序 可 由 http: /math . flerton. edu/mathews/numerical . html 下 载 得 到 @ 。 同 
时 ,教师 用 的 习题 解答 手册 也 可 以 从 出 版 商 处 获得 ( 详 见 本 书 最 后 所 附 “ 教 学 支持 说 明 由 ) 。 

笔者 以 前 认为 ,无论 使 用 哪 种 编程 语言 都 可 以 学 习 这 门 课程 。 但 后 来 笔者 发 现 大 多 数学 
生 ( 除 计算 机 专业 的 学 生 外 ) 都 需要 学 习 新 的 编程 语言 。MATLAB 现在 已 经 成 为 工程 和 应 用 数 
学 必 不 可 少 的 工具 , 它 的 最 新 版 本 也 加 强 了 编程 方面 的 功能 。 因 此 笔者 希望 本 书 的 MATLAB 
程序 能 使 书 中 的 内 容 更 易 掌 握 , 使 学 习 更 为 有 效 。 
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溃 1 和 量 预备 知识 


假设 本 数 FLx) = cos(x), 则 它 的 导数 f(x) = - sin(x), 不 定 积分 为 (xz) = sin(x) +C。 
在 微 积 分 学 中 可 以 学 到 这 些 公 式 , 前 者 确定 函数 曲线 y = F(x) 在 点 (xz ,j(x )) 的 斜率 柬 = 
三 (xo) ,后 者 可 计算 出 函数 曲线 在 c 生 x 达 范 围 下 的 面积 。 

曲线 y 在 点 (2,0) 的 斜率 mm=.F(w2) = - 1, 通过 它 可 以 找到 在 这 一 点 的 切线 [ 见 图 1.1(a)] 


元 / f 天 开 下 
2 他 一 列 二 天 全 人 ~ 到 ”~ 
通过 积分 方法 可 以 计算 曲线 y 在 0<x*<r/2 范围 下 的 面积 为 [ 见 图 1.1(b) ] 
开 


面积 = 矿 cosG) dxr 一 开 全 - F(O) = sin (s) 人 


这 和 古 在 微 积分 学 中 需要 用 到 的 一 些 结果 。 


学 y 





图 1.1 (a) 果 数 曲线 y = cos(x) 在 点 (x/2,0) 的 切线 ;(b) 果 数 曲线 y = cos(xz) 在 区 间 [0,x/2] 下 的 区 域 


1.1 微 积分 回顾 

本 书 假 定 读者 具有 大 学 本 科 的 微 积分 知识 , 即 熟悉 极限 \ 连 续 性 、 求 导 、 积 分 .序列 和 级 数 
等 微 积 分 知识 。 下 面 回顾 了 本 书 中 引用 的 微 积分 知识 。 
1.1.1 极限 和 连续 性 


定义 1.1 设 /(x) 为 定义 在 包含 “= xo 的 开 区 间 上 的 函数 ,可 能 在 yx=x 处 无 定义 。 如 有 果 对 
于 任意 给 定 的 E> 0, 总 存在 8$>0, 使 得 当 0<1x-x 1<8 时 有 IF(xz)-Z 工 |<e, 则 称 函 数 丰 
在 x = xo 处 具有 极限 区 ,表示 为 


2 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


1 () 
当 采 用 户 增 量 表达 式 = zo+ 玉 时 ,上 式 可 以 表示 为 
全 


定义 1.2 设 Ax) 为 定义 在 包含 xx=M 的 开 区 间 上 的 函 孝 ,如果 
mm 厂 x) 一 三 x0) (3) 


则 称 函 数 了 在 点 X= 轴 处 连续 。 
如 果子 数 乒 在 所 有 xx E $ 上 连续 , 则 称 函 数 了 在 集合 9 上 连续 。 竺 号 C" (8S) 表 示 函 数 
厂 自 身 和 它 的 前 于 阶 导 数 在 集合 S 上 连续 的 所 有 函 教 厂 的 集合 。 当 $ 为 区 间 [a,b] 时 , 则 
可 以 用 符号 C"[a,b] 来 表示 。 例 如 , 若 有 函数 FLx) = xz22 ,其 定义 域 为 [ - 1,1], 别 星 然 FCx) 
和 jx)=(4/3)x 在 区 间 [ -1,1] 上 连续 ,但 1"(x)= (4/9)x- 22 在 wx=0 处 不 连续 。 全 
定义 1.3 设 |xuj|2 为 一 个 无 限 序 列 。 如 果 对 于 任意 给 定 的 e > 0, 总 存在 一 个 正 整 数 
N= N(e), 使 得 当 m> N 时 有 lx,- 工 | <e, 则 称 序列 |x | 具有 极限 Z, 记 为 
J 0 
委 
当 序 列 有 极限 时 , 则 称 其 为 收 钱 序列 。 另 一 个 通常 使 用 的 表示 形式 为 “ 当 mo 时 有 
所- 。 上 式 等 价 于 
nm 一 人 二 0 (5) 
这 样 ,可 将 序列 {es1， = fx - 工 2 看 成 是 一 个 误差 序列 。 下 列 定理 与 连续 性 和 收敛 序列 
有 头 。 
定理 1.1 设 /xz) 为 定义 在 实数 集合 S 上 的 函数 , 且 me 9, 则 下 列 命题 是 等 价 的 ， 
(al) 函数 在 xn0 处 连续 。 
(b) 如 果 ]im xn = xo, 则 lim 太 xn) = Axo)。 
定理 1.2( 中 值 定 理 ) 若 Je Clo,6], 且 了 为 几 a) 与 几 0) 之 间 的 任意 值 , 则 存在 ce(a,b)， 
使 得 Fc) =L。 
例 1.1 函数 .FLx)=cos(x-1) 在 区 间 [0,1] 内 连续 , 且 常 量 了 =0.8 E(cos(0) ,cos(1))。 函 数 
有 故 x) =0.8 在 区 间 [0,1] 的 解 为 cl =0.356499。 同 样 , 函 教 FLx) 在 区 闻 [1,2.5] 内 连续 , 且 
了 = 0.8E(cos(2.$) ,cos(1))。 函数 败 x) = 0.8 在 区 间 [1,2.5] 的 解 为 c = 1.643$02。 这 两 


〈6) 


种 情况 如 图 1.2 所 示 。 醒 
定理 1.3( 连 续 函 数 的 极 值 定理 ) 设 Fe C[a,b], 则 存在 下 界 Mi 和 上 界 ML ,以 及 X1，X2 人 
[La ,pb] ,满足 


当 xcelac,bj 时 ,Mi =Ax)<Fxz)<Az)= 有 《7) 
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有 时 也 可 以 将 其 表示 为 
Mi = Ga) = min {f(CO) 和 M2 = Co) 一 max [CD] (8) 


了 
1.0 


y》= Jr) 


0.8 


AN 


0.6 
0.4 
0.2 


0.0 克 


) 20 2.4 


| 
1 
| 
| 
) 
ff 


人 本。 


105 1.0 15 


图 1.2 将 中 值 定 理 运 用 在 函数 凡 x) = cos(z - 1) 上 ,区 间 分 别 为 [0,1] 和 [1,2.5] 


1.1.2 可 微 函 数 
定义 1.4 设 F(x) 在 一 个 包含 wo 的 开 区 间 内 有 定义 。 如 果 


[1 三) 一 xx0) 
二 > 各 人 志 一 人才 0 
何在, 则 称 函 数 汪 在 点 zo 处 可 微 。 如 果 此 极限 存在 , 则 记 为 F(xzo), 并 称 之 为 了 在 点 和 
处 的 导数 。 也 可 以 采用 刀 增 量 表达 式 来 表示 此 极限 ; 
jxo 十 用 一 三 (x0) 


《9) 


jim 站 一 三 Gxo) (10) 
如 有 条 函数 在 集合 9$ 上 的 每 一 点 都 存在 导数 , 则 称 函 数 在 集合 8 上 可 徽 。 要 注意 的 
羡 , 数 普 =j(xo) 是 函数 曲线 y = F(x) 在 点 (xxz)) 的 切线 斜率 。 委 


定理 1.4 如 果 函 数 F(x) 在 点 %4=% 处 可 微 , 则 Ax) 在 点 x=x% 处 连续 。 


根据 定理 1.3, 如 果 函 数 /在 闭 区 间 [a, 妇 内 可 微 , 则 函数 /的 极 值 在 闭 区 间 的 端点 ,或 在 
开 区 间 (e ,5) 的 临界 点 , 即 在 Af"(x) =0 的 解 处 取得 。 
例 1.2 函数 F(x)=1S$x -66.$xz2 +59.$Sx +35 在 区 间 [0,3] 内 可 微 。 jx)=4Sx ~- 123x + 
59.5=0 的 解 为 xi =0.54955 和 xz = 2.40601。 如 图 1.3 所 示 , 函 数 了 在 区 间 [0,3] 内 的 极 
小 值 和 极 大 值 分 别 为 
min{8(0)，jG3)， Fo)， pxa)] = min{35, 20, 50.10438, 2.11850] = 2.11850 


和 
max{f (0，F(3)，FCxl)， Fo)} = max{35, 20, 50.10438, 2.11850] = 50.10438 国 


定理 1.5[ 罗 尔 {Rolle) 定 理 ] 设 Fe Cl[c, 中 ], 且 对 于 所 有 xx E(a,) ,存在 导数 广 (x), 如 果 
岂 a) = 所)=0, 则 至 少 存在 一 点 cE(a,b) ,满足 Fec)=0。 


4 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 





小 
(CxJGxi 力 
0 
(C, /Ga)) 
30 >y=J on) 
D，1b 
00 (，j)) 
10 (2 xz) 


大 
0.0 0.> 1.0 1 .3 2.0 2.] 3.0 


图 1.3 将 极 值 定理 运用 在 函数 Kx)=353+59.$x - 66.$ 刀 +1$2 上 ,区间 为 [0,3] 


定理 1.6( 均 值 定理 ) ”如果 Je Cla,)], 且 对 于 所 有 xye(ae,b), 存 在 导数 F(x), 则 至 少 存 在 
一 点 ccEl(a,p), 使 得 下 式 成 立 : 
1 ) 一 帮 a) 
记 一 4 
均值 定理 的 几何 意义 是 :函数 曲线 y = ALx) 至 少 存在 一 点 (c, Ac)), 其 中 ce(a,5), 该 点 
上 的 切线 斜率 等 于 过 点 (a ,Fa)) 和 点 (2 ,AD)) 的 割 线 的 斜率 。 


例 1.3 函数 几 x)=sin(x) 在 闭 区 间 [0.1,2. 避 内 连续 , 且 在 开 区 间 (0.1,2.1) 内 可 微 , 则 根据 
均值 定理 ,至 少 存在 c, 满 足 
(2.1) -7(0.D) ”0.863209 一 0.099833 


广 (c) = (11) 


0 
六 (cec) =cos(c) =0.381688 在 区 间 (0.1,2.1) 上 的 解 为 c=1.179174。 函 数 曲 线 F(x)、 割 线 
y=0.381688x + 0.099833 和 切线 y =0.381688x + 0.474215 如 图 1.4 所 示 。 加 


1(a) 
0.0 4 0.$ 1].0  c 1 .5 2.0p 
图 1.4 将 均值 定理 运用 于 杖 数 Kx) = sin(x) 上 ,区 间 为 [0.1,2.1] 
定理 1.7( 广 义 罗 尔 定理 ) 设 /s C[a,b, 太 (xz), (xz)， (xz) 在 开 区 间 (a,b) 内 存在 , 且 


xoyM1p0Mo Eapbj。 如 果 当 =0,1,…, 叶 时 有 (xz )=0, 则 至 少 存 在 一 点 ecE(a,b)， 
满足 广 "…(c) =0。 








第 1 章 预备 知识 5 





1.1.3 积分 


定理 1.8( 第 一 基本 定理 ) ”如果 函数 了 在 区 间 [a ,外 ] 内 连续 , 且 函 数 下 是 太 在 区 间 [a,!j 内 的 
任 一 积分 函数 , 则 


pb 
/ 三 (X)GX 一 (DO) 一 下 (2) 其 中 (x) 三 太 (G) (12 ) 


定理 1.9( 第 二 基本 定理 ) ”如果 函数 了 在 区 间 [a,/j 内 连续 , 且 xe<e(a,b), 则 
二/ 7oOd= yo (13 ) 


例 1.4 函数 FLx) =cos(x) 在 区 间 [0,r/2] 内 满足 定理 1.9 的 假设 , 则 根据 定理 的 结论 可 得 : 


2 


次 1 cos(f) di 一 cos(r 汪 (Or 一 2x cos(x2) 尘 
dx 0 


定理 1.10( 积 分 均值 定理 ) 著 fe ClLao,b], 则 至 少 存在 一 点 cE(a,pb) ,满足 


1 D 
厂 CJE EC) 


几 c) 是 函数 三 在 区 间 [a, 间 j 内 的 平均 值 。 


例 1.5 函数 Fx)=sin(x)+ 二 sin(3x) 在 区 间 [0,2.5] 内 满足 定理 1.10 的 假设 。 函数 FLx) 的 一 
个 积分 函数 为 F(x)= -cos(Y)- 方 cos(3x), 则 函数 F(x) 在 区 间 [0,2.5] 内 的 平均 值 为 ; 








] F(2.5) 一 下 (0) 0.762629 - (-1.111111) 
RS 3 一 一 
2.5 一 0 p 医 、 2.5 

一 站 一 0.749496 


方程 几 c) = 0.749496 在 区 间 [0,2.5] 内 有 3 个 解 : ci = 0.440566, c, = 1.268010 和 c; = 
1.873583。 长 为 -aa=2.5, 高 为 F(ci) =0.749496 的 矩形 区 域 面 积 为 f(c)(1- a) = 
1.873740。 此 短 形 区 域 面积 值 与 孙 数 F(x) 在 区 间 [0,2.5] 内 的 积分 值 相 同 。 两 者 区 域 的 
比较 如 图 1.5 所 示 。 雪 


= JJ) 


宕 -二 人 
下 
芝 误 人 过” 区 
流 7 









有 和 人才 


0.0 0.3 1] .0 .3 2.0 5 


1.5 将 积分 均值 定理 运用 在 Fx) = sin(x) + 本 sin(3x) 上 ,区 间 为 [0,2.5] 


6 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 





定理 1.11L( 加 权 积 分 均值 定理 ) 车,geC[a,b], 且 当 xela,b 时 有 g(z)20, 则 至 作 行 
在 一 点 cE(a,pb)，, 满 足 


户 六 
1/ 丰 (x)8g(x)dx 一 ro | SCx)dx 《14) 


例 1.6 函数 FLx)=sin(z) 和 函数 g(x)= 委 在 区 间 [0,r/2] 内 满足 定理 1.11 的 假设 , 则 至 少 
存在 一 点 c，, 满 足 
民 esin(oDdx 1.14159 


记 一 一 0.883631 
订 2 1 .29193 





Sin(c) 三 


或 c =arcsin(0.883631) = 1.08356。 国 


1.1.4 级 数 


定义 1.$5 设 有 序列 | ao.|， 则 *-1an 为 一 个 无 穷 级 数 , 且 第 于 个 部 分 和 为 9 = 2 ar 无 
穷 级 数 收 钱 当 且 仅 当 序列 | S, | -1 收 仇 于 极限 $, 可 表示 为 


im (5 
大 一 上 
如 果 级 数 不 收 仇 , 则 称 之 为 级 数 发 散 。 全 


于 


| -7 1 | 1 
9 一 一 - 一 一 一) = 1 一 
2 KETT 六 人 1 m 十 ] 


炎 一 ] 








因此 ,无穷 级 数 的 和 为 





= 


忆 


定理 1.12( 泰 勒 定 理 ) 车 函数 fe CI[a,0], 且 xcefa,5], 则 对 任意 xxEe(a,5)，, 都 存在 
c=cktxi)c 依赖 于 x) 位 于 xo 和 xy 之 间 , 满 足 








jxX) 三 已 (rr) 十 以 (x) (16 ) 
其 中 
几 FF() 
P(x) 一 2 Pa (Cr 一 20) (17) 
用 
Cr+D(c) | 
Rn (z) DTTC 一 加 ) 人 (18) 


例 1.8 函数 FLx) =sin(x) 满 足 定理 1.12 的 假设 , 则 通过 将 函 教 FL(x) 在 x=0 处 的 各 阶 导数 
值 代入 公 和 式 (17) ,可 得 到 在 xo=0 处 于 =9 的 靖 阶 泰勒 多 项 式 忆 (yx); 
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J(x) 一 Sin(z)， (0) = 0， 
矿 (x) 一 cos(r)， 广 (0) = 1， 
广 () 王 一 Sin(x)， 三 (0) = 0， 

FG(x) = 一 cosGr)， GO) = 一 1 


OO)(x) = cos(x)， 2)(0) = | 
区 3 克 7 克也 
00 一 可 十 可 一 万 十 可 


函 数 上 /和 P, 在 区 间 [0,2r] 内 的 图 形 表示 如 图 1.6 所 示 。 图 





图 1.6 函数 ALx)=sin(x) 和 泰勒 多 项 式 Pu(x) =x -好 1/314+%151- mA1T1+ x /91 的 图 形 表 示 
推论 1.1 如 果 已 (x) 是 定理 1.12 中 的 严 阶 泰勒 多 项 式 , 则 


PCO(xo) = Fo) 其 中 天王 0, 1 (19) 
1.1.5 多 项 式 求 值 
议 m 阶 多 项 式 P(x) 有 如 下 形式 : 
P(x) 一 GX 十 CIXx2r1 十 …… 十 CDX 十 GIX 十 an0 (20) 


稚 纳 (Horner) 方 法 岂 或 综合 除法 是 计算 多 项 式 的 一 种 方法 ,可 将 其 看 成 是 一 种 嵌 套 乘法 。 例 
如 ,一 个 5 阶 多 项 式 可 改写 为 如 下 骨 套 乘法 的 形式 ， 
15(xY) 一 ((((asx 十 Ga4)x 十 03)x 十 az2)xz 十 CT)X 十 Q0 

定理 1.13( 用 于 多 项 式 计算 的 均 纳 方法 ) 设 P(z) 是 按 式 (20) 给 出 的 多 项 式 且 = 。 是 用 于 

计算 P(c) 的 数 。 

设 刘 =a ,并 计 莫 

以 三 允 十 cr+l 其 中 大 一半 一 | 天 一 2 ，1 0 (21) 
则 po =P(c)。 进 一 步 考 虑 ,如果 


d 秦 九 韶 于 1247 年 提出 此 方法 ,而 堆 纳 于 1819 年 提出 同样 的 方法 一 一 译 者 注 。 


8 数值 方法 (MATLAB 版 儿 第 四 版 ) 


Oo(r) 一 bx 十 思 _ix2 十 十 bx 十 bx 十 有 (22) 
则 
P(x) 一 (一 C)OoC) 十 Ro (23) 
其 中 Oo(x) 是 |-~- 工 阶 多 项 式 的 商 ,RU = 记 = P(c) 是 余数 。 


证 明 : 在 式 (23) 中 ,用 式 (22) 的 右边 替换 Oo(x) ,用 加 替换 及 , 则 可 得 到 
PCx)=( 人 一 c)(px 十 记 _U2 十 .十 px 十 bx 十 六 十 p0 
一 及 人 十 (1 一 cj)xa 十 .十 (b2 一 cb3)x? (24) 
十 (Pi 一 cp2ojx 十 (0 一 cp 
通过 比较 式 (20) 和 式 (24) 中 盖 的 系数 ,可 以 确定 访 的 值 ,如 表 1.1 所 示 。 


表 1.1 用 于 稚 纳 方法 的 系数 总 


对 比 式 (20) 和 式 (24) 


ar 一 D1n 
4n 一 1 三 Dr 一 1 一 con 









pn 一 an 






Don-1 三 0np 一 1 十 cp 





大 三 狼 一 COk+I 了 三 中 十 COK+1 





40 三 po 一 cpl p0 三 00 十 cpbl 





将 光 二 《 替换 人 式 (22) ,由 于 民 0 一 bb ,很 容易 得 出 结论 P(c) 一 ,如 下 所 示 : 


F cj 三 (cc 一 C)Coc) 十 Ro=po (2S ) 
少 


借助 于 计算 机 ,可 以 很 容易 地 实现 式 (21) 中 计算 皮 的 递归 公式 。 一 个 简单 的 算法 如 下 

所 示 : 

pm) 一 Q(1); 

for 三 姑 一 1 一 1 0 

UK) 一 QG(K) 十 c*zp(K 十 有 ; 

end 
当 于 工 计 算 夫 纳 方法 时 ,将 P(x) 的 系数 写 在 一 行 ,在 w 所 处 的 列 下 方 计 算 六 =a+ch 则 
更 方便 。 这 一 处 理 过 程 如 表 1.2 所 示 。 


表 1.2 用 于 综合 除法 过 程 的 瞧 纳 表 


Cn Gr 一 ] 人 7 一 2 机 CR 5 42 C] id0 







OA1 XD3 


Dr pl Dr  …: 扑 2 





例 1.9 利用 综合 除法 ( 堆 纳 方法 ) 求 P(3) ,其 中 多 项 式 
P(Uxr) 一 2 一 6r 二 8xr+8r2+4r 一 40 
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CS Cd4 (3 C2 L] (10 
] 一 和 8 8 4 一 40 
3 一 名 







17 二 PPU)=p0 
输出 





六 5 P4 D3 P2 六 1 
因此 ,P(3) = 17。 | 
1.1.6 习题 


1.(a) 求解 工 = lim,-。 (4n+1)/(2n+1), 确 定 |eoj = 代 -x” | 并 求解 lim .ev。 
(b) 求解 工 = lim, -。 (2 岂 +6n -1)1(492 +2n+1) 确定 je =1- x, | 并 求解 im .。e，。 
. 设 |x | 是 满足 lim, -.。x =2 的 序列 。 
(a) 求解 式 lim,.。sin(x )。 
(b) 求解 lim, -。 ln(Cxy )。 
3. 根据 中 值 定 理 , 求 解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 满足 值 志 的 数 c。 
(a) FLx) = -和 +2x+3, 区 间 为 [-1,0], 大 =2。 
(b) FLx)=vVx-Sx-2, 区 间 为 [6,8], 工 = 3。 
. 根据 极 值 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 上 界 和 下 界 。 
(a) F(x)= 哇 -3x+1, 区 间 为 [ -1.2]。 
(b) F(x) = cos (x) -sin(x), 区 间 为 [0,2r]。 
S. 根据 罗 尔 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 c 值 。 
(a) Fx) = 六 -4z, 区 间 为 [ -2,2]。 
(b) F(x) =sin(x)+ sin(2x) ,区 本 为 [0,2r]。 
. 根据 均值 定理 ,求解 下 列 函 数 在 指定 区 间 内 的 " 值 。 
(a) F(x) =Vx, 区 间 为 [0,4]。 


(b) Kx) = - 才 -, 区 间 为 [0,1]。 
. 给 定 区 间 [0,3] ,将 广义 罗 尔 定理 应 用 于 函数 Ax ) =xX(Y-1)(zr-3)。 
. 将 第 一 基本 定理 应 用 于 下 列 指定 区 间 内 的 函数 ，。 


(a) FA(x) = xe .区间 为 [0,2]。 
(b) FLxz) = -2 _ ,区 间 为 [ -1 1。 


tw 


必 


ch 





op 





十 二 
9. 将 第 二 基本 定理 应 用 于 下 列 函 数 。 
(a) 茵 用 产 cos(Dd (bD) 半 挛 e2di 


10. 根据 积分 均值 定理 ,求解 下 列 函数 在 指定 区 间 内 的 值 。 
(a) F(x)=6x ,区 间 为 [ -3,4]。 
(b) FLx) = xcos(x), 区 间 为 [0,3r/2]。 
11. 求解 下 列 序列 或 级 数 的 和 。 
| 1 2 1 一 3 一 | 
oo 乞 克 = 


让 一 ] 
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12. 求解 下 列 函 数 在 x 处 的 4 阶 泰 勤 多 项 式 。 
(al) Fwx)=Vx,xo=] 
(b ) OOx)= 和 二 4 二 3x 二 1，xo =0 
(c) Fx) = cos(x),xo=0 
13. 设 Kx) =sin(x), 且 P(x)=x -wj/31+%51$1 -yx7171+%19!。 证 明 P(0) = (0) ,大 = 
1 .2 … 9。 
14. 利用 综合 除法 ( 霍 纳 方法 ) 求 解 P(c)。 
(a) Pr) =X4 十 友 一 13xz 一 一 12,c 一 3 
(b) PU) =2x7 二 xz 上 + 妇 一 2x4 一 xx 十 23,c= 一 1 
1S. 求解 中 心 位 于 原点 ,半径 在 1 到 3 之 间 的 所 有 圆 的 平均 面积 。 
16. 设 多 项 式 P(x) 在 区 间 [a, 包 内 有 mm 个 实 根 , 证 明 已 "一 (x) 在 区 间 [c,8] 内 至 少 有 1 个 
实 根 。 
17. 设 记 广 和 广 在 区 间 [a ,0 内 有 定义 , 且 Aa)=AD)=0, 当 ce(a,b) 时 有 Fec)>0。 证 明 
存在 数 de(e,b) ,满足 放 (d) <0。 


1.2 ”二进制 数 


在 日 常生 活 中 ,人 们 通常 使 用 十 进 制 数 进行 计算 ,但 大 多 数 计算 机 内 部 通常 采用 二 进 制 
数 。 虽 然 从 表面 上 看 ,计算 机 的 通信 (输入 .输出 操作 ) 是 基于 十 进 制 数 的 ,但 这 并 不 表示 计算 
届 岂 部 乐 用 的 是 十 进 制 数 。 事 实 上 ,计算 机 首先 将 输入 的 十 进 制 数 转 换 成 二 进 制 数 ,然后 进行 
二 进 制 运算 ,最 后 将 答案 再 转换 成 十 进 制 数 显示 出 来 。 可 以 通过 下 述 实 验 对 此 进行 验证 。 例 
如 , 茶 计 算 机 的 最 高 精度 为 9 位 十 进 制 数 , 则 计算 下 述 公 式 的 结果 为 ， 
100000 
1 
2 1 一 9999.99447 (]) 
公 邢 (1) 将 数 5 进 行 100000 次 累加 ,而 它 的 算术 精确 值 应 当 是 10000。 通 过 上 述 分 析 , 说 明 计 
算 机 的 计算 过 程 存在 明显 误差 。 本 节 最 后 将 具体 描述 当 计算 机 将 十 进 制 小 数 志 转换 成 二 进 制 
数 时 ,误差 是 如 何 产生 的 。 


1.2.1 二 进 制 数 
大 多 数 数学 计算 都 采用 十 进 制 数 。 例 如 ,十 进 制 数 1563 的 展开 式 为 
1563 = (1x 10) 上 +(5x102) 二 (6x100 十 (3 x100) 
通 疝 , 右 W 为 一 个 正 整数 , 则 存在 数 co ,ca ,……，, al, ,使 得 N 的 十 进 制 扩展 表达 式 为 ， 
N=(akx10)+(ekt-ix1l0%-D 二 上 +(l xl100 二 (aox109) 
其 中 数 mw 的 取 值 范围 为 10,1,…,8,9| , 则 w 的 十 进 制 表示 为 
A 三 GkGk-1 020100n (十 进 制 ) (2) 
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如 果 已 知 该 数 为 十 进 制 数 , 则 可 以 表示 为 
AN 三 GkKGE-1… :0204100 
例如 ,1563 = 15$63，。 
符 用 2 的 大 表 示 , 则 十 进 制 数 1$63 可 以 表示 为 ， 
1563 = (1x20)+(Ix290) 十 (0x28) 上 (0Ox27) 十 (0x 26) 
+(0x22)+(Ix24)+(Ix23) 十 (0x22) 十 (1 x209) (3) 
二 (1 x 20) 
可 以 通过 如 下 计算 进行 验证 ; 
1$63 = 1024 十 512 + 16 十 8 十 2 十 1 
通常 , 兰 N 为 一 个 正 整数 , 则 存在 数 b ,b ,… ,5 ,使 得 w 的 二 进 制 扩展 表达 式 为 


N=(byx20)+( 人 -1x27-0 十 … 十 (Oox20 二 (bo x20) (4) 
其 中 数 访 为 0 或 1, 则 w 的 二 进 制 表示 为 
三 2707-1 22b1p0: (二 进 制 ) (5) 
利用 上 式 可 将 式 (3) 表 示 为 ; 


1363 = 11000011011， 


批注 2 作为 下 标 总 出 现在 二 进 制 数 的 末尾 , 以 便 读 者 区 分 十 进 制 数 和 二 进 制 数 ， 因此 ,111 
表示 数 一 百 一 十 一 ,而 111 表示 数 七 。 

通常 ,由 于 2 的 医 的 增长 小 于 10 的 寡 的 增长 ,因此 数 w 的 二 进 制 表 示 位 数 远 大 于 它 的 十 
进 制 表 示人 位 数 。 

通过 却 (4) 可 以 得 到 一 个 计算 的 二 进 制 表 示 的 有 效 算 法 。 将 式 (4) 的 两 边 同 除 以 2 可 得 


N 
了 二 (bj X27 -十 (bx 2 ) 十 … 十 (bx 20) 十 好 (6) 
这 样 ,N 除 以 2 的 余数 是 。 下 面 来 计算 六 。 如 果 式 (6) 表 示 为 N/2 - 0, + 5 /2, 则 有 
Co=(Or x2 ) 十 (7-1X27- 2 十 .十 (加 xX20 十 (人 x20) (7) 
将 式 (7) 的 两 边 同 除 以 2 可 得 
Go 


_ 四 六 
本 (yx2 人 十 (5 | Xx 2 十 十 (oax29 十 可 


这 样 , Oo 除 以 2 的 余数 是 记 。 将 这 个 计算 过 程 持续 下 去 ,可 分 别 得 到 商 序列 | Qi 和 余数 序列 
io 。 当 找到 整数 J ,满足 0 =0 时 ,计算 过 程 停止 。 这 些 序列 符合 下 式 ， 
AN =200 十 加 
Go=2CI 十 
(8) 
必 J/-2 =207-1 十 7-; 
cy-!I=2C7J+p (27 =0) 
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例 1.10 完成 1$63 = 11000011011 的 计算 过 程 。 
根据 公式 (8) ,从 N=1536 开始 ,构造 商 序 列 和 余数 序列 ; 
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13S03 一 2x781 十 1， po=1 
781 一 2x390 二 1 5 一 1 
390 三 2x195 十 0， 2 辣 =0 
I95 一 2x 97 二 [II， 03 一 
297 = 一 2x 48+1， 24=1 
48 一 2x 24 二 0， 8 =0 
24= 一 2x 1l2 二 0， pk=0 
I2=2x 0+0 2 思 =0 
6=2x 3+0， pg=0 
J3==2x [+1，zp=!i 
(一 2x 0+i，pi0o 王 j 
则 1563 的 二 进 制 表 示 为 
1503 = blobobg .…b2b1po, = 11000011011， 国 


1.2.2 序列 与 级 数 
当 有 理 数 表示 成 小 数 形式 时 ,可 能 需要 无 穷 多 的 位 数 。 下 面 是 一 个 常见 的 例子 : 
其 中 的 符号 3 表示 数 3 重复 无 穷 次 ,形成 无 穷 循 环 小 数 。 式 (9) 的 基 为 10, 而 且 从 数学 意义 上 
讲 , 式 (9) 是 式 (10) 的 一 种 简化 表示 。 
SS=(3x10-)+(Gx10- 2 十 .十 (3x10- 站 十 


一 340)-: (10) 
大 一 ] 3 


如 朱 只 显示 有 限 位 数 , 则 可 得 到 村 的 近似 值 。 例 如 ,十 一 0.333 = 333/1000。 近似 值 的 误差 为 
am。 根据 式 (10) ,可 验证 才 =0.333+ 二 。 
理解 式 (10) 的 扩展 表示 是 非常 重要 的 。 一 种 基本 方法 是 在 两 边 都 乘 以 10, 青 相 减 ,如 下 所 示 ; 


10$=3 二 (3x10- )+(3x10-2) 十 … 十 (3x10-2) 十 . 
一 4 三 -(3x1l0- )--(3x10- 人-.… 一 (3x10-9 一 …. 


90S=3+(0x10- ) 十 (0x1i0-2) 十 .十 (0Ox10-9 十 . 
这 梓 可 以 得 到 $ = 伟 = 村。 在 许多 有 关 微 积分 的 书 中 都 可 以 找到 证 明 两 个 无 穷 级 数 的 差别 的 
相关 定理 。 下 面 将 介绍 一 些 基 本 概念 ,更 详细 的 内 容 可 参见 与 微 积分 相关 的 教材 
定义 1.6 无 穷 级 数 


Ow 
》》 cr 一 c 二 cr 十 cr2 十 .十 cra 十 ， (11) 


尹 一 如 


其 中 c 天 0, 且 > 关 0, 称 为 比率 为 的 几何 级 数 。 全 
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定理 1.14{ 几 何 级 数 ) 几何 级 数 有 如 下 性 质 : 





如 果 1r1 < 1, 则 2 = (12) 
如 果 1rl1 > 1 , 则 级 数 发 地 (13) 
证 明 : 有 限 几 何 级 数 的 和 可 以 表示 为 
gc+or+e2+ Ho 和 其 中 rr 大 1 (14) 
为 了 建立 式 (12) ,可 以 看 到 
站 <1 意味 着 lim r+ =0 (15) 


这 样 , 当 ”一 时 ,根据 式 (14) 和 式 (1$) 可 得 
ma=T (dmr= 一 一 


一 坟 
根据 1.1 节 的 式 (1$) ,可 以 证 明 式 (12) 成 立 。 
如 果 1r1z 则 序列 |z 富 不 收敛 ,因此 式 (14) 中 的 序列 { 8s, | 不 存在 极限 。 这 样 . 可 以 证 


明 式 (13) 成 立 。 人 
根据 定理 1.14 中 的 式 (12) ,可 以 得 到 一 个 将 无 穷 循环 小 数 转 换 成 分 数 的 有 效 方法 。 
例 1.11 
0.3 = 》、 3(10) 一 = -3 十 Y、 3(10) 一 
类 一 | 大 一 人 
-+ -3+Q-1 


1 一 配 


1.2.3 二 进 制 分 数 


一 进 制 (基数 为 2) 分 数 可 以 表示 为 2 的 负 寡 之 和 和。 如果 尺 是 一 个 实数 ,日 0< 员 < 1 , 则 存 
在 d ,dd ,满足 


RR 一 (dx2 ) 十 (如 x2-5 十 十 (加 x2-9 十 ,… (16) 
其 中 本 El0,1。 式 (16) 右 边 的 值 通常 可 以 表示 成 二 进 制 分 数 形式 ,如 下 所 示 ， 
尺 =0.did 四) (17) 
许多 实数 的 二 进 制 表 示 有 无 穷 位 。 分 数 世 的 十 进 制 表示 为 0.7, 但 它 的 二 进 制 表示 有 无 
穷 位 : 
二 = 0.10110， (18) 


式 (18) 中 的 二 进 制 小 数 表 示 有 无 穷 位 ,由 0110 这 4 个 数 重复 循环 构成 。 
现在 可 以 开发 一 个 求 二 进 制 表 示 的 有 效 算法 。 如 果 式 (16) 的 两 边 都 溢 以 2, 则 结果 为 


2R 王 d 十 ((x2- ) 十 十 (四 xx2-2+0D 十 .) (19) 
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式 (19) 右 边 的 括号 中 的 值 是 一 个 小 于 !1 的 正 数 。 因 此 dg 是 28R 的 整数 部 分 , 即 d = int(2 尺 ) 。 
继续 上 述 步 又 ,可 得 到 式 (19) 的 小 数 部 分 ,表示 为 


请 = frac(2R) = (四 xX2-0) 十 :十 (人 xx2-2+1 十. (20) 


其 中 frac(2 尺 ) 是 实数 2 有 R 的 小 数 部 分 。 在 式 (20) 两 边 乘 以 2, 可 以 得 到 
2 请 一 央 十 (人 xx2- ) 十 :十 (dx2-2+2) 十 .) (21) 


根据 式 (21) 的 整数 部 分 可 以 得 到 由 = int(2 书 )。 
如 果 继 续 上 述 过 程 ,无 限 执行 下 去 (如 果 尺 是 一 个 无 限 不 重复 的 二 进 制 表示 ), 则 可 以 递 
妇 地 得 到 序列 | di 和 上 局 寺 : 
疏 一 int(2F1) 


下 一 frac(2 友 1) (22) 
其 中 届 = int(2R), 且 书 = frac(2 及 )。 通 过 下 列 收 敏 的 几何 级 数 ， 
民 三 di) 一 
/一 1 
可 摘 述 出 妇 的 二 进 制 小 数 表 示 。 
例 1.12 通过 式 (22) 可 计算 出 式 (18) 中 若 的 二 进 制 小 数 表示 。 设 尺 = 志 =0.7, 则 
2 有 R =1.4 d 一 int(1.4) 一 1: 请 = frac(1.4) =0.4 
2 一 0.8 d2 一 Int(0.8) 一 0 2 一 frac(0.8) 一 0.8 
2 忆 = 1.6 心 =int(1.6) = 1 瑟 = frac(1.6) = 0.6 
2F3a 一 1.2 习 一 int(l2) 三 ] 74 一 frac(1.2) 一 0.2 
2F4 一 0.4 d5 一 int(0.4) =0 Frs 一 frac(0.4) = 0.4 
2F 一 0.8 d 避 一 int(0.8) =0 F5 = frac(0.8) = 0.8 
2F6 一 1.6 d7 一 Int(l.06) 一 1] 7 一 frac(1.0) = 0.6 
注意 ,2F2 =1.6=2F6。 当 大 =2,3,4,… 时 ,可 得 到 模式 由 = 不 和 已 = 屎 .因此 有 
训 =0.10110, 。 国 
通过 几何 级 数 可 以 找到 二 进 制 有 理 数 的 十 进 制 形式 。 
例 1.13 求解 二 进 制 有 理 数 0. 0L 的 十 进 制 形式 。 根 据 展 开 式 有 
0.012 = (0x2-0)+(Lx2-2) 二 (0x2-3) 十 (1 x2-4) 十 ... 
= 2》 (02 六 = 一 十》 2 
《 一 | 类 一 D 
4 1 
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1.2.4 二 进 制 移 位 
可 以 通过 移 位 操作 ,简化 求解 无 穷 循 环 的 二 进 制 有 理 数 的 过 程 。 例 如 , $ 为 
$ = 0.0000011000; (23) 
在 式 (23) 的 两 边 乘 以 2 ,将 小 数 点 右 移 5 位 ,得 到 328, 即 
328 = 0.11000， 《24) 
同样 ,在 式 (23) 两 边 乘 以 28 ,将 小 数 点 右 移 10 位 ,得 到 1024S , 即 
1024S = 11000.11000， (25) 


式 (25) 的 左右 两 边 减 去 式 (24) 的 左右 两 边 ,可 以 得 到 9928 - 11000., ,或 根据 11000, = 24 得 到 
9092 .4 = 4， 因此 S 一 8/124。 


1.2.5 科学 计数 法 


将 十 进 制 小 数 点 移 位 并 乘 以 10 的 医 , 是 表示 实数 的 标准 方法 之 一 ,通常 称 之 为 科学 计数 
法 。 例 如 ， 
0.0000747 = 7.47 x 10-5 
31.41$9265 = 3.14159265S x 10 
9700000000 = 9.7 x 109? 
在 化 学 领域 中 , 阿 伏 伽 德 罗 (Avogadro) 数 是 一 个 重要 的 常量 ,可 表示 为 6.02252 x 10 。 它 是 单 
个 分 子 的 克 原 子 重量 下 的 原子 个 数 。 在 计算 机 科学 中 ,1K= 1.024x 10 


1.2.6 ”机 器 数 


计算 机 使 用 规格 化 浮 点 二 进 制 数 表示 实数 。 这 意味 着 实数 ， 的 算术 值 并 没有 实际 存放 
在 计算 机 中 ,计算 机 中 实际 存放 的 是 * 的 近似 值 ， 
X 祥 二 9g X7 (26) 
其 中 数 9 称 为 属 数 , 它 是 一 个 有 限 的 二 进 制 数 ,满足 不 等 式 LU2s9<1。 整 数 n 称 为 阶 码 。 
在 计算 机 中 ,只 使 用 了 实数 系统 的 一 小 部 分 子 集 。 和 典型 的 子 集 一般 只 包含 式 (26) 表 示 的 
一 部 分 。 二 进 制 数 的 个 数 受 9 和 nm 的 严格 限制 。 例如 ,考虑 下 述 正 实数 集合 中 的 所 有 实数 ， 
0. 四 GD x 22 (27) 
其 中 ,di =1, 而 吃 , 和 由 为 0 或 1 而 且 mef-3, -2 - 1,0,1,2,3,4|。 在 式 (27) 中 ,尾数 
和 阶 码 各 有 8 种 选择 ,可 以 产生 64 个 数 的 集合 ， 


{0.10002 x 2 一 ,0.1001。x 2-3 .. 0.11102 x 2 0.1111。x 24] (28) 


这 好 个 数 的 十 进 制 形 式 如 表 1.3 所 示 。 当 式 (27) 中 的 尾数 和 阶 码 受 限 时 ,计算 机 只 能 选用 有 
限 的 数 存 储 实数 x 的 近似 值 。 
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表 1.3 尾数 为 4 比特 (bit), 阶 码 为 = -3, ~2……,3,4 的 二 进 制 效 集合 的 十 进 制 表 示 


0.10002> 
0.10012> 0.0703125 

0.10102 0.078125 0.15625 

0.10112 0.08S9375 | 0.171875 | 0.34375 
0.11002 0.09375 0.1875 0.375 
0.11012 0.1015625 | 0.203125 | 0.40625 
.1 11I02 U.1093735 0.21875 (0.4375 
0.11112 0.1171873 | 0.234375 | 0.46875 





如 果 计 算 机 的 尾数 为 4 比特 ,如 何 计 算 ( 证 + 却 )+ 土 ? 假定 计算 机 将 实数 四 含 五 人 为 
表 1.3 中 的 二 进 制 数 ,读者 可 根据 表 1.3 查找 各 个 实数 所 对 应 的 最 佳 近似 值 。 


而 六 0.11012 x2-3 一 0.011012 x 2-? 
ss 久 0.11012 x 2-2 = 0.1101 x 2-? (29) 
1.00111>x 2 一 ? 


10 


计算 机 必须 确定 如 何 存 储 数 1.001115 x 2 一 。 若 数 被 四 含 五 人 为 0.1010 x 2-1, 则 下 一 步 是 


贡 六 0.10102 x2-1 = 0.1010 x 2-1 
gz 多 0.10112 x2-2 一 0.01011; x 2-1 (30) 
襄 0.111112 x 2-1 


计算 机 必须 确定 如 何 存储 数 0.11111 x 2-'。 由 于 假定 数 被 四 伟 五 人 , 则 数 被 存储 为 
0.10000: x 2 。 因 此 ,加 法 问题 的 计算 机 解 为 : 


7 
1 挟 0.100002 x 20 〈31) 
计算 机 的 计算 误差 为 : 
了 
蕊 -0.100002 s 0.466667 一 0.500000 s 0.033333 (32) 


如 果 用 南 的 百分比 来 表示 误差 , 则 误差 为 7.14%。 
1.2.7 计算 机 精度 


为 了 精确 地 存储 数值 ,计算 机 必须 使 用 二 进 制 浮 点 数 。 其 中 ,要 表示 7 位 十 进 制 数 , 至 少 
需要 24 比特 的 属 数 ;如 果 使 用 32 比特 的 尾数 , 则 可 以 存储 9 位 十 进 制 数 。 现 在 重新 考虑 在 本 
节 开 始 的 式 ( 世 中 遇 到 的 困难 , 即 计算 机 票 加 二。 

公式 (26) 中 的 尾数 4 的 位 数 为 32。 根 据 条 件 款 < 9, 可 得 到 第 一 个 数 d& = 1。 因此 ,gdg 有 
如 下 形式 : 

9 三 0.1d2d3 …d31d32， (33) 

当 把 小 数 部 分 用 二 进 制 形式 表示 时 ,通常 是 无 限 循环 小 数 。 例 如 ,表达 式 
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] 


1 = 0.000112 (34) 
当 使 用 32 位 尾数 时 ,计算 机 对 数 进 行 截断 后 的 内 在 近似 值 为 
二 s 0.110011001100110011001100110011002 x 2-3 (35) 
式 (35) 中 近似 值 的 误差 , 即 式 (35) 与 式 (34) 的 差 值 为 ; 
0.1100> x 2 交 2.328306437 x 107 (36) 


由 于 式 (36) 的 存在 ,计算 机 对 式 (1) 中 的 古 进 行 100000 次 累加 后 ,必然 存在 误差 。 误 差 大 
本 100000 x 2.328306437 x 10 ”= 2.328306437 x 10“。 实 际 上 ,在 计算 过 程 中 还 存在 着 更 大 的 
恋 老 。 原 因 是 部 分 和 可 能 随时 会 被 四 舍 五 人 ,而 且 随 着 和 的 增加 ,十 的 后 一 个 加 数 远 小 于 逐渐 
增加 的 暴 加 和 , 它 在 计算 中 的 影响 会 被 含 弈 。 这 样 ,各 种 误差 带 来 的 组 合 效应 使 得 实际 产生 的 
作 差 为 10000 - 9999.99447 = $.53 x 10-3 。 


1.2.8 计算 机 浮 点 数 


计算 机 采用 整数 模式 和 浮 点 模式 来 表示 数 。 整数 模式 主要 用 来 进行 整数 计算 ,在 数值 分 
析 中 的 作用 有 限 ,而 科学 工程 应 用 中 主要 采用 浮 点 数 。 必须 要 明确 如 下 事实 :在 式 (26) 的 任何 
计算 机 实现 中 ,尾数 9y 的 位 数 是 有 限 的 ,而 且 阶 码 n 的 范围 也 肯定 是 有 限 的 。 

在 以 32 位 表示 单 精 度 实 数 的 计算 机 中 , 阶 码 用 8 位 表示 ,尾数 用 24 位 表示 ,因此 可 以 表 
未 的 实数 范围 是 : 

2.938736E -39 到 1.701412FE+38 

即 2” 到 2”, 有 56 位 十 进 制 数值 精度 ,例如 ,2-2 =1.2x10-7。 

在 以 48 位 表示 单 精度 实数 的 计算 机 中 , 阶 码 用 8 位 表示 ,尾数 用 40 位 表示 ,因此 可 以 表 
未 的 实数 范围 是 : 

2.93857358771] 正 -39 到 1.7014118346E + 38 

印 2 到 2”“, 有 11 位 十 进 制 数值 精度 ,例如 ,2-2”=1.8x10-2. 

对 于 以 64 位 表示 双 精 度 实 数 的 计算 机 ,可 能 会 用 11 位 表示 阶 码 , 用 $3 位 表示 尾数 ,因此 
可 以 表示 的 实数 范围 是 : 

.502084646268003 王 - 309 到 8.9884656743115$80E + 307 


即 2” 到 2” ,有 16 位 十 进 制 数值 精度 ,例如 ,2- 巡 =2 2x 10-5 。 


1.2.9 习题 

1. 利用 计算 机 求解 下 列表 达 式 。 提 示 ; 目的 是 让 计算 机 重复 执行 减法 计算 ,不 要 借助 于 乘法 
计算 。 
(a) 10000 -并 :0000 0.] (b) 10000 -- 并 ze00C 0.125 

2. 利用 式 (4) 和 式 (5) ,将 下 列 二 进 制 数 转换 成 十 进 制 形 式 。 
(a) 10101， (b) 111000， 


(c) 11111110， (d) 1000000111 


中 


~ 


9o5 


10 . 


了 ] 


12， 


13， 


14. 


15$. 证 


16 
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. 利用 式 (16) 和 式 (17) ,将 下 列 二 进 制 小 数 转换 成 十 进 制 形式 。 


(a) 0.11011， (b) 0.10101， 
(c) 0.1010101L (d) 0.110110110， 


. 将 下 列 二 进 制 数 转换 成 十 进 制 形 式 。 


(a) 1.0110101， (b) 11.0010010001， 


. 习题 4 中 的 数 是 /2 和 r 的 近似 值 。 求 解 近似 值 的 误差 , 即 计算 下 列 值 : 


(a)Vv2- 1.0110101， (利用 /5 = 1.41421356237309… ) 
(b) x- 11.0010010001， 〈 利 用 rx= 3.1415$9265358979.… ) 


. 参照 例 1.10, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 二 进 制 形 式 。 


《a) 23 (b) 87 (c) 378 〈(d) 2388 


. 参照 例 1.12, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 如 0. dd …d,; 形 式 的 二 进 制 小 数 。 


(a) 7/16 (b) 13/16 (c) 23/32 (d) 7S/128 


, 参照 例 1.12, 将 下 列 十 进 制 数 转换 成 二 进 制 无 限 循环 小 数 。 


(a) 1/10 (b) 173 (c) 177 


, 求解 下 列 上 共有 7 位 有 效 数 字 的 二 进 制 近似 值 的 误 益 尺 -0.dddddsd ad。 


(a) 1/10=0.0001100， (b) 17=0.0010010， 
证 明 二 进 制 展开 式 17= 0.007 与 了 = 二 + 页 + 5 +… 等 价 。 利 用 定理 1.14 来 建立 这 个 
展开 式 。 


证 明 二 进 制 展开 式 115 = 0.001L 与 二 - 记 4 + + -3_+ … 等 价 。 利 用 定理 1.14 来 建立 
这 个 展开 式 。 
证 明 对 于 任意 的 数 2-”, 其 中 N 是 正 整 数 ,可 以 表示 为 W 位 十 进 制 数 , 即 2-" = 0 d dd … 


d。 提 示 :12=0.5$,14 =0.25,…。 


根据 表 1.3 来 判断 当 用 有 4 位 尾数 的 计算 机 执行 下 列 计算 时 ,会 得 到 什么 结果 。 
(a) (二 二 直 十 (b) (证 十 抽 十 
(c) ( 育 二 在 十 4 (d) (次 十 只 十 


证 明 当 将 本 节 的 式 (8) 中 所 有 的 2 替换 为 3 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 整数 的 三 进 制 表示 形式 
的 方法 ,并 求解 下 列 整数 的 三 进 制 表示 形式 。 

(a) 10 (b) 23 (c) 421] (d) 1784 

明 尖 将 本 节 的 式 (22) 中 所 有 的 2 替换 为 3 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 数 R(0< 妨 < 1 的 三 进 
制 表 示 形 式 的 方法 ,并 求解 下 列 正 数 的 三 进 制 表 示 形 式 。 

(a) 1/3 (b) 1/2 (c) 1/10 (d) 11/27 

证 明 当 将 本 节 的 式 (8) 中 所 有 的 2 替换 为 5 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 整 数 的 五 进 制 表示 形式 
的 方法 ,并 求解 下 列 整数 的 五 进 制 表 示 形 式 。 

(a) 10 (b) 35 (ec) 721 (d) 734 
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17. 证 明 当 将 本 节 的 式 (22) 中 所 有 的 2 蔡 换 为 时 ,可 得 到 一 个 求解 正 数 RI0< 尺 <1) 的 五 进 
制 表示 形式 的 方法 ,并 求解 下 列 正 数 的 五 进 制 表 示 形 式 。 
(a) 173 (b) 1/2 (c) TV10 (d) 1S4/625 


1.3 误差 分 析 


该 者 将 从 数值 分 析 的 练习 中 学 习 到 非常 重要 的 一 点 , 即 认识 到 计算 结果 并 不 确切 地 等 于 
数学 结果 ,因为 存在 不 少 隐 含 方法 会 破坏 数值 结果 的 精度 。 对 这 一 点 的 理解 将 有 助 于 研究 人 
员 实 现 和 开发 正确 的 数值 算法 。 


定义 1.7 设 广 是 忆 的 近似 值 , 则 绝对 误差 是 已 = 1p -万 , 简 称 误差 。 相 对 误差 是 尺 = 
Ip- 让 Hpl, 其 中 PP 天 0。 全 
误差 仅仅 是 真实 值 与 近似 值 之 间 的 差 , 而 相对 误差 在 很 大 程度 上 取决 于 真实 值 。 

例 1.1 找 出 下 面 3 种 情况 下 的 误差 和 相对 误差 。 设 wx =3.141592,8 =3.14, 则 误差 为 








PE 一 lx 一 =|13.141592 -- 3.14| = 0.001S92 (1a) 
相对 误差 为 
lz 一 对 0.001592 
一 一 -一 一 二 一 一 一 一 0.00S07 
5x |x| 3.141592 9 
世 y = 1000000 ,9 = 999996 , 则 误差 为 
懈 , = jy 一 习 =11000000 - 999996| = 4 (15) 
相对 误差 为 
|> 一 监 4 
展 ， 一 一 一 一 一 一 - 一 0.000004 
| 了 | 1000000 
设 z=0.000012,2 = 0.000009, 则 误差 为 
Ex = |z 一 引 =|0.000012 -- 0.000009| = 0.000003 (1ec) 
相对 误差 为 
_ lz 一 ?0.000003 加 
R， =- 囊 = TD 一 0.25 国 


在 式 (la) 中 ,已 和 尽 . 之 间 没 有 太 大 差别 ,都 可 以 用 来 判别 4 的 精度 。 在 式 (1b) 中 ,y 值 
的 数量 级 为 10 ,误差 玉 很 大 ,相对 误差 很 小 。 在 这 种 情况 下 ,可 以 认为 是 y 的 好 的 近似 值 。 
在 式 (le) 中 ,= 值 的 数量 级 为 10-5 ,误差 已 是 3 种 情况 中 最 小 的 ,但 相对 误差 是 最 大 的 。 如 果 
用 百分数 形式 来 表示 ,相对 误差 为 25% ,这 样 2 是 z 的 不 良 近 似 值 。 当 | pl1 远 离 1 时 (大 于 或 小 
于 ) 相 对 误 关 尺 比 误差 已 能 更 好 地 表示 近似 值 的 精确 程度 。 由 于 相对 误差 直接 处 理 尾 数 ， 
所 以 浮 点 表示 主要 采用 相对 误差 。 


定义 1.8 如 果 df 是 满足 下 列 不 等 式 的 服 大 正 整 数 , 则 称 数 户 近 似 p 时 具有 d 位 有 效 数字 。 


|p 一 司 _ 10 一 < 
[| 2 





〈2) 


全 
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例 1.15 判断 例 1.14 中 近似 值 的 有 效 数 字 。 
(3a) 如 果 *=3.141592, 人 4 =3.14, 则 1x -4 =0.000507< 10- /2。 因 此 ,有 近似 和 时 具 


有 3 位 有 效 数 字 。 
(3b) 如 果 y = 1000000,9 = 999996, 则 17 -~ ?JI7j = 0.000004 < 10-5/2。 因 此 , 少 近 似 y 时 
具有 56 位 有 效 数 字 。 
(3c) 如 果 z =0.000012,2 = 0.000009, 则 1z -211zl=0.25$< 10-0"/2。 因 此 ,8 近似 z 时 具 
有 1 位 有 效 数 字 。 四 
1.3.1 鹤 断 误差 


截断 误差 通常 指 的 是 ,用 一 个 基本 表达 式 替 换 一 个 相当 复杂 的 算术 表达 式 时 所 引入 的 误 
差 。 这 个 术语 从 用 截断 泰勒 级 数 替 换 一 个 复杂 表达 式 的 技术 中 衍生 而 来 。 例 如 ,无 穷 泰 勤 
级 数 


6 区 8 区 


” 一 1 十 xi2 十 二 皇 二 二 二 .十 二 十 


可 以 用 它 的 前 5 项 1+ + 务 + 条 + 生来 替代 ， 这 样 就 可 以 求 数值 积分 的 近似 值 。 
例 1.16 设 有 /se” du =0.544987104184 = p, 当 用 截断 泰勒 级 数 已 (z) 14 2 + 基 + 拓 + 洛 
替代 被 积 函 数 F(x) = e 时 ,确定 积分 近似 值 的 精度 。 
解 :替换 后 的 积分 近似 值 为 


人 2 XXX 8 3 X3 大 X7 二 
二 上 + 二 + 二 | dr=(r+ 二 + 二 二 工 
人 7 
X 一 0 


1 1 1 1 1 
2 开 十 3 十 细 6 二 厅 0597 


一 全- -0.544986720817 二 也 
”3870720 一 了 


因 为 
10-”/2 > jp 一 刚 /| 中 = 7.03442 x 10-7 > 10-67/2 


近似 值 太 近似 真实 值 P = 0.544987104184 时 有 6 位 有 效 数 字 。 y=(xz) = or ,YY= Po(x) 
的 曲线 围 以 及 当 0 和 xy 反 立时 曲线 下 的 区 域 面积 如 图 1.7 所 示 。 吴 


1.3.2 售 入 误差 


计算 机 表示 的 实数 受 限于 尾数 的 固定 精度 ,因此 有 时 并 不 能 确切 地 表示 真实 值 ， 这 一 类 型 
的 误差 称 为 会 入 误差 。 在 上 一 节 中 ,计算 机 对 存储 的 实数 点 = 0. 0 0011, 进行 了 截断 ,对 实际 
存储 在 计算 机 中 的 数 的 最 后 一 位 进行 了 四 含 五 人 。 综 上 所 述 ， 由 于 计算 机 硬件 只 支持 有 限 位 
机 玉 数 的 运算 ,导致 舍 人 误差 在 计算 中 被 引入 和 传播 。 
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党 y= (zx) 





0.0 0.3 1.0 3 


图 1.7 7y= 作 xz)= e ,y= P,(x) 的 函数 曲线 图 以 及 当 0<x 达 时 曲线 下 的 区 域 面积 


1.3.3 舍 去 和 含 入 


设 任意 实数 p 的 规格 化 浮 点 表示 形式 为 
六 二 士 0.didzd3 dkdk+l px 107 (4) 
其 中 当 ) >1 时 ,有 1<d<9 和 0<d 大 9。 设 大 是 计算 机 浮 点 计算 中 浮 点 数 的 最 大 位 数 , 则 实 
数 p 表示 为 Fas。(P), 有 
Fiaho(P) = 十 0.did 忆 不 x10 (5) 


其 中 当 1<jJ< 丰 时 ,有 1<d<9 和 0<d 大 9。 数 太 s(p) 称 为 的 舍 去 浮 氮 表示 (chopped 
floating-point representation) 。 在 这 种 情况 下 ,Fs。(p) 的 第 左 位 数 与 p 的 第 大 位 数 相同 。 邦 一 种 
上 位 表示 法 是 舍 入 浮 点 表示 (rounded floating-point representation) 几 .4(P ) ,表示 为 


Fnd(D) 三 十 0.didd… 关 x10 (6) 


其 中 当 1<J< 大 时 ,有 1<dw<9 和 0< 必 大 9, 而 且 最 后 一 位 数 m 是 最 通 近 必 . ds dt … 的 整 
数 。 例 如 ,有 实数 


2 
本 了 二 3.142857142857142857… 


则 有 如 下 有 6 位 有 效 数 字 的 和 示 形 式 : 


Fasw( 丰 三 0314285 x 10 
Fad(p) = 0.314286 x 10- 


通常 ,p 的 舍 去 表示 和 售 人 表示 可 分 别 写 成 3.1428$ 和 3.14286。 读 者 必须 从 根本 上 了 解 和 注 
意 计算 机 使 用 的 各 种 舍 人 浮 点 表示 法 。 


1.3.4 精度 损失 


设 有 两 个 数 p = 3.141$926536 和 9 = 3.1415$957341 , 两 者 几乎 相等 ,而且 都 有 11 位 有 效 数 
字 精 度 。 它 们 的 差 为 :p - 9g = - 0.0000030805。 由 于 p 和 的 前 6 位 数 相 等 ,所 以 它们 的 差别 
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只 有 5 位 数字 精度 。 这 种 现象 称 为 精度 损失 (joss of significance) 或 差额 抵消 (subtractive cancel- 
lation) 。 如 果 不 注 意 这 一 点 ,最 终 计算 结果 的 精度 可 能 会 逐渐 减少 。 


一 党 一 信 入 党 = 一 一。 本 ' 字 入 法 比较 
例 1.17 设 Fxz)=x(Vx+1l-Vx),g(x) 天 用 6 位 有 效 数 字 和 合 
AS00) 和 8&g(S00) 的 计算 结果 。 
j(500) = 500 (VS501 - V500) 


一 $00(22.3830 -- 22.3607) = 5$00(0.0223) = 11.1500 
(500) = 300 
V301 十 VS00 


 $00 ”500 

”22.3830 + 22.3607 ” 44.7437 

从 数学 意义 上 讲 ， 第 二 个 函数 g(x) 等 价 于 F(x) ,其 推导 过 程 如 下 所 示 ; 
x(VXY 十 1 一 VX)(Vx 十] 十 VX 


一 上 .1748 


7 ) VX 十 1 十 VX 
r((VTT) 一 (VD7) 
VX 十 1 十 VIX 
必 
VE 二 
因此 85(500) = 11.1748 这 个 结果 存在 较 少 的 误差 ,当真 实 值 11.174755300747198.… 含 
入 到 6 位 数 时 ,与 g(500) 的 值 相 同 。 加 


读者 可 以 通过 本 节 的 习题 12 来 研究 如 何 避 免 在 二 次 根 公 式 中 的 精度 损失 。 下 例 显示 了 
截断 泰勒 级 数 有 时 有 助 于 避免 精度 损失 造成 的 误差 。 
例 1.18 设 
2 “ 一] 一 和 


1 00 二 一 2 一， 忆 (x) 一 5 二 过 十 革 


用 会 入 法 和 6 位 有 效 数 字 比 较 F(0.01) 和 己 (0.01) 的 计算 结果 。 函 数 已 (x) 是 zx) 在 
xx =0 处 的 扩展 二 阶 泰 勒 多 项 式 。 


解 :对 于 第 一 个 函数 有 





0.01 
ce” 一 1-001 1.0100S$0 - 1- 0.01 
0.0b = 一 一 一 一 一 一 三 一 一 -一 0 
7 (0.01)“ 0.001] 


对 于 第 二 个 函数 有 


1 001 0.001 
P(0.01) = = 十 一 一 十 一 一 - 
(0.01) 7 十 一 
= 0.5 十 0.001667 十 0.000004 = 0.501671] 
结果 PL0.01) = 0.501671 存在 较 少 的 误差 ,当真 实 值 0.50167084168057542… 会 入 到 6 位 


数 时 ,与 g(5S00) 的 慎 相 同 。 | 
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对 于 多 项 式 求 值 计算 , 有 时 可 以 通过 将 表达 式 重新 表示 为 符 套 滋 的 形式 ,获得 较为 理想 的 
结果 。 
例 1.19 设 P(x)=* -3x+3x-1 和 OOx)=((x -3)x+3)x -1。 用 3 位 舍 入 算法 计算 
P(2.19) 和 0(2.19) 的 近似 值 , 并 与 真实 值 P(2.19) = 0(2.19) = 1.685159 进行 比较 。 
解 : 
P(2.19) 汪 (2.19) 7 -- 3(2.19)2 十 3(2.19) -1 
= 10.5$ -14.4 十 6.57 一 1 = 1.67 
C(2.19) 汪 ((2.19 -- 3)2.19 十 3)2.19 一 1 = 1.69 
误差 分 别 为 0.015159 和 - 0.004841 , 因此 近似 值 0(2.19)=1.69 的 误差 较 小 。 本 节 的 习 
题 6 探讨 了 当 接 近 多 项 式 根 时 的 求解 情况 。 国 


1.3.5 OO( 矿 ) 阶 逼近 
序列 { 关上 和 人 】 都 明显 地 收 伍 到 0, 而 且 第 一 个 序列 比 第 二 个 序列 收 全 得 快 。 在 


接 下 来 的 章节 中 会 使 用 _ 些 特殊 术语 和 表示 来 描述 序列 如 何 快速 收 伍 。 
定义 1.9 设 有 函数 六 记 ) 和 g( 玉 ) ,如 果 存 在 常数 C 和 c, 使 得 对 于 任意 天 二 c 有 


[入 Cg(| 当 严 委 c 时 《7) 

则 称 函 数 F/ 疡 ) 为 函数 g(j) 的 Mg ON 函数 ,表示 为 FAR) = O(Ceg(j))。 全 

例 1.20 设 有 函数 FLx) = 和 刀 +1 和 8g(x)= 委 ,由 于 当 xX31 时 ,有 刀 二 和 妇 且 1 三 妇 ,因此 可 以 
推导 出 当 x21 时 ,有 妇 +1<2x3。 因 此 ,F(z)= OOg(xz))。 国 


对 于 笛 见 的 基本 函数 ( 关 ,xi ,ar 和 log。x 等 ) ,符号 表示 “jig Oi… 提供 了 一 个 描述 函数 增 
长 率 的 有 效 方法 。 
用 类 做 的 方法 也 可 以 描述 序列 的 收敛 率 。 


定义 1.10 设 有 两 个 序列 | xj 和 |7y |” ，。 如 果 存 在 常数 C 和 六 ,使 得 








对 于 任意 AN, 有 lzlsCly | 〈《8) 

则 称 厅 列 | xj| 以 序列 7 | 为 上 界 , 表 示 为 和 = OOy )。 全 

例 1.21 因为 对 于 任意 n>1, 有 呈 了 1< 古 = 工 ,所 以 一 了 1- Of 工 )。 国 
也 用 形 用 随 


”通常 用 函数 p( 户 ) 近 似 函 数 PC) , 且 误 差 界 表示 为 内 | 司 | ,这 样 就 引出 了 下 面 的 定义 。 
定义 1.11 设 函 数 /( 玉 ) 的 近似 函数 为 p( 天 ), 且 存在 实 常 数 M >0 和 正 整 数 王 ,满足 


六 ) 一 P(P 
2 对 于 足够 小 的 用 (9) 
则 称 PP) 以 近似 阶 DO( 名 ) 来 近似 F( 天 ) ,表示 为 
J0) 王 PR) 二 OCR) (10) 
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当 将 式 (9) 重 写 为 1F(j) ~- p(jp)1 和 MI 居 1 时 ,可 以 看 到 符号 O( 居 ) 代 表 误 差 界 MI1 庆 1。 
接 下 来 的 结论 可 以 用 来 定义 两 个 函数 的 四 则 运算 。 


定理 1.4$ 设 FA) =pR)+DC)eCR)=dg)+ Di2), 且 =minlm nl , 则 


丰 (P) 十 8 一 Pp(N 十 9(P) 十 OA ) 《1 
三 pg 三 Pp)g(D 十 OO ) (12) 
而 且 
1 OA) 也 () 
:一 一 -一 一 1 没 ge(j) 头 0 有 
5 二 十 人 (Oh)， 假设 8(P) 关 0 且 9qg( 人 天 0 (13) 


当 将 P(x) 看 成 是 Kx) 的 第 ”个 泰勒 多 项 式 近似 值 时 , 余 项 可 指定 为 O( 和 如 +1) ,代表 被 忽 
略 的 从 磊 六 ”开始 的 项 。 余 项 收 和 敛 到 0 的 速度 与 名 收 敛 到 0 的 速度 一 样 , 它 们 的 关系 可 以 
表示 为 
1 (ec) 六 十 1 
CDT 
其 中 疡 要 足够 小 。 因 此 ,符号 O( 庆 4) 可 用 1: 表示 ,其 中 W 是 一 个 常数 ,或 “可 理解 为 
定理 1.16( 秦 勒 定理 ) 设 Fe CI[a,b], 如 果 和 和 xy=x + 上 六 都 在 区 间 [a ,gb 内 , 则 


O(Pz+1) 和 MPAT+i 入 (14) 


”了 (人 
Joo+ 月 = 和 大 用 二 Ont (15) 
大 一 


下 面 的 例子 盖 明了 上 述 定理 。 计 算 过 程 使 用 了 加 法 性 质 (iD)O( 妇 )+ DO(i) = DO(i) 和 
GOC)+O)=O(), 其 中 r=minlp,9} 还 使 用 了 乘法 性 质 (让 )O( 娟 )0(1) = 
0O( 六 ) ,其 中 S 博 fdgqo 


例 1.22 考虑 如 下 泰勒 多 项 式 的 展开 : 


12 及 3 
CA =1+A+ 林 十 可 二 OU)， cs = 工 -所 十 所 + Oh5) 
确定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
解 :对 于 求 和 ,有 
2 有 3 ， 12 14 6 
e" 十 cos( 人 ) 一 1+A+ 二 十 二 十 OO 上 + 一 二 十 一 十 On5) 


2 3 2 4 


有 3 
-24 和 十 OU 十 生 十 O(9 


因为 0(1)+ 和 = O( 如 ) 和 DR )+DO(P)=D(), 上 式 可 简化 为 
e 十 cos( 瑚 ) 一 2 二 十 和 十 00 


近似 阶 为 DO(j)。 
对 于 乘积 的 处 理 ,与 求 和 是 类 似 的 ,如 下 所 示 ， 
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hi 有 4 12 4 5 
ec (+ 人 + 和 + 等 +O0 ) (各 + 和 +o09 


Ah jh PR 
= (和 和 (一生 + 全) 


j 6 PR4 4 
+ 人 (和 人 ooo+ 人 (和 + CO( 疡 ) 


+ OO OO) 
1 
3 24 24 48 144 
+OOo+OO 二 OO4)O(6) 
由 于 0O(1)O(1) = OCp), 且 
Shi 1 HR6 下 7 


6 4 10 4 
PP pi Ediaieaiaaeepemeeeeaia 一 户 
卫 一 元 十 其 二 王 二 OU9O+O+ Oo = OU4) 


上 述 表 达 式 可 以 简化 为 
3 
e coSs( 玉 ) 一 于 十 天 一 汪 十 Op4) 
这 样 ,近似 阶 为 O( 久 )。 汪 
1.3.6 序列 的 收敛 阶 
通过 计算 一 系列 逐渐 接近 需求 解 的 近似 值 , 可 以 进行 数值 逼近 。 定 义 1.10 中 给 出 了 针对 
序列 的 big Oh 的 定义 ,而 序列 收 伍 阶 的 定义 与 函数 的 近似 阶 的 定义 1 11 类 似 。 
定义 1.12 设 lim .xyx =x, 有 序列 [rm > , 且 limn .。r =0。 如 栗 存 在 常量 民 >0, 满 足 
| 一 二 | 
| 六 | 
则 称 1x, >， 以 收 化 阶 OCr,) 收 生 于 x。 
可 以 将 其 表示 为 刀 =x+O(r ), 或 表示 为 xn >% 站 化 阶 为 Or )。 全 
例 1.23 设 有 yx = cos(mn)1n2 和 rm =1/m, 则 lm 。x =0, 收 人 效 阶 为 DOD(LU 反 )。 根 据 如 下 关系 
式 立 即 可 以 推导 出 上 述 结 论 ， 


|cos(a)7/7e2| 
1 纪 


之 并 ， 刀 足够 大 


=|cosG 咱 委 1， 对 于 所 有 的 m 重 


1.3.7 误差 传播 
下 面 全 究 在 连续 计算 过 程 中 误差 是 如 何 传播 的 。 考虑 数 p 和 9( 真 实 值 ) 的 加 法 运算 , 它 
们 的 近似 值 分 别 为 请 和 9 ,误差 分 别 为 e， 和 ee。 从 疡 = 廊 +cp 和 0 = 4 + 开始 ,它们 的 和 为 
P+9g=( 户 +ep) 十 他 十 69) = ( 方 + 们 十 (ep 十 6o) (16) 
四 此 对 于 加 法 运算 ,和 的 误差 是 每 个 加 数 的 误差 的 和 。 
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在 乘积 计算 过 程 中 ,误差 的 传播 将 更 为 复杂 。 乘 积 表 达 式 如 下 所 不 : 
pqg=(PF+ep)(9 十 6) = 十 Peo 十 gep 十 epky (17) 
因此 ,如 果 太 和 4 的 绝对 值 大 于 1, 则 原来 的 误差 co 和 ev 会 被 放大 成 六 ev 和 4 cr。 如果 观 察 相 
对 旋 关 , 可 以 得 到 更 深信 的 了 解 。 重 新 排列 式 (17) 中 的 项 即 可 得 到 
pq -pq 一 Pey 十 gep 十 《p69 (18) 
假定 Pz 关 0, 且 9 和 0, 则 式 (18) 除 以 mw 可 得 m 和 匀 积 的 相对 误差 
pq 一 pq pe 十 qgep 十 epEg Per 9ep epeEd 


Roy = 加 一 届 - 瑟 4 ~- PG + +22 (19) 
Pd 忆 d Pd Pd d 


进一步 假设 户 和 4 是 P 和 9 的 好 的 近似 , 则 6/p=101/9=1, 且 RR, = (ep/p)(eo1g)=0。 民 
和 如 是 近似 值 请 和 7 的 相对 误差 。 将 它们 替换 到 式 (19) 中 ,可 以 得 到 如 下 简化 关系 式 : 


Da - DG ~、 5 《P 
尺 ， 一生 -一 十 二 +0==R 二 尺 (20) 
D9 DO 了 7 P 9 忆 


这 表明 乘积 mg 的 相对 误差 大 致 等 于 洲 和 4 的 相对 误差 的 和 。 
初始 误差 通常 通过 一 系列 的 计算 进行 传播 。 对 于 任何 数值 计算 而 言 , 都 要 尽量 减少 初始 
疙 郑 ,因为 初始 条 件 下 的 小 误差 对 最 终结 果 产 生 的 影响 较 小 。 这 样 的 算法 称 为 稳定 算法 ,否则 
称 为 不 稳定 算法 。 在 数值 分 析 中 ,应 当 尽 量 选用 稳定 算法 。 下 述 定 义 将 用 来 描述 误差 的 传播 。 
定义 1.13 设 e 表 示 初 始 误差 ,E(P) 表 示 第 叶 步 计算 后 的 误 盖 增长 。 如 果 1c(pn)1=me, 则 称 
误差 按 线性 增长 。 如 果 1e(m)1= 后 e, 则 称 误差 按 指数 增长 。 如 果 天 > 1, 则 当 no 时 ， 
指数 误差 的 增长 无 界 ; 如 果 0< 天 <1, 则 当 nm~>o 时 ,指数 误差 的 增长 趋 于 0. 公 
下 面 的 两 个 例子 显示 了 初始 误差 可 稳定 传播 或 不 稳定 传播 。 在 第 一 个 例子 中 ,介绍 了 3 
个 算法 。 每 个 算法 递归 生成 同一 序列 。 在 第 二 个 例子 中 ,将 对 初始 条 件 进 行 小 的 改变 ,同时 对 
旋 差 传播 进行 分 析 。 
例 1.24 用 无 限 精度 算法 结合 下 列 3 个 方案 可 递归 生成 序列 j1/3"}” 中 的 各 项 值 。 


0 三 ]， 二 其 中 形 二 ], 2 (21a ) 
] 4 ] 

po 一 ] 必 1 一 3 Prn 一 3 一 1 上 3 一 2 其 中 玫 一 2， 3,，…: (21b) 
] 10 

40=14 = 了 gr 一 本 9gn-~1 一 gr- 其 中 呈 一 23, (21c) 


么 (21a) 的 意义 很 显然 。 在 式 (21b) 中 ,差分 方程 的 通 解 是 p = 4(1/3*) + 及。 这 可 以 
通过 直接 替换 方法 进行 验证 : 


4 1 4(4 114 
3 3 
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了 伏 人 一 1 用 及 一 昌 ， 则 可 得 到 期 望 的 序列 。 在 式 (2lc) 中 ,差分 方程 的 通 解 是 dm 二 4(I1/3”) 十 有 3 。 
同样 可 通过 直接 替换 方法 进行 验证 : 
10 I10 1 4 ， 人 中 
了 0- 一 ac2= 可 (了 + 友 -( 旋 + 


一 (地 _ 元 ) 4 十 (10 一 了 3 一 肌 





3 3 


] 
一 4 贡 十 有 3 = gr 


设 4=1 且 有 =0, 则 可 得 到 期 望 的 序列 。 国 


例 1.25$ 用 下 列 方 法 来 出 序列 jx | = 113?1 的 近似 值 。 
| 


10 一 0.99996， 二 了 Pb 其 中 于 =1， 2，… 《22a) 
和 4 

Po 一 1p1 三 0.33332， Pan 一 了 Prnr~1 一 了 En 一 2， 其 中 普 王 2 3 《22b) 
OO 

G0 -一 1 ,9 一 0.33332， 7 这 了 1 一 人 一 2， 其 中 瑚 一 了 3， 2 022e ) 


在 式 (22a) 中 ,初始 误差 m = 0.00004, 在 式 (22b) 和 式 (22c) 中 ,p， 和 9 的 初始 误差 为 
0.000013。 试 研究 每 个 算法 的 误差 传播 情况 。 

表 1.4 给 出 了 每 个 序列 的 前 10 个 数值 近似 解 , 表 1.5 给 出 了 每 个 算法 的 误差 [| 
的 误差 是 稳定 的 , 且 按 指数 级 递减 。{puj 的 误差 是 稳定 的 。|9,} 的 误差 是 不 稳定 的 , 且 按 
指数 级 增长 。 尽 管 |pj 的 误差 是 稳定 的 ,但 由 于 当 n 一 om 时 有 六 -0, 所 以 误差 在 结果 中 
最 终局 支配 地 位 ,ps 之 后 的 项 无 有 效 数字 。 图 1.8 至 图 1.10 分 别 显 示 了 fr |, [pn | 和 
1 9, 的 误差 。 国 


表 1.4 序列 { xj = 11/3?} 以 及 近 位 值 | mp 和 (9 | 























































































0 1 = 1.0000000000 | 0.9999600000 1.0000000000 1.0000000000 
1 了 = 0.3333333333 “| “0.3333200000 0.3333200000 0.3333200000 
2 让 =0.1111111111 0.1111066667 0.1110933330 0.1110666667 
3 方 =0.0370370370 | 0.0370355556 0.0370177778 0.0369022222 
4 泣 王 0.0123456790 “| 0.0123451852 0.0123259259 0.0119407407 
5 | ”证 =0.0041152263 | 0.0041150617 0.0040953086 0.0029002469 
6 | ”六 =0.0013717421 | 0.0013716872 0.0013517695 “| --0.0022732510 
7 | 3g =0.0004572474 “| “0.0004572291 0.0004372565 ”| --0.0104777503 
8 | ”85 =0.0001524158 “| ”0.0001524097 0.0001324188 “| -0.0326525834 
9 | 6 枉 =0.0000508053 | “0.0000508032 0.0000308063 “| --0.0983641945 
10 | 0 本 =0.0000169351 | 0.0000169344 ”| -0.0000030646 “| _0.2952280648 





28 数值 方法 (MATELAB 版 )( 第 四 版 ) 


表 1.5 误 楚 序列 | x, - -Pi 和 fo -9 


到 
0 
| 
人 0.0000177778 
3 0.0000192S93 
4 0U.00001975S31 
3 0.0000199177 
6 0.8000199726 
7 0.0000199909 
8 0.0000199970 
9 0.00001599990 
10 0.0000199997 
An 一 7 
0.000015 
0.000010 
0.000005 e 
和 
0 < 帮 6 


狗 1.8 稳定 递减 的 误差 序列 {x. - mm 





0 2 4 6 
图 1.9 稳定 的 误差 序列 { xx - 挛 | 


0 之 4 6 


图 1.10 不 稳定 的 误差 序列 jz. - 9 | 


1.3.8 数据 的 不 确定 性 


公 真 实 世界 中 得 到 的 数据 包含 一 定 的 不 确定 性 和 误差 ,这 一 类 型 的 误差 被 称 为 噪声 , 它 将 
影响 所 有 数值 计算 的 精度 。 采 用 有 了 噪声 的 数据 进行 连续 计算 并 不 能 提高 精度 。 因此 ,如 果 初 





-7 一 帮 


0.0000000000 
0.0000013333 
0.0000444444 
0.0001348148 
0.0004049383 
0.0012149794 
0.003644993 
0.0109349977 
0.0328049992 
0.0984149998 
0.2952449999 
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始 数据 有 d 位 有 效 数 字 的 精度 , 则 计算 结果 也 只 具有 d& 位 有 效 数 字 的 精度 。 例 如 , 设 数据 
pi =4.152 和 p =0.07931 都 有 4 位 有 效 数 字 的 精度 , 则 从 计算 器 上 得 出 的 绪 果 ( 让 + 户 = 
4.23131) 将 筱 忽略 。 因 为 ,从 有 隐 声 的 数据 得 出 的 结果 不 可 能 比 初 始 数据 具有 更 多 有 效 数 字 
位 数 ,因此 正确 的 答案 应 该 是 m + P =4.231。 


1.3.9 习题 


工 . 


求解 误差 玉 和 相对 误差 民 . ,并 判定 近似 值 的 有 效 数 字 的 位 数 。 
(a) x =2.71828182，4 = 2.7182 

(b) y = 983$S0，f9 = 98000 

(c) z = 0.000068，2 = 0.00006 


1 /4 ， 1 /4 7 7 XC 
人/ ed 1 十 好 十 万 十 可 dx 一 


指出 在 这 种 情况 下 会 出 现 哪 种 类 型 的 误差 ,并 将 计算 结果 与 真实 值 p = 0.2553074606 进行 
比较 。 


, 完成 下 列 计算 


. 〈a) 设 P =1.414 和 户 =0.09125 ,精度 为 4 位 有 效 数字 , 求 和 m + m 与 积 Pi p2 的 合适 解 。 


(b) 发 玉 1 三 31.415 和 咏 2 = 0.027182 ,精度 为 3 位 有 效 数 字 , 求 和 Pi 二 1 与 积 咏 1 人 2 的 合 通 解 。 


. 宛 成 下 列 计算 ,并 指出 在 这 种 情况 下 会 出 现 哪 种 类 型 的 误差 。 


(a) sin (区 十 000001) 一 sm si (本 ) 0.707113835222 -- 0.70710678119 
一 全 


-一 | Piano 一 一 


ln(2 十 0.00005) 一 (2) 0.05317218025 一 0， 02314718050 _ 


(b) 0.00005 0.00005 


' 有 时 利用 三 角 或 代数 恒等式 ,重新 排列 函数 中 的 项 ,可 以 避免 精度 损失 。 求 下 列 函 数 的 等 


价 公 式 ,以 避免 精度 损失 。 

(a) In(x +1) -ln(x), 其 中 xy 较 大 。 
(b) vv 和 +1-x, 其 中 >x 较 大 。 

(c) coe (xx) -sim(x), 其 中 xy 一 zx/4。 


(d)A/ 十 costz ,其 中 xm 


. 多 项 式 求 值 。 设 P(x) = 和 妇 -3x +3x-1,0(z)=((x-3)z+3)x -1 RCz) =(x -1)。 


(a) 用 4 位 含 人 计算 P(2.72),0(2.72) 和 尽 (2.72)。 在 计算 P(x) 时 , 设 (2.72) = 20.12 
和 (2.72) =7.398。 

(b) 用 4 位 舍 人 计算 P(0.975), 0(0.975) 和 及 (0.975)。 在 计算 Ptx) 时 , 设 (0.97$) = 
0.9268 和 (0.975)” = 0.9506。 


' 用 3 位 售 人 计算 下 列 和 ( 按 给 定 的 顺序 求 和 ): 


虽 ] 6 
(aj) 2 赤 (hb) 2 5 
这 ] 


8. 


10 


1 ， 


12. 
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讨论 下 列 计算 过 程 中 的 误差 传播 : 
(al 三 个 数 的 和 : 
P+9qg+r=(7+ep) 十 (十 er) 十 人 十 er) 
亡 十 已 十 Ep 

(b) 两 个 数 的 商 :7 让 
(c) 三 个 数 的 积 : 

pqgr 王 (+ep)( 9 十 er) 六 十 6r) 

. 设 有 泰勒 展开 式 、 
一 一 =1 十 关 十 由 十 大 十 DO04) 
和 
户 ? 

co 一 1 一 全 十 所 十 009 

判定 它们 的 和 三 积 的 近似 阶 。 
. 设 有 泰勒 展开 式 
ji 了 4 
elb 一 1 十 十 可 十 可 可 十 页 十 OC) 
和 
万 3 
sin() 一 疡 一 本 十 0(1) 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
设 有 泰勒 展开 式 
jj4 

cos(P) 一 上 一 可 十 而 十 O(Po) 

和 


3 
sin(h) 一 卢 一 也 二 十 一 外 十 OO ) 
判定 它们 的 和 与 积 的 近似 阶 。 
改进 二 次 根 公式 。 设 e#0, 久 -4ac >0, 且 有 方程 ww2 + 如 + ec =0。 通 过 如 下 二 次 根 公式 
可 解 出 方程 的 根 ; 


一 六 十 Vp 一 4ac 一 一 VD -4arc 
= 一 一 到 一 一 二 一 人 
证 明 这 些 根 可 通过 下 列 等 价 公式 解 出 ， 
四 一 25 加 一 2 
一 5V 和 证 证 把 


提示 :可 对 公式 (1) 中 的 分 子 进行 有 理化 。 

批注 当 101=V 妨 - 4ac 时 ,必须 小 心 处 理 ， 以 避免 其 值 过 小 引起 巨 量 消失 (catastrophic 
cancellation) 而 市 来 精度 损失 。 如 果 > 0, 应 该 用 公式 (2) 计 算 * ,用 公式 (1 计算 xi 。 如 
朱 <0, 应 该 用 公式 (1) 计 算 * ,用 公式 (2) 计 算 *。 
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13. 利用 习题 12 中 求解 z 和 x， 的 适当 公式 ,计算 下 列 二 次 方程 的 根 。 
(a) x* ~- 1000.001x +1=0 
(b) x* -- 10000.0001x +1=0 
(c) x 六 -100000.00001x +1=0 
(d)x* - 1000000.000001xz +1=0 


1.3.10 算法 与 程序 


1. 根据 习题 12 和 习题 13 构造 算法 和 MATLAB 程序 ,以便 精 确 计算 所 有 情况 下 的 二 次 方程 的 
根 , 包 插 1p1=v 上 -~-4ac 的 情况 。 

2. 参照 例 1.25, 对 下 列 3 个 差分 方程 计算 出 前 10 个 数值 近似 值 。 在 每 种 情况 于 引入 一 个 小 
的 初始 误差 。 如 果 没 有 初始 误差 , 则 每 个 差分 方程 将 生成 序列 |1/2"}*” |, 。 构 造 类 似 表 1.4、 
表 1.5 以 及 图 1.8 至 图 1.10 的 输出 。 


(a) mm=0.994,mm = 记 m 其 中 心 =12， 
3 1 
(Lb ) 妨 0 一 上 , p， = 昌 .497 , p， ”了 Pr-l -了 Pu-2 ,其 中 用 = 之,3, 


5 
(c) go=19 =0.497,9. = 三 9- - 9- 其 中 中 =2,3，… 
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考虑 一 个 涉及 球体 的 物理 问题 ,球体 的 半径 为 r, 并 浸 人 水 中 ,深度 为 d( 如 图 2.1 所 示 )。 
假设 这 个 球 由 一 种 密度 o = 0.638 的 长 叶 松 构成 , 且 它 的 半径 r = 10 cm。 当 球 浸入 水 中 时 , 尼 
的 浸 人 水 中 的 质量 为 多 少 ? 

当 一 个 球体 以 深度 d 浸入 水 中 时 ,所 排 开水 的 质量 M,。 为 : 
fd2(3r 一 d) 

3 
而 球 的 质量 为 MWL = 4rr po/3。 根据 阿 基 米 德 (Archimedes) 定 律 ,有 M,。 = M , 则 产生 需要 求解 的 
方程 如 下 : 


d 
hf = | rr 一 (X 一 r”) dx 一 
0 


r( 人 一 3dr 十 4r 0) 和 





图 2.1 浸入 水 中 深度 为 d, 半 径 为 r 的 球体 部 分 


在 下 述 例子 中 (> = 10, o = 0.638) ,方程 变 为 : 
r(2552 一 304 十 d) 
re 
三 次 多 项 式 y =25$2 - 30 + 吧 的 形状 如 图 2.2 所 示 ,而 且 据 此 图 可 发 现 解 在 d = 12 附近 。 


昂 


0 


y= 2552 - 30d2+ dd 





图 2.2 三 次 多 项 式 yx=255$2 -30d + 地 
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这 一 章 的 目标 是 研究 求解 方程 根 的 各 种 方法 。 例 如 ,采用 对 分 法 可 得 到 上 述 方 程 的 3 个 
根 di = -8.17607212,d = 11.861$01$1 和 d; = 26.314$7061。 第 一 个 根 不 是 此 问题 的 可 行 解 ， 
因为 它 是 负数 。 第 三 个 根 大 于 球体 直径 , 也 不 是 需要 的 解 。 根 & = 11.86150151 位 于 区 
间 10,20j 内 ,是 合适 的 解 。 它 的 大 小 是 合适 的 ,因为 球体 的 一 多 半 一 定 是 淄 人 水 中 的 。 


2.1 求解 X= 9g(X) 的 和 迭代 法 


计算 机 科学 中 的 一 个 基本 要 素 是 迭代 (iteration)。 正 如 其 名 字 所 表示 的 含义 ,迭代 是 指 重 
复 执行 一 个 计算 过 程 , 直 到 找到 答案 。 和 迭代 技术 用 来 求解 方程 的 根 .线性 和 非 线性 方程 组 的 解 
以 及 微分 方程 的 解 。 这 一 节 主 要 研究 重复 替换 的 迭代 处 理 过 程 。 
首先 需要 有 一 个 用 于 逐 项 计算 的 规则 或 函数 g(x) ,并 且 有 一 个 起 始点 po。 然后 ,通过 利 
用 闪 代 规则 户 ， = gp ) ,可 得 到 序列 值 { 六 上 。 此 序列 有 如 下 模式 ， 
Po (初始 值 ) 
P1L 三 8CPO) 
P2 二 8(PDI) 


(也 ) 
Be8LD-1D) 
了 +1 二 80CP6) 


从 一 个 数 的 无 限 序列 可 以 得 到 什么 呢 ? 如 果 这 些 数 趋向 一 个 极限 , 则 达到 了 求解 目的 。 
但 如 果 这 些 数 发 散 或 周期 性 重复 呢 ? 下 面 的 例子 给 出 了 这 种 情况 。 
例 2.1 选 代 规 则 为 po=1, 且 =1.001p ,其 中 大 =0.1 它 产 生 一 个 发 散 序 列 ,前 100 
项 为 ; 
Pi = 1.001po = 1.001X1.000000 = 1.001000 
p2 = 1.001p = 1.001X1.001000 = 1.002001 
p3 = 1.001p = 1.001X 1.002001 = 1.003003 


pl100 = 1.001p% = 1.001X1.104012 = 1.105116 
这 个 过 程 可 无 限 持续 下 去 ,而 且 很 容易 看 到 lim .。p, = + mw。 在 第 9 音 中 将 看 到 序列 
pgj 是 微分 方程 Y = 0.0017y 的 数值 解 。 这 个 解 为 y(z) = ermlz。 实 际 上 ,如 果 比 较 序列 


中 的 第 100 项 和 y(100) ,可 以 发 现 pm =1.105116=1.105171 = oo4 -~ y(100)。 国 
这 一 节 主 要 关注 产生 收敛 序列 {piji 的 函数 g(x) 的 类 型 。 

2.1.1 寻找 不 动 点 

定义 2.1 子 数 8(x) 的 一 个 不 动 点 (fixed point) 是 指 一 个 实数 已 满足 尸 - g(P)。 全 


父 图 形 角度 分 析 ,函数 y = g(*) 的 不 动 点 是 y = g(z) 和 = yx 的 交点 。 
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定义 2.2 选 代 疡 ,=gS(CpP), 其 中 于 =0,1,……, 称 为 不 动 点 选 代 。 从 

定理 2.1 设 g 是 一 个 连续 函 教 , 且 {p,} 是 由 不 动 点 和 迭代 生成 的 序列 。 如 果 jim， 。p, = 尸 ， 
则 尸 是 g(x) 的 不 动 点 。 

证 明 : 如 果 lim,.。p, = 己 , 则 lim .pi = PP。 根 据 这 个 结论 ,g 的 连续 性 和 六 ,， = &(p) 存 在 

如 下 关系 : 


8(P) 三 8 Wim pn = mg8(pn) 一 lm pn+l 二 (2 
因此 , 忆 是 g(x) 的 不 动 点 。 必 
例 2.2 设 有 收 敏 选 代 
po = 0.3， Phk+l1= 王 e 其 中 有 =01… 


前 10 项 的 计算 结果 如 下 所 示 : 
P1 一 e 00000 一 0.606531 
po 一 e00051 一 0.545$239 
D3 一 e-0545233 一 0.579703 


po 一 e 下 ”6009 = 0.567560 
D10 一 -0.35607560 ~- 0.$66907 


这 个 序列 是 收敛 的 , 且 进 一 步 计 算 可 发 现 
im mm 一 0.567143… 
这 样 ,可 找到 函数 y = :的 不 动 点 近似 值 轩 
下 列 两 个 定理 建立 了 不 动 点 存在 性 条 件 ,以 及 寻找 不 动 点 的 不 动 点 迭代 过 程 的 收 伍 性 条 件 。 
定理 2.2 设 函 数 ge C[a,1]。 


如 果 对 于 所 有 x <[a,b], 映 射 y=&g(x) 的 范围 满足 ye[a,b], 则 函数 8 (3) 
在 [a ,站 内 有 一 个 不 动 点 。 
此 外 , 设 8'(x) 定 义 在 (a ,0) 内 , 且 对 于 所 有 x E(a,p) ,存在 正常 数 天 <1, 使 (41) 


得 18 (zx 儿 么 开 <1, 则 函数 g 在 [ce,b] 内 有 惟一 的 不 动 点 已。 
对 (3) 的 证 明 : 如 果 g(a)=a 或 g(0)=, 则 断言 为 真 ;否则 g(a) 必 须 满足 gB(a)E(a,b]， 
gb) 的 值 必须 满足 g(6)E[a,b)。 表 达 式 F(x)=x -8g(x) 有 如 下 特性 ， 

帮 a)=a-ese(a)<0 且 0)=8-5(8)>0 
对 护 x) 应 用 定理 1.2( 中 值 定 理 ) ,而 且 由 于 常量 了 = 0, 可 推断 出 存在 数 忆 , 且 己 E(a,p)， 
满足 乓 PP)=0。 因 此 ,P=g(P), 且 尸 是 g(x) 的 不 动 点 。 
对 (4) 的 证 明 : 必须 证 明 结 果 是 惟一 的 。 采 用 反 证 法 , 设 存在 两 个 不 动 点 Pi 和 忆 。 根 据 
定理 1.6( 均 值 定理 ) ,可 推断 出 看 在 数 d E(a,) 满足 


SO2) 一 8 人 () 


8 (d) = 忆 一 户 (5) 
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根据 假设 ,有 g( 忆 )= PP 且 8g(P))= 己 ,对 式 (5$) 的 右边 进行 简化 可 得 


， 疡 ) 一 瑟 加 
8 (= 瑟 一 让 一 
但 这 与 闷 (4) 中 假设 在 La,b) 内 有 1g'(x)1<1 了 矛盾 ,因此 不 可 能 存在 两 个 不 动 点 。 所 以 ， 
在 式 (4) 的 假设 条 件 下 ,g(x) 在 [a,b] 内 有 一 个 惟一 的 不 动 点 忆 。 @ 


例 2.3 根据 定理 2.2, 严 格 地 证 明 g(xz)= cos(x) 在 [0,1] 内 有 惟一 的 不 动 点 。 


证 明 :显然 ,ge C[L0,1j。 其 次 ,g(x) = cos(x) 在 [0,1] 内 是 递减 函数 ,因此 它 在 [0,1] 内 的 
范围 是 Leos(1),1jG[0,1]。 这 样 可 满足 定理 2.2 的 条 件 (3), 且 g 在 [0,1] 内 有 一 个 不 动 
点 。 了 最 后 ,如 果 xwcE(0,1)，, 则 IgGCxz)1=1 -sn(xz)1l=sn(x)ssin(l)<0.841S$S<1。 这 样 
K=sin(1)<1, 可 满足 定理 2.2 的 条 件 (4) ,所 以 中 在 [0,1 内 有 惟一 的 不 动 点 。 国 
现在 可 指定 一 个 定理 来 判断 序列 (1) 中 给 出 的 不 动 点 迭代 过 程 算法 是 否 将 产生 一 个 收 伍 

厅 列 或 发 散 序列 。 

定理 2.3( 不 动 点 定理 ) 设 有 (i) g,g'e C[a,5],(ii) 天 是 一 个 正常 数 《证 po E(a,p)， 
(iv) 对 于 所 有 x Ela,0, 有 g(xz)e[a,b]。 


如 采 对 于 所 有 x ela,b], 有 1g'(x)1 过 天 <1 则 迭代 PP = g(Lp，i) 将 收敛 到 《6 ) 
惟一 的 不 动 点 PE[a,)]j。 在 这 种 情况 下 , 己 称 为 吸引 (attractive) 不 动 点 。 
如 采 对 于 所 有 x El[a,b], 有 18g'(x*)1>1, 则 迁 代 记 =g(P _ ) 将 不 会 收 伍 到 (7) 


已 。 在 这 种 情况 下 , 己 称 为 排 扩 (repelling) 不 动 点 ,而 且 和 迭代 显 示 出 局 部 发 散 性 。 
批注 ] 在 命题 (7) 中 假设 Po 天 三 。 
批注 2 ”因为 函数 g 在 包含 忆 的 一 段 间隔 中 是 连续 的 ,可 在 命题 (6) 和 命题 (7) 中 分 别 利用 更 
简单 的 判别 条 件 1g'(P)1EsKE<1 和 1g(P)I>1。 
证 明 : 首 先 要 证 明 点 |p17-o 都 位 于 (ac,b) 内 。 从 mm 开始 ,根据 定理 1.6( 均 值 定理 ) ,可 推导 出 
仔 在 一 个 值 C0 <s(a,pb) 满 足 
一 pi=l8(CP) 一 8Cpol=l8 (coCP -po) 
=|8 (colP -pol 和 KKIP-pol<lIP-pol 
因此 ,m 比 po 更 接近 已, 且 pe(a,b)( 见 图 2.3)。 一 般 情 况 下 , 设 p_iIE(a, 5), 则 
| 忆 一 Bo 三 1g8( 己 ) 一 8Cpn-1il 三 lg (cn 1)CP 一 Dr 一 1 
一 18 (cn 1) 己 一 Pr- 有 和 大 | 已 一 -< PP 一 Pn-1| 
因此 ,ms(a,b) ,而 且 可 归纳 出 所 有 的 点 1p | =， 位 于 (a 所 内 。 
全 PP-Pl 一 一 一 中- 一 一 
Ga 忆 ] 太 P0 六 


图 2.3 已,po,pi,IP-pl 和 1IP-p1 之 间 的 关系 
为 完成 命题 (6) 的 证 明 ,需要 证 明 如 下 表达 式 成 立 ， 


(8) 


(9) 
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im 上 一 下 三 0 (10) 
首先 ,用 归纳 法 的 证 明 可 建立 如 下 不 等 式 : 
| 已 -Po 和 天 PP 一 Po| (11) 


当 m= 1 时 满足 关系 (8)。 利 用 归纳 假设 1P- PP _E 居 -1P- ni 和 式 (9) 中 的 思路 ,可 得 到 
IP-- 了 委 天 IIP- Pr il 委 天 民 | 己 一 pol=KP 一 Po0 
这 样 ,通过 归纳 法 可 以 得 出 ,所 有 的 m 满足 不 等 式 (11)。 由 于 0< 天 < 1 ,所 以 当 趋 于 无 穷 大 
时 ,项 环 趋 近 于 0。 因 此 
0 过 lim | 忆 -p 么 limKIP 一 pol=0 (12) 
IP-1 的 极限 压缩 在 左右 两 边 的 0 之 间 , 所 以 可 得 出 lim, .1P- 记 1=0。 这 样 lm .pm = 
户 , 且 根据 定理 2.1, 和 迭代 六 =g(p ) 收 伍 到 不 动 点 P。 因 此 定理 2.3 的 命题 (6) 得 证 。 读 者 
可 目 行 研究 命题 (7)。 @ 
推论 2.1 设 函 数 g 满足 定理 2.3 中 命题 (6) 给 出 的 假设 。 当 用 p 去 近似 已 时 ,引入 的 误差 的 
边界 如 下 所 示 : 
已 一 可 | 委 天 IIP-pol 对 于 所 有 半 过 1] (13) 
且 
PP 和 一 下 二 如 Po 


2.1.2 不 动 点 迭代 的 图 形 解 释 


由 于 需要 寻找 g(x) 的 不 动 点 已 ,曲线 y = g(*) 和 直线 y = * 必须 相交 在 点 (已 ,P)。 两 种 
类 型 的 收敛 迁 代 , 即 单调 收敛 迁 代 和 振 葛 收 敛 迁 代 , 分 别 如 图 2.4(a) 和 图 2.4(b) 所 示 。 

为 了 直观 地 描述 迭代 过 程 , 从 * 轴 的 mo 开始 ,首先 纵向 移动 到 曲线 y = g(x*) 上 的 点 (po， 
万 1 ) 二 《po,g(po))。 然后 从 (po ,pi) 横 癌 移 动 到 直线 和 三 区 上 的 点 (Pp， ” 凡 1 ) 。 最 后 , 纵 癌 向 下 移 
动 到 * 轴 上 的 症 。 利 用 递归 式 my = g(p) 构 造 图 中 的 点 ( 忆 ,六 ,) ,然后 横向 移动 定位 到 直 
线 Y 二 区 上 的 扣 (p , p ,1) ,接着 纵 问 移动 到 艺 轴 上 的 点 严 ， 整个 过 程 如 图 2.4 所 示 。 

如 果 1g'(P)1>1, 则 和 迭代 记 = g(p) 产 生 的 序列 对 忆 发 散 。 两 种 简单 类 型 的 发 散失 
代 , 即 单调 发 散 和 代 和 振 划 发 散 和 迭代 ,分别 如 图 2.5(a) 和 图 2.$(b) 所 示 。 
例 2.4 当 使 用 邓 数 g(x)=1+x-x2/4 时 , 设 迁 代 忆 ,=g(p)。 通 过 求解 方程 x = &g(X) 可 


找到 不 动 点 。 六 人 有 ( 汪 教 8 的 不 动 点 ) 分 别 为 *= -2 和 < =2。 子 数 的 导数 是 g'(x) = 
1] - %/2, 这 里 只 需要 考虑 两 种 情况 。 


对 于 所 且 三 ] (14) 


情况 (让 : P 一 一 2 情况 (站 已 一 2 
从 p0= 一 2.053 开始 从 po 三 1.6 开始 
然后 得 到 PI= 一 2.100625 然后 得 到 pi = 1.96 
Pp2 三 一 2.20378135 P2 一 1.9996 
pa3= 一 2.41794441 P3 三 1.999990990 
hm pn 二 一 oo no Pr 一” 


因为 在 [-3, -1 中，ls'Col = #， 根 据 | ”因为 在 [3] 中 , lg'COl < 二 根据 
定理 2.3， 序 列 不 会 收 化 到 户 = -2 定理 23， 序 列 将 收 化 到 己 = 2 覆 
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》= 8(X) 


ER 


让、 


忆 0 P2> 六 也 


(b) 


MA 有 光一 革 


图 2.4 (a) 当 0<&(P)<1 时 单调 收 敏 ;(b) 当 -1<ew(P)<0 时 振荡 收敛 


定理 2.3 没有 指出 当 g(P) = 1 时 将 发 生 什 么 情况 。 下 面 的 例子 专门 构造 出 这 种 情况 ， 
这 样 只 要 po > P, 序 列 {m} 就 会 收敛 ,而 如 果 po < 忆 , 序 列 {p| 就 会 发 散 。 


例 2.$ 当 使 用 函数 g(x)=2(x-1)2 且 xl 时 , 设 造 代 Pi =g(Cp)。 这 样 愉 有 一 个 不 动 


点 已 =2 存 在 。 函 教 的 导数 为 g'(z) = (zx - 1)2, 且 8'(2) =1, 因 此 不 能 应 用 定理 2.3。 
当 起 始 值 位 于 点 已 =2 的 左边 和 右边 时 的 两 种 情况 如 下 所 示 : 


情况 ( 庆 从 pm =1.5 开始 

然后 得 到 pP1= 三 1.4142135S6 
pD 一 1.28718851 
了 9 二 107179943 
p4 一 0.53$90832 


P5 一 2( 一 0.46409168)172 


由 于 P4 在 80) 的 域外 ， 所 以 
不 能 计算 项 上 


情况 ( 冯 : 从 po =2.5 开始 
然后 得 到 Pi =2.44948974 
po 一 2.40789513 
P4 一 2.343S8284 


,2 
此 序列 收 敏 到 已 = 2 太 慨 ， 
实际 上 户 ooo = 2.00398714 上 
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， 
y= 8Cr) _ 
(pv 8(P0)) 


帮 


LA 


PP pi P 


IE 


TDN 


中 P2pP0 PP 居 3 


(b) 
图 2.5 (al) 当 1<g(P) 时 单调 发 散 ;(b) 当 g(P) < -1 时 振荡 发 散 


2.1.3 绝对 误差 和 相对 误差 考虑 


在 例 2.5 的 情况 (i 订 中 ,序列 站 伍 很 慢 ,1000 次 迁 代 后 3 个 连续 项 为 : 
忆 1000 一 2.00398714， Pit1001 三 2.003098317， 户 1002 一 2.00397921 
这 不 会 产生 混淆 ,因为 可 以 通过 计算 更 多 的 项 寻找 到 更 好 的 近似 值 ! 但 终止 迭代 的 判别 条 任 
是 什么 呢 ? 注意 ,如 果 使 用 连续 项 的 差 ， 
1Pp1001 一 P1002| 三 |2.00398317 一 2.00397921| = 0.00000390 
| 己 一 PP1000| 三 1 2.00000000 一 2.003987141| = 0.00398714 

这 比 1pim - pm1 大 1000 倍 , 这 种 情况 说 明了 连续 项 的 相近 并 不 能 保证 精度 。 但 通常 连续 项 
的 差异 比较 是 终止 迭代 过 程 的 惟一 判别 条 件 。 
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程序 2.1( 不 动 点 迭代 ) 求解 方程 x= g(x) 的 近似 值 ,起 始 值 为 po ,和 多 代 式 为 Pi， =g(p)。 


function [k,P,err,P]j=fixpt(g,p0,tol,max1) 
Ah Input - g is the iteration function input as a string :CE， 


A - pP0O is the initial guesS for the fixed point 

内 - tol is the tolerance 

人 - maxt is the maximum number of iterations 

khOutput - k is the number of iterations that were carried out 
内 - P is the approximation to the fixed point 

h ~ er is the error in the approximation 

大 - P containg the sedquence {pn} 

P(1)= PO; 


for KX=2:max1l 
P(k)=feval(g,P(k-l)); 
eII=abS(P(Kk)-P(k-1)); 
relerr=err/(abs(P(k))+eps) ; 
P=P(k) ; 
if (err<tol) | (relerr<tol) ,break,end 
end 
if Xk == 了 axX1 
dispP('maximum number of iterations exceeded，) 


enda 
=P7 ; 


批注 “” 当 使 用 用 户 定义 的 函数 fixpt 时 ,需要 将 M 文 件 g.m 作为 串 'g' 输 入 (参见 附录 A)。 
2.1.4 习题 


1. 在 给 定 的 区 间 间 隔 内 ,判定 下 列 每 个 函数 是 否 有 惟一 的 不 动 点 (参见 例 2.3)。 
(a) gz) =1-%14 在 区 间 [0,1] 内 。 
(hb) g(x) =2 在 区 间 [0,1] 内 。 
(c) g(x)= 1/x 在 区 间 [0.5$,$.2] 内 。 

2. 当 


] 
8x) 一 一 4 十 4x 一 本 


时 ,研究 不 动 点 迭代 的 性 质 。 

(a) 求解 g(x) = *, 且 证 明 P=2 和 忆 =4 是 不 动 点 。 

(b) 用 起 始 值 po=1.9 计算 Pi,p: 和 Pa。 

(c) 用 起 始 值 m =3.8 计算 mm ,p, 和 pi。 

(d) 对 于 (b) 和 (c) 中 的 请 ,寻找 误差 到 和 相对 误差 只 。 

(e) 从 定理 2.3 中 可 得 出 什么 结论 ? 
3. 在 同一 坐标 内 对 g(x*) 直线 y = * 和 给 定 的 不 动 点 已 画 图 。 使 用 给 定 的 起 始 值 nm ,计算 
PP 和 己 。 构 造 如 图 2.4 和 图 2.5 所 示 的 图 形 - 根据 构造 的 图 形 , 从 图 形 的 角度 判断 不 动 

点 迭代 是 否 收敛 。 

(a) 8(C) = 三 (6+x) 0 ，P=3，p=7 
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(b) ge) 王 1 二 2， 天 = ，p=4 
(c) g(r) =x/3， 忆 一 3， po 一 3.5 
(dj g(0 一- 十 2x 十 2， 忆 =2， po=2.5 

4. 设 g(x)=x +x-4, 能 否 利用 不 动 点 迭代 求解 方程 x = g(x)? 为 什么 ? 

s. 设 g(x) = xcos(x), 求 解 x= 8g(Cx*), 且 寻找 函数 g 的 所 有 不 动 点 (为 有 限 个 )。 能 否 利用 不 
动 点 迭代 求解 方程 x = g(x)? 为 什么 ? 

6. 议 gxz) 和 8 (xzx) 在 区 间 (e,5) 上 有 定义 且 连 续 ,po,p,pze(a,5), 上 p=g(Cpo),p， = 
gpi)。 假 设 存 在 常量 天 满足 1g'(x)1< 天 , 试 证 明 1p -~- 记 1< 天 Lp - po1。 提 示 : 利 用 均 
值 定 理 。 

7. 设 gx) 和 8 人 x) 在 区 间 (a,b) 上 连续 , 且 在 此 区 间 内 18g'(*)1 > 1。 如 果 不 动 点 已 和 初始 
近似 什 po , p， 位 于 区 则 (ea ,) 内 , 试 证 明 pi =8g8(po) 意 味 着 1 有 1=1P -pl>|iP-pl= 
15o1 ,因此 可 建立 定理 2.3 中 的 命题 (7)( 局 部 发 散 )。 

8. 设 g(Cx)= -0.0001x +x, 且 po=1, 考 虑 不 动 点 和 迭代。 

(a,) 证 明 po>Ppi> >Pp>PpyrlD>…o 
(b) 证 明 对 于 所 有 m, 有 P。 > 0。 
(c) 由 于 序列 { p.} 递减 ,有 下 界 , 所 以 它 有 一 个 极限 。 这 个 极限 是 什么 ? 

9. 设 g5(x)=0.Sx+1.5, 旦 pm =4, 考 虑 不 动 点 迭代 。 

(a) 证 有 明 不 动 点 为 已 =3。 

(bb 证 明 1IP- 关 1=1P-PmbM2, 其 中 由 =12.3,…。 

(c) 证 明 IP-m1=1pP-ml2n ,其 中 m=123 
10. 设 g(x) = x*/2, 考 虑 不 动 点 迭代 。 

《a) 求 值 1pkty 一 PE TPpkylilo 

(b) 如 果 只 利用 程序 2.1 中 的 相对 误差 作为 终止 判别 的 条 件 ,将 发 生 什么 情况 ? 
11L. 为 什么 当 g (PP)=0 时 ,对 于 不 动 点 迁 代 过 程 有 优势 ? 


2.1.5 算法 与 程序 


1. 使 用 程序 2.1 求解 下 面 每 个 函数 的 不 动 点 ( 尽 可 能 多 ) 近 似 值 ,答案 精确 到 小 数 点 后 12 位 。 
问 时 ,构造 每 个 晒 数 的 图 和 直线 y = * 来 显示 所 有 不 动 点 。 
(aj g() 三 xz 一 3x3 一 2x2 十 2 
(4b) 8Cx) 一 cos(Sin(x)) 
(c) 8(00 = 六 一 sin(x 十 0.15) 
(d) 8(x) = xsG) 


2.2 定位 一 个 根 的 分 类 方法 
考虑 一 个 与 利息 相关 的 题目 。 假 设 每 个 月 存 钱 已, 是 年 利率 为 [。 存 了 六 次 后 . 钱 的 总 数 是 


上 一 叫 用 ] 本 疡 | rr 本 人 一 
十 (+ 豆 )+ (+ 站 二 + 人 (+ 石 ) (1) 
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方程 右边 的 第 一 项 是 最 近 的 钱 数 。 得 到 一 次 利 有 息 的 第 一 次 报酬 是 P(1+ 712)。 得 到 两 次 利 
息 的 第 二 次 报酬 是 P(1 + 712) 六 ,依次 类 推 。 最 后 ,得 到 N -1 次 利息 的 最 近 的 报酬 是 
P(1+ 1712 入 。 求 解 w 项 几何 级 数 和 的 公式 是 


1+r+P2+m+ + (2) 
可 将 式 (1) 写 成 如 下 形式 : 
7 7 7 NA 
4 人 (t+ +(+) ) 


而 且 在 式 (2) 中 用 > = (1+ 1712) 进 行 赫 换 可 得 
1 一 (1 十 广 ) 
1 (+ 方 ) 


这 样 即 可 简化 得 到 应 付 年 金 的 方程 


忆 7 


了 下面 的 例子 使 用 了 应 付 年 金 的 方程 ,而 且 需 要 一 系列 的 重复 计算 来 得 到 答案 。 


例 2.6 每 个 月 存 250 美元 ,并 持续 20 年 ,希望 在 20 年 后 报酬 和 利息 的 总 值 达 到 250000 美元 
利率 7 为 多 少时 可 满足 需求 ? 
解 :如 果 N =240, 则 4 只 是 了 的 通 数 , 即 4= 4(1)。 起 始 假设 ] 上 =0.12 和 站 =0.13 ,执行 
一 系列 的 计算 来 通 近 有 最 终 答案 。 从 六 =0.12 开始 可 得 


250 0.12\ 724 
4(0.12)》 一 -~ 一 1 
人 ) 0 277 (+ 子 ) | 247314 


由 于 此 结果 比 目 标 小 , 接 下 来 试验 站 =0.13, 计 算 如 下 : 


25S0 0.13\“40 
4(0.13) 二 _ 1 
0.3) = 7 (+ 宁 ) j 282311 





结果 又 有 些 高 ,因此 取 中 间 值 也 =0.125, 计 算 如 下 ， 


250 0.12S\“40 
4(0.12$) 一 一 2 1 
人 ) 0.125/12 (Cr 12 1) “040< 


这 个 结果 还 有 点 高 ,这 样 可 得 出 期 望 的 利率 在 区 间 [0.12,0.125] 内 。 下 一 个 猜想 值 是 中 
闻 总 六 =0.122S$, 计算 如 下 ， 


250 0.122S\240 
4(0.122$) 一 一 人 2 1 
] 0.1225/12 ((: 12 ) j 5803 


这 个 结果 还 是 有 点 高 ,并 且 区 间 奈 缩 到 [0.12,0.122$] 内 。 最 后 使 用 中 间 点 二 = 0.12125 
进行 计算 ,计算 如 下 : 
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250 0.12125\“ 
如 果 需 要 更 多 的 有 效 位 数 , 可 进行 进一步 的 选 代 。 这 个 例子 的 目的 是 对 特定 的 了 寻找 了 
使 得 4(7) = 工 。 将 常量 卫 放 在 左边 并 求解 4(7) - 工 =0 是 一 个 标准 的 方法 。 肌 
定义 2.3( 方 程 的 根 ,函数 的 零点 ) 设 F(x) 是 连续 函数 。 满 足 fF(r)=0 的 任意 r 成 为 方程 
AAAx) =0 的 一 个 根 。 也 称 r 为 函数 FLx) 的 零点 。 全 


例如 ,方程 2x” + S$x -3 有 两 个 实 根 mn =0.5 和 mm = -3, 而 且 对 应 的 函数 FLx) = 2x2+ 
Sx-3=(2x -x+3) 有 了 两 个 实 堆 点 rn =0.5 利 r) 二 一 3。 


2.2.1 波 尔 查 诺 二 分 法 


这 一 六 将 开发 第 一 个 分 类 试 射 法 来 寻找 连续 函数 的 零点 。 起 始 区 间 [ ec , 妇 必 须 满足 F(a) 
与 败 0) 的 符号 相反 的 条 件 。 由 于 连续 函数 y = /(x) 的 图 形 无 间断 ,所 以 它 会 在 霍 点 x = 处 跨 
过 xx 轴 , 且 在 区 间 内 (如 图 2.6 所 示 )。 通 过 二 分 法 可 将 区 间 内 的 端点 逐步 逼近 零点 ,直到 得 
到 一 个 任意 小 的 包含 零点 的 间隔 。 二 分 法 判定 过 程 的 第 一 步 是 选择 中 点 ec = (a + 5)/2 ,然后 
分 析 可 能 存在 的 3 种 情况 : 


如 果 ALa) 和 Ac) 符号 相反 , 则 在 区 间 [ ao,ec] 内 存在 截 点 。 (41) 
如 果 Ac) 和 .Ab) 符 号 相反 , 则 在 区 间 [ ce, 加] 内 存在 零点 。 (5) 
如 果 Ac) =0, 则 ee 是 零点 。 (6) 


如 果 情 况 (4) 或 情况 (5) 发 生 , 则 表示 找到 了 一 个 比 原先 区 间 范 围 小 一 半 的 区 闻 , 它 包含 
候 , 并 称 之 为 对 区 间 进 行 压 缩 (如 图 2.6 所 示 )。 为 了 持续 此 过 程 ,需要 对 新 的 更 小 区 间 [a ,1 
进行 重新 标号 ,重复 执行 直到 区 间 足 够 小 。 由 于 二 分 法 过 程 包括 嵌 套 区 间 间 隔 和 它们 的 中 点 ， 
所 以 将 采用 如 下 表示 方法 来 明晰 过 程 的 细节 


JW Lao,b] 是 起 始 区 间 ,co = (ao + 加)/2 是 中 点 。 
Go [ab 是 第 二 个 区 间 , 它 包 含 零 点 r, 同 时 c, 是 中 点 ,区 

间 的 宽度 范围 是 [ co , 5 ] 的 一 半 。 《7) 
G) 得 到 第 个 区 间 [a,, 思 ]( 包 含 r, 并 有 中 点 c ) 后 ,可 构造 

出 [obj , 它 也 包括 r, 宽度 范围 是 [ ce , 沁 ] 的 一 半 。 


留 一 个 练习 给 读者 :如何 证 明 左 端点 是 递增 的 , 右 端点 是 递减 的 , 即 


00 乏 01 莹 入 和 入 入/ 入: 委 久 秋生 四 扫 思 0 (8 ) 
其 中 c = (ao + 六 )/2, 且 如 果 Fa AD )<0, 则 对 于 所 有 的 ， 
[ao Do 三 [ccn] 或 [ap = Tc， Do] (9) 


定理 2.4( 二 分 法 定理 ) 设 /Ee C(a,b8), 且 存在 数 re[a,b] 满 足 Fr)=0。 如 果 FCa) 和 D) 
的 符号 相反 , 且 | co|?-o 表 示 式 (8) 和 式 (9) 中 的 二 分 法 生成 的 中 点 序列 . 则 


六 一 4 
7 一 co 吕 入 ITT 其 中 请 一 0， ] ， 。。。 (10) 
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这 样 , 序 列 Cn | -0 收 化 到 零点 兴 一 于 即 可 表示 为 


Ja/ 0 


(Q, /da)) (2a, 帮 G)) 





(c, jc 


(0,j 帮 O)) (2, 帮 D)) 
(a) 如 果 败 Q) 和 .所 c) 的 符 (b) 如 果 八 c) 和 及 记 ) 的 符 
导 相 反 ， 则 向 左边 弯曲 号 相反 ， 则 向 右边 弯曲 


2.6 二 分 法 的 判 乍 过 程 


证 明 : 由 于 零点 和 中 点 co 都 位 于 区 间 [a, ,六 ] 内 ,ce 与 r 之 间 的 上 离 不 会 比 这 个 区 间 的 一 半 
宽度 范围 大 (如 图 2.7 所 示 )。 这 样 , 对 于 所 有 的 ， 








一 ca| 私 习 二 (12) 
观察 连续 的 区 间 宽 度 范围 ,可 得 到 如 下 模式 ; 
记 4 = 00 
万- 六 一 包 一 4 2 
留 一 个 练习 给 读者 :使 用 数学 归纳 法 证 明 
一 = 二 (13) 
结合 式 (12) 和 式 (13) 可 得 到 ,对 于 所 有 的 m 有 
rol< 2 名 (14) 
现在 可 利用 定理 2.3 中 的 一 个 类 似 论 点 来 证 明 式 (14) 意 味 着 序列 | c.}* ,收敛 到 >, 定理 
得 证 。 @ 


姓 





图 2.7 用 于 二 分 法 的 根 > 和 区 间 [ o, , 咏 ] 内 的 中 点 c， 
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例 2.7 在 无 阻尼 强迫 振荡 的 研究 中 会 遇 到 函数 ix)= xsin(x)。 寻 找 在 区 间 [0,2] 内 的 值 
YX ,满足 hx)= 1 。 了 函数 sin(x) 用 弧度 计算 。 
解 :利用 二 分 法 寻找 函数 FLx) = xsin(x)-1 的 零点 。 起 始 值 oo =0,5 =2。 计 算 
太 (0) = 一 1.000000， 太 (C2) = 0.818595 
因此 Ax)=0 的 一 个 根 位 于 [0,2] 内 。 在 中 点 co =1, 可 发 现 FL1) = -0.1S$8529 ,因此 区 间 
改变 为 {co,bo]j=[1,2]。 

接 下 米 从 左边 压缩 ,使 得 al = cn 且 昌 = 昌 。 中 点 为 cl =1.5 且 Fecl) = 0.496242。 
现在 FL1) = -0.1$8529 且 F(1.5$) = 0.496242 ,这 表示 根 位 于 区 间 [a ,cj]=([1.0,1.3]。 下 
历 从 右边 压缩 使 得 al = ai 且 吨 = cl。 按 这 样 的 方法 ,可 得 到 序列 jc | , 它 收 伍 到 = 
1.11415714。 表 2.1 给 出 了 一 个 计算 样本 。 四 

表 2.1 用 二 分 法 求解 X sin{ x) -1=0 


































0 避 ] . 2. 一 0.1S489S29 
] | .4 2.0 0U.496242 
2 1.24 1.S0 0.1806231 
3 ].125 1.2930 0U.01404 | 
4 1.0625 1.1240 一 0.071827 
4 1.09375 1.124300 一 0.028362 
6 ] .10937S 1.123000 一 0.006643 
了 1.1171875 1 .123S0000 0.004208 
8 


1.10937500 1.11328123 1.117187S0 ~0.001216 





二 分 法 的 优点 是 式 (10) 提 供 了 一 个 对 计算 结果 精度 的 预先 估计 。 在 例 2.7 中 ,起 始 区 间 
贸 度 为 b - ao =2。 假 设 表 2.1 继续 执行 到 第 31 个 和 迭代 , 则 根据 式 (10) ,误差 边界 为 1 甩 ,| < 
(2-0)/2 =~4.656613 x 10-%。 因 此 c# 是 > 的 近似 值 ,精度 为 小 数 点 后 9 位 。 重 复 二 分 法 中 的 
数 w 需要 保证 第 个 中 点 ev 是 零点 的 近似 值 , 旦 误差 不 小 于 预定 值 8 


 ， in(p 一 4a) 一 in(b) 
A =int (2 ) (15 ) 


公式 的 证 明 作为 练习 留 给 读者 。 

另 一 个 常用 的 算法 是 试 值 法 (method of false position) ,又 称 试 位 法 (regula falsi method) 。 由 
于 二 分 法 收敛 速度 相对 较 恤 ,因此 试 值 法 对 它 进行 了 改进 。 与 上 述 条 件 一 样 ,假设 Fa) 和 上/ 
(0) 符 号 相反 。 二 分 法 使 用 区 间 [c , 妇 的 中 点 进行 下 一 次 迭代 。 如 果 找 到 经 过 点 (oa, Fa)) 和 
(6 , 拟 0)) 的 割 线 荆 与 * 轴 的 交点 (c,0)( 如 图 2.8 所 示 ) , 则 可 得 到 一 个 更 好 的 近似 值 。 为 了 
寻找 值 ,定义 了 线 工 的 斜率 mm 的 两 种 表示 方法 ,一 种 表示 方法 为 ， 


六 ) 一 


这 里 使 用 了 点 (e,AFac)) 和 (5, 5))。 另 一 种 表示 方法 为 
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C 一 六 
这 里 使 用 了 氮 (c,0) 和 (4 六 5))。 
使 式 (16) 和 式 (17) 的 斜率 相等 , 则 有 
fg- 7 0-7 





六 一 0 CC 一 
为 了 更 容易 求解 c ,可 进一步 表示 为 
IC 一 切 
7 8 
这 样 会 出 现 3 种 与 前 面 类 似 的 可 能 性 ， 
如 果 Fac) 和 Ac) 的 符号 相反 , 则 在 [ac,c] 内 有 一 个 零点 。 (19) 
如 果 Ac) 和 Ap) 的 符号 相反 , 则 在 [c ,5] 内 有 一 个 零点 。 (20) 
如 果 Ac) =0, 则 ec 是 零点 。 (21) 
(a, Fa)) (a, Fa)) 










(cjG)) 
y = 矿 z) ~、 、 
( 户 FD)) (2, /CD)) 
(aj 如 果 ja) 和 上 态 c) 符 号 相反 , 则 从 右边 于 缩 (b) 如 果 . 态 c) 和 帮 户 ) 符 号 相反 , 则 从 左边 压缩 


图 2.8 试 值 法 的 判定 过 程 
2.2.2 试 值 法 的 收 化 性 


结合 式 (18) ,用 条 件 (19) 和 条 件 (20) 表 示 的 判定 过 程 可 构造 |[ c, ,和 . ji 区 间 序 列 , 其 中 的 
每 个 序列 包含 零点 。 在 每 一 步 中 ,零点 r 的 近似 值 为 
C 一 户 - j Cn)COn 一 Gr) 
J On) 一 an) 
而 且 可 以 证 明 序 列 |o.} 将 收 伍 到 >。 但 要 注意 ,尽管 区 间 宽 度 0 - an 越 来 越 小 ,但 它 可 能 不 
趋 近 于 0。 例 如 ,曲线 函数 y = F(x) 在 靠近 点 ( r,0) 处 是 冲 形 ,一 个 端点 是 固定 的 , 另 一 个 点 通 
近 解 ,但 区 间 不 趋 近 于 零 ( 如 图 2.9 所 示 )。 
现在 用 试 值 法 求解 xsin(x) - 1 = 0 并 观察 它 是 否 比 二 分 法 收敛 得 快 。 同 时 也 要 注意 { 咏 
一 Cn 0o 并 不 趋 近 于 0U。 


例 2.8 利用 试 值 法 寻找 xsin(x)-1=0 在 区 间 [0,2] 内 的 根 , 函 教 sin(%) 用 弧度 计算 。 


解 ;根据 初始 值 co = 0 和 b =2, 可 得 到 (0) = - 1.00000000 和 (2) = 0.818S$9485 , 因此 在 
区 闻 [0,2]j] 内 有 一 个 根 。 利 用 式 (22) ,可 得 到 


(22) 
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0.81859485(2 -0) 
0.81859485 -- (一 TD 
函数 在 区 间 [ ec, 如] = [1.0997S017,2] 内 改变 符号 ,因此 从 左边 压缩 , 设 wa =cl 且 岂 = 
bo。 根 据 式 (22) 可 得 到 下 一 个 近似 值 : 

0.818$9485(2 -1.09975017) 
”0.81859485 -- (一 0.0200192]) 


= 1.09975017， (co) = -0.02001921 


“0 一 


一 112124074 


Cl1 一 


和 ci) = 0.00983461 


接 下 来 ,xx) 在 区 间 [a ,cj = [1.09975017,1.12124074] 内 改变 符号 ,下 一 个 判定 是 从 右 
边 压 缩 , 设 u = al 且 岂 = cl。 整个 计算 过 程 如 表 2.2 所 示 。 加 





图 2.9 在 试 值 法 中 的 不 动 点 


表 2.2 用 试 值 法 求解 x sin(x) -1=0 
























大 函数 值 Fck) 
. 1 .09975S017 . 一 0.02001921 
] ] .099750] 了 ]1.124124074 2.00000000 0.00983461 
2 1.09975S017 1.141416120 1.12124074 0.00000463 
3 1.090974017 1.11414714 1.11416120 U.UUU00000 





二 分 法 的 终止 判别 条 件 不 适用 于 试 值 法 ,否则 可 能 导致 无 穷 循环 。 连 续 迭 代 的 封闭 性 和 
Ace) 的 值 同 时 用 来 作为 程序 2.3 的 终止 判别 条 件 。2.3 节 将 讨论 这 种 选择 的 原因 。 


程序 2.2( 二 分 法 ) 求解 方程 FLx)=0 在 区 间 [a,8] 内 的 一 个 根 。 前 提 条 件 是 F(x) 是 连续 
的 , 且 乓 a) 与 搬 0) 的 符号 相反 。 


function [lc,err,yc]=bisect(t ,a,b,delta) 


AInput ~- f is the function input as a string ):f， 

从 - a and b are the left and right end points 
~ delta is the tolerance 

khDutput -~ c is the zezro 

人 - yc=f(c) 

人 - err is the error estimate for c 


ya=feval(t ,al) ; 
yb=feval(f,b) ; 
if ya*yb>0 ,break ,end 
maxl=1L+round((1Iog(b-a)-log(dqelta))/1Log(2) ) ; 
for K=1t:max1 

c=(a+b)/V2; 
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yc=feval(f,c); 
if YC== 
a=C ; 
jb=c ; 
elsSeif ybyyc>0 
b=c ， 
yb=yc ; 
elLSS 
a=C ; 
了 ayL) 
enda 
Itf b-~a < delta，break ,end 
end 
c=(a+b)/2; 
err=abSs(b-a) ; 
ycC=feval(f ,cy); 


程序 2.3( 试 值 法 或 试 位 法 ) 求解 方程 Kx)=0 在 区 间 [a,6] 内 的 根 。 前 提 条 件 是 FLx) 是 连 
续 的 , 且 扩 a) 与 拟 久 的 符号 相反 。 


function [c,err,yc]j=Tregula(f,a,b,qelta,epsilon,maxl) 


AInput - f is the function input as a string :f， 

人 -~- a and b are the left and right end points 

扩 ~ delta is the tolerance for the Zero 

扩 ~” epslilon 18 the tolerance for the value of f at the zero 
人 - maxl is the maximum number of iterationg 

AhDutput ~ C is the Zero 

办 -~ yc=ft(c) 

大 - err is the error estimate for c 


ya=feval(f ,al); 
yb=feval(f,b); 
并 yaykyb>0 
disp(:Note: f(a)*f(b)>0?) ， 
break ， 
end 
for K=1:maxl 
dx=yb*y (b-a)/CYyb-yal) ; 
C=bD-QX ; 
acC=C-a; 
yc=feval(f ,cy); 
If yc==0,break ; 
elselfi yb*yc>0 
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Qx=min(abs(qx) ,ac) ; 
it abes(dx)j<delta,break ,end 
if abs(yc)<epsiLon,break ,end 
enda 
C 
err=abgs (b-~a)7/2， 
yc=feval(t,c); 


2.2.3 习题 


在 习题 1 和 习题 2 中 ,如果 在 240 个 月 内 每 月 付款 已 ,求解 满足 全 部 年 金 4 的 利率 7。 采 

用 二 分 法 和 ZL 的 两 个 初始 值 计 算 下 列 并 的 3 个 近似 值 。 
, 忆 一 9279,，4 =$2S0000, 和 = 0.11,1 =0.12 
. 忆 一 $3253，4 三 $400000, 和 = 0.13, 万 = 0.14 
. 对 下 面 每 个 函数 寻找 一 个 区 间 [a ,5] ,使 得 Ke) 和 Ab) 的 符号 相反 。 
(a) J 0) 三 e 一 2 一 X 
(b) jx) 一 cos(x) 十 1 一 六 
(c) jx) =jn(x) 一 $ 十 并 
(d) Fux) = 过 一 10xz 十 23 
在 习题 4 到 习题 7 中 ,利用 试 值 法 在 区 间 [ oo , bo] 内 计算 co,cl ,cy 和 ce,。 
e 一 2 一 xx 一 0,[ao,p50] = [一 2.4, 一 1.6] 
。CcoOS(W) 十 ] 一 X 三 0, [ao,po] = [0.8, 1.6] 
。ln(xz) 一 3 十 x 三 0,[ao,po] 一 [3.2,.4.0] 
.入 一 10x 十 23 = 0,[ao,po] = 16.0.6.8] 
. 用 | co ,bo] ,[a ,号 ]，…,[a, ,号 ] 表 示 二 分 法 产生 的 区 间 。 

(a) 斌 证明 ao < ai 生 和 cs 生 … 和 … 瑟 记过 … 近 册 过 轴 。 

(b) 斌 证明 凡 -aa =(5 -ao)/2"。 

(c) 设 每 个 区 间 的 中 点 为 c, = (ao, + )/2, 试 证 明 。 


lm a = lim cy = lim 
严 - 一 DC 天 一 口 C 月 一 总 人 


提示 :回顾 微 积 分 相关 书籍 中 单调 序列 的 收 伍 性 。 
9. 如 果 用 二 分 法 求解 函数 Kx) =L(x -2) 的 零点 ,在 下 列 范围 时 情况 如 何 ; 


(让 oj 


9 六 个 办 全 


(a) 区 人 间 为 [3,7]。 (b) 区 则 为 [1,7]。 
10. 如 果 用 二 分 法 求解 函数 Kx) = tan(x) 的 零点 ,在 下 列 范围 时 情况 如 何 ， 
(a) 区 间 为 [3,4]。 (b) 区 间 为 [1,3]。 


11. 假设 用 二 分 法 寻找 函数 Fx) 在 区 间 [2,7] 内 的 零点 。 执行 多 少 次 后 可 以 使 近似 值 , 的 精 
度 达 到 S$x 10-?? 

12. 试 证 明 用 于 试 值 法 的 式 (22) 在 代数 上 等 价 于 

_ an/ 一 加 an) 

An Fan) 
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13. 构造 用 来 确定 二 分 法 需要 的 迭代 次 数 的 公式 (15)。 提 示 : 用 18 - al1/2”” < 9 和 对 数 计 算 。 

14. 多 项 式 HKx)=(x-1) (xx-~-2)(x -3) 有 3 个 零点 :3 个 重 根 x =1 和 单 重 根 x=2 和 yx=3。 
如 果 ao 和 如 是 任意 两 个 实数 ,满足 oo <1 和 如 >3, 则 ao)F(b)<0。 这 样 ,在 区 间 
[ao ,5 内 ,二 分 法 将 收敛 到 3 个 零点 之 一 。 如 果 选 择 oo <1 和 b >3, 而 且 对 任意 m 记 0， 
有 c, =(a. + 及 )/2 不 等 于 1,2 或 3, 则 二 分 法 一 定 不 会 收 伍 到 哪个 零点 ? 为 什么 ? 

1S. 如 果 多 项 式 败 x) 在 区 间 [ ao ,bp ] 内 有 奇数 个 实 零 点 ,每 个 零点 有 奇数 重 根 , 则 A(ao)A(p) <0， 
且 利 用 二 分 法 将 收敛 到 其 中 一 个 堆 点 。 如 果 选 定 了 co。 和 如 ,使 得 F(x) 的 零点 存在 于 区 
间 | oo, bo 内 ,并且 对 于 任意 n"0, 有 c, = (a, + 六 )/2 不 等 于 A(x) 的 任意 一 个 零点 , 则 二 
分 法 一 定 不 会 收敛 到 哪个 零点 ? 为 什么 ? 


2.2.4 算法 与 程序 


1. 如 果 在 240 个 月 内 每 月 付款 300 美元 ,求解 满足 全 部 年 金 4 为 500000 美元 的 利率 了 的 近似 
值 (精确 到 小 数 点 后 10 位 )。 

2. 设 圆 球 由 一 种 白 橡 树 构成 ,密度 r = 15 em, 半径 。 = 0.710。 将 它 放 和 人 水 中 , 球 浸 人 水 中 部 分 
的 质量 (精确 到 小 数 点 后 8 位 ) 是 多 少 ? 

3. 修改 程序 2.2 和 程序 2.3, 使 得 输出 分 别 类 似 于 表 2.1 和 表 2.2 的 矩阵 ( 即 和 矩阵 的 第 一 行 应 
当 为 [0 ao co b co)])。 

4. 使 用 为 求解 上 题 编写 的 程序 ,求解 函数 * = tan(x) 的 3 个 最 小 正 根 的 近似 值 。 

一 个 单位 球体 被 平面 切 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 的 体积 是 另 一 部 分 的 3 倍 。 确 定 从 球 中 心 到 

平面 的 距离 *( 精 确 到 小 数 点 后 10 位 )。 


2.3 初始 近似 值 和 收敛 判定 准则 


分 类 方 法 依赖 于 寻找 区 间 [a,0] ,满足 Ac) 与 /0) 的 符号 相反 。 一 日 找到 这 个 区 间 ,无 
论 区 间 有 多大 ,通过 迭代 总 会 找到 一 个 根 ， 因此 这 些 方法 称 为 全 局 收敛 法 (globaly convergent ) 。 
然而 ,如 果 ALx) =0 在 区 间 [a， 让 内 有 多 个 根 , 则 必须 使 用 不 同 的 起 始 区 间 来 寻找 每 个 根 。 要 
寻找 几 x) 变 导 的 这 些小 区 间 并 不 容易 。 

2.4 六 将 会 研究 牛顿 - 拉夫 森 (Newton-Raphson) 法 和 割 线 法 ,以 求解 帮 x) =0。 这 两 种 方 
法 要 求 给 定 一 个 接近 根 的 近似 值 以 保证 收 伍 性 。 内 此 这 些 方 法 称 为 局 部 收敛 法 (localy conve- 
rgent) , 局 部 收敛 的 速度 远大 于 全 局 收敛 的 速度 。 一 些 混 合 方法 首先 采用 全 局 收 伍 法 , 当 和 迭代 
示 近 根 后 再 切换 到 局 部 收敛 法 。 

如 有 朱 根 的 计算 过 程 属于 一 个 非常 庞大 的 工程 ,那么 可 以 采用 一 个 较为 简便 的 办 法 , 即 首先 
将 函数 画 出 来 。 通 过 对 图 y = . 扰 “) 进 行 观察 ,并 根据 它 的 形状 ( 凹 性 .斜率 、 振 葛 性 、 局 部 极 值 
和 换 点 等 ) 做 出 重要 的 判断 。 更 重要 的 是 ,如 果 图 中 对 应 的 点 存在 ,它们 可 以 被 分 析 并 用 来 决 
定 根 的 近似 值 位 置 。 这 些 近似 值 可 作为 求 根 算法 的 起 始 值 。 

求解 过 程 必 须 非常 仔细 ,计算 机 软件 包 中 有 各 种 复杂 的 图 形 软件 。 假设 利用 计算 机 对 区 
间 ! ae , 妇 内 的 函数 y = FLx) 进 行 绘图 ,通常 将 区 间 划 分 为 W+1 个 等 距 点 :ae=xwo< 和 < …< 
xn = ,并 计算 郴 数值 ww = F(Cx，)。 从 后 ,或 者 使 用 线段 ,或 者 利用 "“ 拟 合 曲 线 ” 在 连续 点 (> ， 


tr 
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% -和 (xyx) 之 间 进 行 绘图 ,其 中 有 = 1,2……NW。 必 须 确 保有 足够 的 点 ,才能 保证 当 一 数 变 
化 很 快 时 曲线 部 分 不 入 失 根 。 如 果 大 %) 连 续 , 且 邻接 的 两 个 连续 点 ( 和 19-i ) 和 (和 9 ) 位 
于 包 轴 的 两 边 , 则 根据 中 值 定 理 , 在 区 间 [x，， ? 和 tj 内 至 少 有 一 个 根 。 但 如 果 在 区 间 [x ? 和 
内 有 一 个 或 多 个 靠 得 很 近 的 根 , 且 邻 接 的 两 点 (办 ,和 -和 (ws 和) 位 于 x 轴 的 同一 边 , 则 计 
算 机 生成 的 函数 /的 图 形 不 能 指示 出 适合 中 值 定理 的 位 置 , 即 计 算 机 产生 的 图 形 并 不 是 函数 
/实际 图 形 的 真实 表示 。 当 然 ,函数 有 非常 接近 的 根 并 不 常见 ;在 这 种 情况 下 ,图 形 包含 根 的 
区 域 没 有 路 过 x 轴 ，, 或 者 根 在 纵向 渐 近 线 附近 。 当 利用 任何 数值 求 根 算法 时 ,需要 考虑 到 函 
数 的 这 些 特性 。 

最 后 ,在 两 个 非常 接近 的 根 或 一 个 双重 根 附近 ,计算 机 生成 的 在 (m ,办 ,) 和 (xy ) 之 
间 的 曲线 可 能 不 跨 过 或 接触 * 轴 。 如 果 1A( xs )1 小 于 预定 义 值 e, 即 F(x” ) ~0, 则 * 是 暂时 的 
根 的 近似 值 。 但 在 图 中 和 附近 有 许多 值 接近 0， 这 样 和 可 能 并 不 接近 实际 的 根 。 因此 ,必须 


增加 要 求 :斜率 在 (% ,六 +) 附 近 改 变 符号 ,也 就 是 说 ,保证 mi-， = 闪 二 2 和 me = 荆 二 和 的 
符号 一 定 相反 。 由 于 x 允 - 和 ->0 且 迪 -和 >0, 因 此 没有 必要 使 用 差 商 ,通过 检查 和 一 7 
的 差 和 7,, - %% 的 差 符 号 是 否 相 反 就 足够 了 。 在 这 种 情况 下 ,*, 是 根 的 近似 值 。 然 而 .不 能 保 
证 这 个 起 始 值 将 一 定 会 产生 一 个 收敛 序列 。 如 果 在 y = F(x) 的 图 形 中 有 一 个 局 部 最 小 (或 最 
大 ) 值 趋 近 于 0, 则 当 所 入 )=0 时 ,尽管 双 并 不 趋 近 一 个 根 , 仍 将 x 作为 根 的 近似 值 。 
例 2.9 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 内 寻找 方程 妇 - 和 妇 -x+1=0 的 根 的 近似 值 位 置 。 为 了 说 明 情 
况 , 选 择 N =8, 并 参见 表 2.3。 
解 :考虑 3 个 横 坐 标 - 1.05，- 0.3 和 0.9。 因 为 F(x ) 在 区 间 [ - 1.2, -0.9] 内 改变 符号 ， 
所 以 值 -1.05 是 一 个 根 的 近似 值 ;事实 上 ,F( -1.05) = -0.210。 
尽管 在 横 坐 标 - 0.3 附近 斜率 改变 符号 ,但 F(- 0.3) = 1.183, 因 此 -0.3 不 在 根 附 
近 。 职 后 ,函数 的 斜 率 在 横 坐 标 0.9 附近 改变 符号 ,而 且 /(0.9) =0.019, 因 此 0.9 是 一 个 
根 的 近似 值 ( 如 图 2.10 所 示 )。 本 


表 2.3 寻找 根 的 近似 值 位 置 
(co) 或 Pr) 
大 其 一 ! 其 谈 一 其 -1 Jk 二 1 一 其 的 符号 变化 












一 避 .9 一 0.908 0.361] ， . 了 在 [ 妈 -1,XgO 区 间 变 号 

一 人 .0 0.361] ， ， 

一 0.3 广 在 砍 界 近 变 号 

0.0 一 属 .363 

.3 一 .363 一 0.381 

0.6 一 0.381 一 0.237 

0.9 ， ， 一 (人 .237 0.009 三 在 雍 只 近 记号 
2.3.1 检测 收敛 性 


利用 图 形 只 能 观察 根 的 近似 位 置 ,必须 用 算法 计算 出 计算 机 可 接受 的 真正 解 Ps。 通 芝 利 
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用 迭代 产生 序列 {m 来 逼近 根 p ,但 必须 提前 设 定 终止 迁 代 的 判别 条 件 或 策略 。 使 得 计算 机 
求 出 一 个 较 精 确 的 近似 值 后 ,可 以 停止 计算 。 由 于 目标 是 求解 FLx ) = 0, 所 以 最 终 值 斑 应 当 
满足 1F(p, )1<e。 





图 2.10 三 次 多 项 式 y=x - 妆 -x+l 的 图 形 


用 户 可 提供 1Ap,)1 的 允许 误差 e ,然后 通过 迭代 过 程 产生 点 已 = (mm ,F(m)) ,直到 最 后 的 点 
已 , 位 于 直线 y = +<c 和 y = -之 间 的 水 平 区 域 ,如 图 2.11(a) 所 示 。 当 用 户 求解 (x) = 三 时 ， 
如 果 利 用 求 根 的 算法 求解 Kx) = (x) - 工 , 则 此 判定 条 件 非 常 有 用 。 


y 





/0 
y= 上 jx) 





(b) 


图 2.11 (〈a) 定位 函数 所 xz) =0 的 解 的 横向 收敛 区 ;(b) 定位 函数 Kx) =0 的 解 的 纵向 收 伍 区 
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另 一 个 终止 判别 条 件 与 横 坐 标 有 关 , 可 以 用 来 判定 序列 | mx 是 否 收 代 。 如 采 在 x=P 的 
两 边 画 出 垂直 线 x=p+9 和 x=Pp=-90， 时 扣 已 位 于 这 两 条 垂直 线 之 间 时 ,可 确定 停止 迭代 ， 
如 图 2.11(b) 所 示 。 

相 比 而 言 , 后 一 个 判别 条 件 更 能 满足 要 求 , 但 它 因为 包含 未 知 解 p, 所 以 实现 起 来 较为 困 
难 。 可 以 对 这 个 思路 进行 改进 , 即 当 连续 迭代 六 -和 甩 足够 接近 ,或 者 它们 有 MW 位 有 效 煞 字 
时 ,停止 进一步 计算 。 

某 些 时 候 当 mp = 或 者 FLp,)=0 时 ,就 可 以 满足 用 户 的 算法 。 理 解 这 一 结论 ,需要 依 
助 于 正确 的 逻辑 推理 。 如 果 要 求 |jm -= pl<8 且 1F(p,)1<e, 则 点 已 , 位 于 包含 根 (p,0) 的 一 个 
矩形 区 域内 ,如 图 2.12(a) 所 示 。 如 果 规 定 1p, -= p1|<6 或 1F(p,)1<e, 则 点 已 , 位 于 水 平方 回 
与 垂直 方向 的 并 集 区 域内 ,如 图 2.12(b) 所 示 。 





》 
L0 
y=J 帮 or) 
生 己 
/2 
上 
(3) 
纪 P 
。， y =jo) P 
P 
-十 Pi x 
OO 0 ， 0 ii 
村 这 区 | 
| 寺 
| 
(b) 


图 2.12 (a) 由 lx- pl<6 且 1yl<e 定 义 的 矩形 区 域 ; 
(b) 由 lx- pl<8 或 1yl < 上 定义 的 无 边界 区 域 


所 允许 误差 $ 和 e 的 大 小 很 关键 。 如 果 人 允许 的 误差 选 得 太 小 , 则 迭代 可 能 永久 执行 下 去 。 
它们 应 当选 得 大 约 比 10 大 100 倍 ,这 里 M 是 计算 机 浮 点 数 的 小 数位 数 。 横 坐标 的 封闭 性 
可 用 如 下 判别 条 件 检测 : 


|Pn 一 pr-1| < (评价 绝对 误差 ) 
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或 


一 en 一 Po-1 < 5 (评价 相对 误差) 
Pa 十 pn 


纵 坐 标的 封闭 性 通常 通过 1F(p, )1 <e 来 检查 。 
2.3.2 有 问题 的 项 数 


由 于 截断 误差 和 计算 中 的 不 稳定 性 ,导致 用 计算 机 求解 F(*) = 0 总 会 有 误 盖 。 如 果 图 
y= 亿 zx) 很 陡 地 逼近 根 (p ,0) , 则 求 根 问题 是 良 态 的 (well conditioned) ,也 就 是 说 ,很 容易 得 到 具 
有 多 位 有 效 数 字 的 解 。 如 果 图 y = /F(x) 非 常平 缓 地 遏 近 根 (p,0), 则 求 根 问题 是 病态 的 (这 
conditioned) ,也 了 是 说 ,只 能 得 到 带 少量 有 效 数 字 的 解 。 这 种 情况 发 生 在 F(x) 在 p 处 有 多 个 
根 的 时 候 ( 下 一 节 会 进一步 讨论 )。 
程序 2.4( 求 解 根 近似 值 位 置 ) 为 了 粗略 估算 方程 Fx) =0 在 区 间 [a,b] 的 根 的 位 置 ,使 用 等 

间隔 采样 点 (sr ,7 六 sr)) 和 如 下 的 评定 准则 

(Li) (7 Ce ) <0, 或 

(这 ) 17 | << 且 (入 一 7 1 ) ye 一 y ) <(U。 

这 样 ,或 者 F(x i) 与 FAxt) 符 号 相反 ,或 者 1F(x)1 足 够 小 且 曲 线 7y= 和 (xx) 的 儿 率 在 

(%， ,xi )) 附 近 改 变 竺 号 。 

function R = approot (X,epsilon) 

”~ 工 18 the object function Saved as an M-file named 了 .mm 
-~ 人 18 the Vector of abscissas 
hp -~ epsilon is the tolerahce 
4 Output - R is the vector of approximate rootg 
Y=f(X) ; 
yrange = max(Y)-min(Y) ; 
epsilon2 = YTange*epsilon; 
n=1ength(X) ; 
mm=O ， 
X (n+1)=X(Dn) ; 
Y(Cn+1T)=Y(Cn) ; 
for X=2:D， 
if Y(CKk-1)*Y(k)<=0， 
婧 = 了 n+， 
R(m)=(X(CK-1)+XCGK))V2，; 
end 
S=(Y(k)-Y(k-1)7)*(Y(K+1)-YCk)) ; 
if (abs(Y(k)) < epsilon2) 友 (sc<=0) ， 
也 =m+1T ， 
R(Cm)=X(Kk) ; 
end 
end 


兴 Inptut 
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例 2.10 使 用 程序 approot 求解 函数 F(x) = sin(eos( 妇 )) 在 区 间 [ -2,2] 内 根 的 近似 位 置 。 
首先 将 太保 存 为 M 文件 ,命名 为 f.m。 由 于 结果 被 求 根 算 法 作为 初始 值 , 所 以 构造 X, 使 
得 近似 值 精 确 到 小 数 点 后 4 位 。 
>>=- 了 人: .001:2: 
>>apbproot (X,0.00001) 
angs= 
-1.9875 ~1.6765 -1.1625 1.1625 t+.6765 1.9875 
通过 将 结果 与 函数 三 的 图 形 进行 比较 ,可 以 得 到 一 个 好 的 初始 近似 值 ,以 用 于 求 根 算法 。 国 


2.3.3 习题 


在 习题 1 到 习题 6 中 ,使 用 计算 机 或 图 形 计算 器 ,通过 图 形 来 确定 函数 Kx) =0 的 根 的 近似 
位 置 。 在 每 种 情况 下 ,确定 区 间 {e,] ,以 便利 用 程序 2.2 和 程序 2.3 求解 根 ( 即 Ke)A(b) <0)。 
. xz)= 入 -~-e -2<x 达 2 
. Fwx) =%Y-cos(x), -2 过 xx 二 2 
.xzx) =sin(xX)~2cos(x), -2 过 xx 过 2 
.xx) = coe(x)+(1+ 和 2) -2<x 二 2 
. /xx)=( -2) -ln(x),0.$ 二 xx 过 4.5 
. 帮 x)=2x-tan(x),~1.4 过 xx 过 1.4 


2.3.4 算法 与 程序 


在 下 面 的 第 1 题 和 第 2 题 中 ,使 用 计算 机 或 图 形 计算 器 ,在 给 定 的 区 间 内 ,通过 程序 2.4 
求解 实 根 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 4 位 。 然 后 利用 程序 2.2 和 程序 2.3, 求 解 精确 到 小 数 点 
后 12 位 的 根 的 近似 值 。 

1. 败 x) = 1000000x - 111000x + 1110x -1 当 -2<x 一 2 

2. FLx)=Sx -38x?+21x8 -Srx5 -3rx5 _Sx2 二 8x -3 当 -1S$ 三 yx 过 15 

3. 一 个 计算 机 程序 使 用 点 (xo,yo),(2 ,yi) 和 (xzw,yw) 可 画 出 函数 y = F(x ) 的 图 形 , 通 常 还 标 
志 出 图 形 的 纵向 高 度 ,而 且 必 须 写 出 一 个 子 程序 来 确定 函数 /在 区 间 [e, 引 ] 内 的 最 大 值 和 
最 小 值 。 
(a) 构造 一 个 算法 寻找 值 Ye = max17 和 了。 = min,|y |。 
(b) 写 一 个 MATLAB 程序 寻找 函数 Kx) 在 区 间 [ a /内 根 的 近似 位 置 和 极 值 。 
(o) 使 用 (b) 中 的 程序 寻找 第 1 题 和 第 2 题 中 根 的 位 置 和 极 值 , 并 用 真实 值 进行 比较 . 


2.4 牛顿 - 拉夫 森 法 和 割 线 法 


2.4.1 求 根 的 斜率 法 


如 采 扩 x),j(*) 和 (xz) 在 根 p 附近 连续 , 则 可 将 它 作为 Kx ) 的 特性 ,用 于 开发 产生 收 僵 
到 根 的 序列 | 六 } 的 算法 。 而 且 , 这 种 算法 比 二 分 法 和 试 值 法 产生 序列 tp:j} 的 速度 快 。 牛 顿 - 
拉夫 森 (Newton-Raphaon) 法 依赖 /"(x*) 和 .F(x) 的 连续 性 ,简称 牛顿 法 ,是 这 类 方法 中 已 知 的 最 有 


衣 业 人 oo  j 吓 
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用 和 最 好 的 方法 之 一 。 本 节 首 先 通过 图 形 方式 对 牛顿 法 进行 介绍 ,然后 用 泰坦 多 项 式 对 其 进行 


更 严格 的 分 析 。 
设 初 始 人 mm 在 根 吕 附近 。 则 函数 y = fF(x) 的 图 形 与 x 轴 相 交 于 点 (p,0) ,而 且 点 (po， 


乓 po) 位 于 敌 近 点 (p;,0) 的 曲线 上 (如 图 2.13 所 示 )。 将 殊 1 定义 为 曲线 在 点 (Ps ,po 力 的 切 
线 洱 x 轴 的 交点 ,通过 图 2.13 的 显示 则 可 以 看 到 六 比 m 更 靠近 p。 如 果 写 出 切线 工 的 两 种 

表达 式 , 则 可 得 到 与 记 和 mm 相关 的 方程 ,如 下 所 示 ; 
用 二 一 JP0) 

P1 一 P0 

上 式 是 经 过 点 (Pi ,0) 和 点 (po, 疙 po)) 的 直线 斜率 ,和 
Hi 一 三 (P0) (2) 

上 了 式 是 点 (Po ,7(po)) 处 的 曲线 斜率 。 式 (1) 和 式 (2) 的 斜率 m 相等 , 则 求解 ”可 得 


厂 D0) 
六 (Po) 


重复 上 述 过 程 可 得 到 序列 {pxj| 收 敛 到 p。 下 面 将 精确 定义 上 述 计算 过 程 。 


也 


(1 ) 


Pi 三 Po 一 (3 ) 


7 三 


已 玉 | P0 

记 ~ 站 
PP) 
(20 70)) 


2.13 用 于 牛顿 - 拉夫 森 法 的 mm 和 挛 的 几何 结构 


定理 2.5( 牛 顿 - 拉夫 和 森 定 理 ) 设 和 e C [a,5], 且 存在 数 PE[a,8], 满 足 F(p)=0。 如 果 
j 《p) 关 0, 则 站 在 一 个 数 9 > 0, 对 任意 初始 近似 值 ppE[p -8,p+8], 使 得 由 如 下 透 代 
定义 的 序列 | 村 o 收 化 到 p: 





加 四 JPpk-1) 四 
让 一 8 _D 王座 -| Fr 其 中 大 = 1，2， (4) 
批注 ”函数 g(x*) 由 如 下 公式 定义 ，; 
Ai) 
8 () 一 尾 Op) 《5 ) 


并 被 称 为 牛顿 - 拉夫 森 和 迭代 函数 。 由 于 Ap) =0, 显 然 g(p) = p。 这 样 ,通过 寻找 函数 g(x) 
的 不 动 点 ,可 以 实现 寻找 方程 Kx) =0 的 根 的 牛顿 - 拉夫 森 和 迭 代 。 

证 明 : 如 图 2.13 所 示 的 点 六 的 几何 结构 不 能 帮助 理解 为 什么 Po 需要 靠近 p ,或 为 什么 A"(x) 
的 连续 性 是 必要 的 。 这 需要 从 1 除 泰 勒 多 项 式 和 它 的 余 项 开始 分 析 ; 
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jcjG 一 po) 


Frx) = po) 二 (po)G 一 po) 十 一 《6) 
这 里 ,e 位 于 pe 和 yx 之 间 。 用 *x = p 代 人 方程 (6) ,并 利用 FLp) =0, 可 得 
71 2 
0= po) 十 三 (po)(P 一 Po) 十 太一 Po) (7) 


21! 
如 采 mm 足够 遏 近 p, 式 (7) 右 边 的 最 后 一 项 比 前 两 项 的 和 小 。 因 此 最 后 一 项 可 被 忽略 ,而 且 可 
利用 如 下 近似 表达 式 : 





0 六 po)+ 广 (po)(pP -Po0) (8) 
求解 方程 (8) 中 的 p ,得 到 p= pe -Apo)/F(po)。 这 可 以 用 来 定义 下 一 个 根 的 近似 值 m， 
了/(Pp0) 
Pi 三 p0 (DO (9) 


当 太 用 在 方程 (9) 的 六 0 位 置 上 时 ,就 可 以 建立 一 般 规 律 (4) 。 对 大 多 数 应 用 而 言 , 这 是 需要 
理解 的 全 部 内 容 。 但 是 ,为 了 全 面 理解 发 生 的 情况 ,需要 考虑 不 动 点 迭代 和 应 用 定理 2.2。 关 
键 是 对 g'(x ) 的 分 析 ; 
OO 一 了 GD) FDCr) 

(xz)) (Co)) 
根据 假设 , 几 p) =0, 这 样 gp)=0。 由 于 gr(p)=0, 而 且 gw(x) 是 连续 的 ,所 以 可 能 找到 -一 个 
数 S>0, 在 区 间 1g'(x)1< 1 内 满足 定理 2.2 中 的 假设 (p - 8,p+8)。 因 此 ,用 m 初始 化 收敛 
序列 |m js 其 收敛 到 大 zx) =0 的 一 个 根 的 充分 条 件 是 me(p-8,p+6), 且 8 满足 对 于 所 
有 的 xE(p-G,p+G), 有 


8 (fr) 一 1 


| cz) _ 1 

CDP 0 
@@ 

推论 2.2( 求 平方 根 的 牛顿 迁 代 ) 设 4 为 实数 , 且 4>0, 而 且 令 mm > 0 为 VA 的 初始 近似 值 ， 

使 用 下 列 递归 规则 
A 
内 -1 十 一 一 一 
一 一 一 和 人 一 1 2 ..， (11) 


定义 序列 | pij 忆 0 则 序列 | oo 收 化 到 V 4 ,也 可 表示 为 lim .。p =V4。 


庆 = 


简要 证 明 : 从 函 数 F(x) = 妈 - 4 开始 ,方程 -4=0 的 根 为 上 V。 现在 利用 式 (5$) 中 的 
几 x) 和 导数 广 (x) ,可 写 出 牛顿 - 拉夫 森 和 迭代 公式 

fo) ， 斑 一 4 

Fr 2 2 





8U) 三 YX 一 
此 公式 可 简化 为 


十 笃 
gr) = - 本 (13) 
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当 用 式 (13) 中 的 g(x) 定 义 式 (4) 中 的 递归 迭代 时 ,结果 就 是 式 (11)。 可 以 证 明 对 任意 起 始 值 
po >0, 式 (1b) 中 生成 的 序列 将 收 敏 。 细 节 留 给 读者 作为 练习 。 @ 


在 推论 2.2 中 ,非常 重要 的 一 点 是 迁 代 函数 g(*) 只 包含 算术 符号 +，- ，x 和 /。 如 果 
gxz) 包 含 天 于 平方 根 的 计算 , 则 会 陷 人 循环 推理 中 , 即 为 了 能 计算 平方 根 , 人 允许 递归 定义 一 个 


序列 最 终 收 伍 到 v 4 。 由 于 这 个 原因 ,选择 了 F(x) =  - 4, 因 为 它 只 包含 了 算术 操作 。 
例 2.11 用 牛顿 平方 根 算法 求 VS 的 近似 值 。 从 m =2 开始 ,使 用 式 (11) 计 算 





2 5 _ os 
2 一 “十 一 一 一 2.236111111 
站 2.236111111 上.23611111 03560679T8 
一 2.36067978 十 512.236067978 _ 236067978 
进一步 选 代 可 得 到 天 一 2.236067978 ,其 中 天 >4, 收 敛 精 度 精 确 到 小 数 点 后 9 位 。 国 


现在 通过 分 析 基 础 物理 中 的 一 个 大 家 都 很 熟悉 的 问题 ,分 析 为 什么 确定 根 的 位 置 非常 重 
要 。 议 一 个 投射 体 从 原点 发 射 ,仰角 为 如 ,初始 速度 为 mw。 忽略 空气 阻力 ,如 果 用 英尺 (下 ) 为 
单位 进行 测量 , 则 飞行 高 度 y = y( 纹 和 飞行 水 平行 程 * = x( 昌 符合 如 下 规则 ; 


yy 一 2VUyf 一 1612， X 一 2x (14) 
这 里 ,初始 速度 的 水 平分 量 为 w = mcos( bo ) ,垂直 分 量 为 ”= wsin(b )。 规 则 (14) 表 示 的 数 
学 模型 很 容易 用 于 求解 投射 体 的 飞行 路 径 ,但 得 出 的 飞行 高 度 和 飞行 距离 均 高 于 实际 值 ， 如 
朱 考 虑 到 空气 阻力 与 速度 成 一 定 比例 , 则 运动 方程 变 为 
= 7O= (Cu+32C5 (1-e 5C)-32Ci (15) 
和 
xz 一 r(D = Cu (4 -5) (16) 


其 中 C = mm 外, 大 是 空气 阻力 的 系数 ,m 是 投射 体 的 质量 。 如 果 C 的 值 增 大 , 则 可 得 到 投射 体 
更 高 的 最 高 飞行 高 度 和 更 远 的 飞行 行程 。 考虑 了 空气 阻力 的 投射 体 飞行 轨迹 如 图 2.14 所 示 。 
改进 的 模型 更 符合 实际 ,但 需要 用 求 根 算法 求解 人 帮 t)=0, 以 确定 当 投 射 体 击 中 地 面 时 经 过 的 
时 间 。 式 (14) 中 的 基本 模型 不 需要 复杂 的 计算 来 求解 飞行 时 间 。 


例 2.12 一 个 投射 体 发射 的 爷 角 bo = 45",oy = = 160 fys 和 C = 10。 求 撞击 地 面 后 的 飞行 时 
间 和 飞行 水 平行 程 。 
解 :利用 式 (1$3) 和 式 (16) ,运动 方程 为 y= 扩 1 贡 =4800(1-e 全 )-3204 和 xyx=r(i)y=1600 
(1-e ” )。 由 于 (8) =83.220972 和 (9) = -31.534367 ,使 用 假定 的 初 值 po =8。 导 数 
为 三 ( 让 =480e -320, 而 且 将 F(p) = 大 (8) = - 104.3220972 代入 式 (4) 可 得 


-8_ 全 021200 8797731010 
325007 = 
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计算 结果 如 表 2.4 所 示 。 
值 p, 的 精度 为 小 数 点 后 8 位 ,飞行 时 间 为 上 =8.74217466 s。 飞 行 水 平行 程 可 用 rfr) 
计算 ,结果 为 
r(8.74217466) = 1600 ( 1 一 e 0574217466 ) = 932.4986302 f 加 


人 


300 


人 = (FrD) 太 六 ) 





200 400 600 800 ”1000 
图 2.14 考虑 了 空气 阻力 的 投射 体 飞行 轨迹 


表 2.4 当 高 度 九 轿 为 0 时 求 飞行 时 间 


天 离 度 厂 (Dk) 
OU . 0.79773101 383.22097200 
| 8.79773101] 一 0.04430160 一 6.68369700 
之 8. 174242941 一 避 .00023475 一 0U.03030700 
3 8.74217467 一 0.00000001 -0.00000100 
4 4. 14217400 0.00000000 0.00000000 





2.4.2 被 零 除 错误 
牛顿 - 拉夫 森 法 的 一 个 明显 缺陷 是 在 式 (4) 中 ,如 果 F(m_,) =0, 则 可 能 存在 被 零 除 错 
攻 。 程 序 2.5 有 一 个 函数 检查 这 种 情况 ,但 在 这 种 情况 下 ,如 何 处 理 最 后 计算 的 近似 值 。 ， 
移 ? 很 可 能 拟 mP-) 足 够 接近 零 ,这 样 辣 -, 是 根 的 一 个 可 接受 的 近似 值 。 下 面 将 研究 这 种 情 
饮 , 并 将 发 现 一 个 有 趣 的 事实 , 即 和 迭代 收 敛 的 速度 有 多 快 。 
定义 2.4 设 /x) 和 它 的 导数 广 (x)，…,O (xz) 在 包含 x=p 的 某 区 间 内 有 定义 且 连 续 则 
称 FLx)=0 在 x=p 处 根 的 阶 为 失当 且 仅 当 
1 DJ)=0， DOD)=0， AT =0 ， Op) 天 0 (17) 
如 村 一 个 根 的 阶 M =1, 则 称 此 根 为 单 根 ;如 果 一 个 根 的 阶 MN > 1, 则 称 此 根 为 重 根 。 如 果 
一 个 衫 的 阶 媳 =2, 则 称 此 根 为 二 重 根 , 依 次 类 推 ， 下 面 的 结论 将 说 明 这 些 概念 。 全 
5 上 理 2.1 如 果 方 程 Fx)=0 在 x=p 处 有 M 重 根 , 则 存在 连续 函数 hx) ,使 得 F(x) 可 表示 为 
Jo0=( 代 一 站 hr)， 其 中 hp) 天 0 (18) 
例 2.13 函数 F(xz)= 妇 -3x +2 在 p= -2 处 有 单 根 ， 在 P=1 处 有 二 重 根 。 根据 导数 太 (x ) = 
3x -3 入 (x*) =6x, 可 对 其 进行 验证 。 当 p = -2 时 ， 可 得 到 六-2)=0 和 广 (-2) =9， 
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因此 定义 2.4 中 的 有 =1, 所 以 p= -2 是 单 根 。 当 pP=I 时 ,可 得 到 1) =0, 太 (1) =0 和 
(1 =6, 因 此 定义 2.4 中 的 有 =2, 所 以 pP=1 是 二 重 根 。 也 可 注意 到 ,F(x) 可 因 式 分 解 
为 Kx)=(r+2)(xz 一 1 7。 恒 


2.4.3 收敛 速度 


一 个 显 着 的 性 质 是 :如 果 严 是 /x) =0 的 单 根 , 则 牛顿 法 收敛 很 快 ,而 且 每 次 选 代 结果 的 小 
数 点 后 的 精确 位 数 大 致 会 翻 倍 ; 另 一 方面 ,如 果 是 重 根 ,每 个 连续 的 近似 值 误差 是 前 一 个 误差 
的 一 小 部 分 。 为 了 使 上 述 性 质 描述 得 更 精确 ,可 以 通过 定义 收敛 阶 ,测量 序列 的 收敛 速度 。 


定义 2.5( 收 敏 阶 ) ” 设 序列 | p,| > 收敛 到 p ,并 令 已 = p - mm ,nz0。 如 果 两 个 常量 4 < 上 0 和 
尺 >0 存 在 ,而 且 


至 
im [PP 一 -Pa+l - im | 0 
n 一 oo iD 一 Pr| nm 一 oo | 世 n 


则 该 序列 称 为 以 收 钱 阶 及 收敛 到 ， , 数 4 称 为 渐进 误差 常数 (asymptotic error constant) 。 尺 = 1 ， 
2 的 情况 为 特殊 情况 。 
如 采 尺 = 工 , 则 称 序列 {p,} 2 的 收 和 敛 性 为 线性 收敛 。 
如 果 尺 =2, 则 称 序列 jp 上 .0 的 收 伍 性 为 二 次 收 钱 。 (20) 
生 
如 果 丸 很 大 , 则 序列 | poj 很 快 收敛 到 p; 这 意味 着 ,关系 式 (19) 中 对 于 大 的 值 ,有 近似 值 
15&N1=415 人 。 例 如 , 设 尺 =2 且 |! 忆 1=10-, 则 | 忆 1 一 4x10-4。 
一 些 厅 列 的 收敛 率 不 是 整数 , 下 面 将 看 到 制 线 法 中 的 收敛 阶 是 中 = (1+V5)/2 ~ 
1 .618033989 。 
例 2.14( 单 根 的 二 次 收 敏 ) 从 pe= -2.4 开 始 ,用 牛顿 -拉夫 森 和 迭代 求 多 项 式 FrCx)= 委 - 
3x +2 的 根 p= -2。 计 算 {pij 的 选 代 公式 是 


一 4 (19) 


2pr 一 2 
不 三 81) 三 一 一 一 一 一 (21 ) 
3pt_ | 一 3 


解 :用 尺 =2 并 利用 式 (19) 检 查 二 次 收 化 ,可 得 到 表 2.5 中 的 值 。 图 
表 2.5 在 一 单 根 处 牛顿 法 收效 2 次 


| 忆 k+1l 
类 Ph 二 1 一 下 2 一 亡 一 人 
国人 | 克 




























(0 一 2.400000000 0.323809524 0.476190475 
] 一 2.076190476 0.072594465 0 076190476 0.619469086 
2 一 2.003596011 0.003587422 0.003596011] 0.6064202613 
3 一 2.000008S89 0.000008589 0.000008589 
4 一 2.000000000 0.000000000 0.000000000 






明 过 更 详细 地 分 析 例 2.14 中 的 收敛 速度 ,可 发 现 每 个 连续 选 代 的 误差 是 前 一 个 迭代 误差 
的 一 小 部 分 , 即 


一 Be 中 宇 4 一 大 玫 
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其 中 4=2/3。 为 了 检查 上 式 , 利 用 
jp 一 p3| = 0.000008$89 和 1p-- po| =10.003S$96011 = 0.000012931 
而 且 很 容易 看 出 
了 一 站 = 0.000008$89 0.000008621 = :le 一 po| 

例 2.1S( 在 二 重 根 处 线性 收 敏 ) 从 p =1.2 开 始 ,用 牛顿 - 拉夫 木 迁 代 求 多 项 式 F(x) = 

娄 -3x+2 的 二 重 根 p = 1。 用 公式 (20) 检 查 线 性 收 禾 , 可 得 到 表 2.6 中 的 值 。 国 

表 2.6 在 二 重 根 处 牛顿 法 线性 收 全 


[类 二 1 
刀 一 忆 一 大 一 一 一 一 


mx 



























1].006643419 一 0.003318055 一 0.006643419 4.500530093 


0 .200000000 一 0.096969697 一 0.200000000 0.313151S15 
| 1 .103030303 一 0.050673883 一 0.103030303 0.308163253 
2 1.0323506420 一 0.025955009 一 0.052330420 04.496731115 
3 1.02040081T 一 0.01314308 |! 一 0.02040081 1] 0.509733688 
4 1.013237730 一 0.006614311 一 0.013237730 ”0.3S01097775 
3 


可 以 看 出 ,牛顿 - 拉夫 森 法 收敛 到 二 重 根 ,但 收 伍 速度 慢 。F(m ) 的 值 比 f"(m ) 的 值 趋 近 于 
0 更 快 ( 见 例 2.15) ,因此 当 产 关 p 时 , 式 (4) 中 的 商 几 p,)/F (mm ) 有 定义 。 序 列 线性 收敛 ,而 且 在 
每 次 迁 代 后 ,误差 以 V2 的 比例 下 降 。 接 下 来 的 定理 总 结 了 牛顿 法 在 单 根 和 二 重 根 上 的 性 能 。 


定理 2.6( 牛 顿 - 拉夫 森 选 代 的 收 生 速度 ) 设 牛顿 - 拉夫 森 克 代 产 生 序列 | | ，, 收 北 到 画 
数 FCx) 的 根 p。 如 果 严 是 单 根 , 则 是 二 次 收 你 ,而 且 对 于 足够 大 的 靖 有 





CD) 2 
已 忌 尼 n 
| 世 a+1| 21FCD (22) 
如 采 忆 是 财 阶 多 重 根 , 则 是 线性 收 化 的 ,而 且 对 于 足够 大 的 半 有 
hf 一 | 
[En+1| 和 IE 〈23) 


2.4.4 缺陷 


第 零 除 的 错误 很 容易 被 预见 ,但 另 一 种 错误 则 不 是 那么 容易 被 发 现 。 设 有 顶 数 FAx) = 
x -4x+5, 则 由 公式 (4) 生 成 的 实数 序列 { 记 | 将 从 左 向 右 来 回 漂移 ,不 会 收 伍 ， 通过 简单 分 析 
可 发 现 Kx)>0, 且 无 实 根 。 

有 时 初始 近似 值 me 离 要 求 的 根 太 远 , 使 得 序列 {m | 收敛 到 其 他 根 上 。 当 斜 率 F(po) 很 
小 ,而 且 曲 线 y = = 上 太 x) 的 切线 接近 垂直 时 ， 通常 会 发 生 这 种 情况 。 例 如 ， 如 果 F(x) = cos(x) 而 
且 求 根 P = my2, 从 pm =3 开 始 ,计算 显示 让 = -4.01525255,p, = -4.85265757 …;, 而 且 # pi 将 
收敛 到 另 一 个 根 - 3r/2= - 4.71238898 

妈 Ax) 为 正 ， 在 无 限 区 间 [ 。， o ) 内 单调 递减 ,而 且 m > a 能 发 艇 到 + 。 oo 。 
例如 ,如 果 ALx) = 一 ,而 且 m =2.0, 则 
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pi =4.0， jp = 5S.333333333， ….， 15 = 19.723549434， 
而 且 | pe 组 慢 发 散 到 + o ,如 图 2.1$(a) 所 示 。 这 个 特殊 的 函数 还 有 另 一 个 邻 人 惊 讶 的 问题 。 
当 x 变 大 时 ,Ax) 的 值 迅 速 趋 近 于 零 ,例如 ,ps ) = 0.0000000536, 有 可 能 错误 地 将 ps 作为 
根 。 由 于 这 个 原因 ,需要 设计 程序 2.5 中 的 终止 评定 条 件 , 其 中 包含 相对 误差 21p ;=- 放 U 
(1pt1+10)。 当 天 =15 时 ,相对 误差 是 0.106817 ,因此 人 允许 误差 3 = 105“ 有 助 于 保证 不 会 产 
生 一 个 错误 的 根 。 
万 一 个 现象 是 循环 (cycling) , 当 序列 { pz 中 的 项 趋 于 重复 或 基本 重复 时 ,会 发 生 这 种 现 
象 。 例 如 ,如果 F(x)= 达 -xx-~-3, 而 且 初 始 近似 值 po =0, 则 序列 为 
pl = 一 3.000000，“” 疡 = 一 1.961538，” 站 = 一 1.147176， 由 = -0.006579， 
p5 一 一 3.000389，” p6 = 一 1.961818， ”7 = 一 1.147430， 


这 里 ,我们 陷 人 一 个 循环 中 , 即 当 大 = 0,1… 时 有 mr 一 天 ,如 图 2.15$(b) 所 示 。 但 如 果 起 始 值 
po 足够 逼近 根 p = 1.671699881, 则 序列 | pe 收 伍 。 如 果 m = 2, 则 序列 收 生 为 : p = 
1.72727272, p; = 1.67369173, p; = 1.671702570 和 m = 1.671699881。 
当 18'(x)11 在 一 个 包含 根 p 的 区 间 内 时 ,有 可 能 发 生 离 散 振荡 。 例 如 , 设 F(x) =- 
_arctan(x) , 则 午 顿 -拉夫 森 选 代 函 数 是 g(x) = -(1+ 和 安 )artan(z) 和 人 (zx)= -2xartan(x)。 
如 采 起 始 值 m = 1.45 , 则 
P1 = 一 1.5$0263297， ”pz = 1.845931751，” 妆 = 一 2.889109054 


等 ,如 图 2.1$(c) 所 示 。 如 果 起 始 值 足够 逼近 根 p = 0, 则 可 得 到 一 个 收 伍 序列 。 如 果 po =0.5, 则 
p1 = -0.0795$9$11，。 p2? = 0.000335302， ”中 = 0.000000000 


上 述 人 情况 表明 ,必须 按照 真实 情况 说 明 结果 :有 时 序列 不 会 收敛 ,因为 并 不 可 能 在 次 选 
代 后 总 能 找到 结果 。 当 求 根 算法 没有 找到 根 时 需要 发 出 警告 。 如 果 能 借助 于 其 他 与 问题 相关 
的 信息 , 则 找到 错误 根 的 可 能 性 会 减少 。 有 时 ALx) 的 根 只 在 一 个 明确 的 区 间 内 有 意义 。 如 果 
可 以 利用 函数 的 行为 知识 或 一 个 “精确 "的 图 形 , 则 能 更 容易 地 选择 m 。 


2.4.5 着 线 法 


在 牛顿 - 拉夫 森 算法 中 每 个 迭代 需要 计算 两 个 函数 :Ap，， ) 和 方 (p_i )。 以 前 计算 基本 
明 数 的 导数 非常 费时 ,但 在 现代 计算 机 代数 软件 包 的 帮助 下 ,这 已 不 成 问题 。 还 有 许多 函数 具 
有 非 基 本 项 (累积 `. 求 和 等 ) ,因此 更 需要 一 种 与 牛顿 法 的 收 伍 速 度 一 一 样 快 的 方法 ,而 且 只 计算 
几 x) ,不 计算 六 (zx)。 制 线 法 每 步 只 计算 一 次 FLx) ,而 且 在 单 根 上 的 收敛 阶 尺 <1.618033989 
割 线 法 与 牛顿 法 差不多 一 样 快 ,牛顿 法 的 收敛 阶 为 2。 

割 线 法 包含 的 公式 与 试 值 法 的 公式 一 样 ,! 只 古 在 关于 如 何 定义 每 个 后 续 项 的 逻辑 判定 上 
不 一 梓 。 需 要 两 个 靠近 点 (p， 0) 的 初始 点 (Po , 帮 po)) 和 (PCp)) ,如 图 2.16 所 示 。 定 义 Pa 
为 经 过 两 个 初始 点 的 直线 与 * 轴 的 交点 的 横 坐 标 , 则 图 2.16 显示 出 pz 比 po 或 站 更 接近 p。 
本 pz,p 和 po 相关 的 表示 斜率 的 方程 如 下 ， 


JPDHD 一 (po) 0 一手 PDI) 
1 一 -一 一 一 一 一- 一 一 全 | 
忆 1 一 20 P2 一 了 了 | (24) 
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(3j 
六 1] 疡 2 忆 3 P ] 
-一 一 -一 - -一 X 
1 ” | 人 
| 1 | 7 一 > 
| 1 
| 1 
/ 一 LO 
| ; 
| /7 
| 下 
| __ 
M = 人 一 X 一 3 1 
| 
一 20 
| 
| 
| 一 2 和 
(b) 
少 
] MPA 
27 
-一 ， } 
一 一 am | 
ee ee | 
一 3 vv 一 习 _ 一 一 | Po ， P2 
ae 电 龙 
1 一 一 
| 一 
】 一 
| -十 
| 
| ”一 
| 
| 
一 } 
y= arctan(x) 
(c) 


图 2.1$ (al) 求解 Kx) = x‰ “的 午 顿 - 拉夫 森 适 代 产 生发 散 序列 ;(b) 求解 函 
数 Fx)= 刀 ~-x-3 的 牛顿 - 拉夫 森 和 迭代 产 生 一 个 循环 序列 ;《c) 求 
解 本 数 Kx) = arctan(x) 的 牛顿 - 拉夫 森 迭 代 产 生 一 个 发 散 振 功 序 列 
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图 2.16 利用 割 线 法 时 m 的 几何 绪 构 


式 (25) 中 的 mm 值 分 别 是 经 过 两 个 初始 点 的 割 线 的 斜率 和 经 过 (pm ,A(p )) 与 (pz,0) 的 直线 的 
斜率 。 设 式 (24) 中 的 两 式 的 右边 相等 ,并 求解 mm = g(pi,po) ,可 得 
三 (PICPI 一 P0) 


P2 三 8(PL Po) 二 一 FJ) 二 7CD) (2S) 
根据 两 所 迭代 公式 可 得 到 一 般 项 为 
加 CPPE 一 一 1 
Pk+1 一 8CDk, PK-HD 一 有 OF (26) 


例 2.16( 单 根 上 的 割 线 法 ) 从 p= -2.6 和 pi= -2.4 开 始 ,利用 割 线 法 求 多 项 式 函 数 F(x ) = 
xx -3x +2 的 根 p= -2。 
解 :在 此 例 中 ,和 迭代 公式 是 

(Pi 一 3 十 2)(PK 一 愉 - 


(27 ) 
也 一 Pa 一 3 玫 十 3Pk- 


PK+1 一 8 PKDD 一 了 一 


该 式 可 进一步 简化 为 
PrPk -1 十 PP 一 2 
愉 十 痰 Pi 十 大- 一 3 
迁 代 序列 如 表 2.7 所 示 。 图 
表 2.7 在 单 根 上 割 线 法 的 收敛 性 


[LEAH 
国生 本 本 | 有 人 0 


PKk+1L 一 8 -1) 一 







































0 一 2.008000000 0.200000000 0.91413>2831 
] 一 2.400000000 0.293J401013 0.469497765 
2 一 2.100398985 0.0839571513 0 106598985 4.847290012 
3 一 2.022641412 0.021130314 0.022041412 0.693008922 
4 一 2.001311098 0.001488501 8.0015>11098 0.825841116 
9 一 2.0000223537 0.000022S15 0.000022537 0.727100987 
6 一 2.000000022 0.000000022 0.000000022 

7 一 2.000000000 0.000000000 0.000000000 





割 线 法 和 和 牛顿 法 之 间 有 一 定 的 关系 。 对 于 多 项 式 函 数 F(x ) ,如 果 用 m _ ,代替 mm , 则 制 线 
法 的 两 点 公式 让 = g(p,p) 可 归纳 为 牛顿 法 的 一 点 公式 mr = g(m)。 事 实 上 ,如 果 在 
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式 (28) 中 用 六 -和 蔡 代 六, 则 式 (28) 的 右边 与 例 2.14 中 式 (21) 的 右边 一 致 。 

有 关 制 线 法 收 伍 速 度 的 证 明 可 参见 更 高 级 的 数值 积分 教程 。 误 差 项 满足 关系 式 
FPCDp) 0618 
2 广 (D) 
其 中 收敛 阶 尺 =(1+Y5)/2=1.618 ,而且 式 (29) 中 的 关系 式 只 在 单 根 情况 下 正确 。 

为 了 检验 上 述 关系 式 , 使 用 例 2.16 和 特定 值 

[一 psl 三 0.0000225337 
|P 一 4 上 0 = 0.0015110981618 = 0.000027296 


| 瑟 E1| 六 | 且 0 (29) 








4 一 | 7"(-2)71277(--2) 人 68 一 (2/3)0618 = 0.778351205 


忆 一 ps| = 0.000022537 s 0.000021246 = 4 一 ma411618 


2.4.6 ”加速 收敛 


当 忆 是 一 个 1 阶 根 时 ,需要 更 好 的 求 根 技术 ,以 获得 比 线性 收敛 更 快 的 速度 。 最 终结 果 
显示 ,通过 对 午 顿 法 进行 改进 ,可 使 其 在 多 重 根 情况 下 的 收敛 阶 为 2。 


定理 2.7( 牛 顿 - 拉夫 森 选 代 的 加 速 收 和 伍 ) 设 牛 顿 - 拉夫 森 算法 产生 的 序列 线性 收 化 到 肝 阶 
根 x= 记 ,其 中 M>1, 则 牛顿 -拉夫 森 选 代 公 式 

林 太 可 -1 

j 帮 (PK-1) 





了 二 内 -1 一 (30) 


将 产生 一 个 收 仇 序列 |m2 二 次 收 敏 到 Po。 

例 2.17( 二 重 根 情 况 下 的 加 速 收 钱 ) ”从 po =1.2 开 始 ,使 用 加 速 牛 顿 - 柱 夫 森 迁 代 求 函数 
A(x)=y -3x+2 的 二 重 根 p = 1。 
解 :由 于 1M =2, 加 速 公式 (31) 变 成 

] 了 (Pt 昌 1 十 3PE1 一 4 

“Fe D) 3p2 一 3 

这 样 可 得 到 表 2.8 中 的 值 。 国 

表 2.8 二 重 根 情况 下 的 加 速 收 钱 


| 到 
K PKA+1 一 可 E 一 已 一 耻 
本 | 且 


0G0GEOGO 一 0.193939394 0.19131$150 
一 0.006054519 
一 0.000006087 
0.000000000 


表 2.9 对 各 种 求 根 方法 的 收敛 速度 进行 了 比较 ,其 中 各 个 方法 的 常量 4 是 不 一 样 的 。 


大 三 一 1 一 








0.103718S78 







co fo 一 心 
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表 2.9 收 乌 速度 的 比较 


方法 连续 误 杖 项 之 闻 的 关系 
二 分 法 及 :im= 林 1 避 | 

试 位 法 一 4| 末 | 

拓 线 法 有 141 及 

牛顿 - 拉夫 森 法 太一 4 本 | 

制 线 法 瑟 ，， | 由 | 8 
牛顿 - 拉夫 森 法 太一 4 有 

加 速 牛顿 - 拉夫 森 法 41 已 1 

加 速 牛顿 - 拉夫 森 法 





程序 2.S{ 牛 顿 - 拉夫 菏 和 迭代) ”使 用 初始 近似 值 po ,利用 迁 代 


三 (PK ) 
一 六 了 人 类 二 1. 2 ... 
下 三 了 -1 Fr 其 中 


计 莽 函数 F(x)=0 的 根 的 近似 值 。 
function [p0,err,k,y]=newton(f,df,p0,dqelta,epsilon,max1) 


%Input  - 
%/ _ 
wy _ 


AphOutput - 
y - 
一 
/ _ 


f is the object function input as a String :了 f， 

df is the derivative of f input asg a string ;df， 
P0O is the initial approximation to a zero of 芋 
delta is the tolerance for p0 

epsllon 18 the tolerance for the function values y 
maxl is the maximnum numnber of iterations 

p0 i8 the Newton~Raphson approximation to the zero 
er 1S the error estimate for pO 

kx 18 the Dumber of iteratjions 

y is the function Value f(PO) 


for X=1:maxit 
Pp1=p0-feval(f,pO)Vtfeval(df ,p0) ; 
erT=abs (Pp1-PpO) ; 
relerr=2*err/(abs(pl)+delta) : 


PO=P1 ; 


y=feval(f ,p0O) ; 
计 《err<dqelta) | (relerr<delta) | (abs(y)<epsilon) ,break end 


end 


程序 2.6( 割 线 法 ) 使 用 初始 近似 值 pp 和 p ,利用 迁 代 


J CPLD 一 内 -1) 
一 KK 一 1 2 ... 
JPk) 一 (PK-1) 其 中 


[+1 三 一 


计算 函数 FLxz)=0 的 根 的 近似 值 。 


tunctzion [pl,err,k,y]=secant(f,p0,pl,delta,epsilon,max1) 


ApInput  - 
y _ 
9 _ 


phDutput - 
关 一 
玫 一 


tf 18 the object function input as a StTIDE “ 工 )， 

P0 and Pt are the initial approximations to a zero 
delta is the tolerance for pi 

epsilLon is the tolerance for the function valueg y 
maxl IIS the maximum number of iterationg 

Pp1 is the Secant method appPIOXimation to the Zero 
eIT 1lS the error estimate for p1 

x Is the number of iterations 
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A - yY is the function Value f(P1) 


for KK=T :maXxL 
p2=pl-feval(f,p1)*(p1-p0O)V(Cfeval(f ,pl)-feval(f,pPO)) 


erT=abS(p2-Pli) ; 

relerTr=2*xerTr/(abSs(P2)+deltal) ; 

PO=pl; 

pi=Pp2 ; 

y=feval(f ,ply) ; 

if 《err<delta) | (relerr<delta]) |】 (abs(y)<epsilon) ,break ,end 
end 


2.4.7 习题 


对 于 某 些 需要 计算 的 问题 ,可 借助 于 计算 呆 或 计算 机 。 
1. 设 Fx)= 和 -x+2。 
(a) 求 出 牛顿 - 拉夫 森 公 式 放 =g(p ni)。 
(b) 从 pm= -1.5 开始 , 求 pi,pz 和 疡 。 
2. 屋 Fx)= 和 六 -xx-3。 
(a) 求 出 牛顿 - 拉夫 木 公式 m = g(p，)。 
(b) 从 pp =1.6 开 始 , 求 m ,ps 和 玉 。 
(c) 从 me=0.0 开 始 , 求 mm ,pi 和 mm。 从 这 个 序列 可 推测 出 什么 ? 
3. 设 Fx)=(x -2)。 
(a) 求 出 牛顿 - 拉夫 森 公 式 m = g(p_i)。 
(b) 从 mo =2.1 开始 , 求 太 1， 用 2， 万 3 和 及 4 o 
(ec) 订 列 是 二 次 收敛 的 还 是 线性 收敛 的 ? 
4. 设 /x)=x -3x-2。 
(a) 求 出 牛顿 - 拉夫 森 公 式 训 = g(pP ，)。 
(b) 从 po=2.1 开 始 , 求 my,p:,p; 和 pm。 
(ec) 厅 列 是 二 次 收敛 的 还 是 线性 收敛 的 ? 
S$. 设 申 数 Kx) = cos(x)。 
(a) 求 出 牛顿 - 拉夫 森 公 式 m = g(p_i)。 
(b) 为 了 求 根 P = 3r/2, 是 和 否 可 采用 pe =3? 为 什么 ? 
(ec) 为 了 求 根 P = 3r/2 ,是否 可 采用 pe =$? 为 什么 ? 
6. 设 量 数 Kx ) = arctan(x)。 
(a) 求 出 牛顿 - 拉夫 森 公 式 = g(P ii)。 
(b) 如 果 po =1.0, 则 求 己 :， 忆 2， 六 3 和 P4e lim no 有 是 什么 ? 
(c) 如 采 po =2.0 , 则 求 已， 已 2 ， 态 3 和 4o ]im，-。 户 是 什么 ? 
7. 衣 师 数 Kx ) = ze 一 。 
(al) 求 出 牛顿 - 拉夫 木 公式 了 一 ELP- ，) 。 
(b) 如 果 po = 0.2, 则 求 PP Pa 各 ep 是 什么 ? 
(ec) 如 果 pe =20, 则 求 pl ,pp 和 产 。lim.。m 是 什么 ? 
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(d) (c) 中 的 几 m) 的 值 是 多 少 ? 
在 习题 8 到 习题 10 中 ,利用 割 线 法 和 式 (27) 计 算 接 下 来 的 两 个 迭代 六 和 Ps。 


8. 设 Fxz)= 巡 -2x-1, 初 始 近似 值 nm =2.6,p =2.5。 


12， 


13. 
14. 
15. 


16 . 
17 . 


15. 


. 设 Fx)=* -xx-3, 初 始 近似 值 pn =1.7,p; =1.67。 
. 设 F(xz)= 夺 -x+2, 初 始 近似 值 m= -1.5$,p = -1.52。 
1 


立方 根 算法 (cube-root algorithm)。 末 数 为 Kx) = 妆 -4。 假 定 4 是 任意 实数 ,推导 递归 公式 


2pk_1 十 有 2 
= 其 中 上 = 1 2 .…. 


议 Ax)=yx -4, 其 中 是 正 整数 。 
(a) 对 于 不 同 的 W 和 4 ,方程 Kx) =0 的 实数 解 是 什么 ? 
(b) 推导 寻找 4 的 第 w 个 根 的 递归 公式 

(CN 一 DPIT+T4/PN 


关中 下 2 


如 采 几 x) =0,Kxz)= 妇 -14x+50, 能 否 用 牛顿 - 拉夫 森 迁 代 求 解 Kx) =0? 为 什么 ? 

如 洒 Kx)=0,AKx)= x“), 能 和 否 用 牛顿 - 拉夫 森 和 迭代 求解 xj =0?7 为 什么 ? 

如 果 xz) =0, (xz)= (xz -3)5%2 而 且 初 始 值 n = 4, 能 否 用 牛顿 - 拉夫 森 和 迭代 求 解 f(x) - 

0? 为 什么 ? 

试 推导 出 式 (11) 中 序列 的 极限 。 

证 明和 定理 2.5 的 式 (4) 中 的 序列 {m 收 敏 到 p。 用 如 下 步 双 。 

(a) 证 明 如 果 是 式 (5) 中 g(x) 的 不 动 点 , 则 p 是 F(x) 的 零点 。 

(b) 如 果 疡 是 Fx) 的 零点 而 且 .F(p) 尖 0, 证 明 8g'(p) = 0。 利 用 这 个 结论 和 定理 2.3 ,证明 
式 (4) 中 的 序列 | pe 收 敛 到 p。 

使 用 如 下 步 双 证 明定 理 2.6 中 的 式 (23)。 根 据 定 理 1.11 ,在 x= 了 处 可 扩展 FLx) 得 到 


Fr) = FFCp) 十 三 (pk)Gzc -下 ) 十 ,Feb 一 PP) 
由 于 pp 是 AFLx) 的 零点 , 设 x = p 可 得 到 
0= pb 十 户 (pb(p 一 下) 十 5 7"(co(P 一 PP) 


(a) 假设 对 于 靠近 根 P 的 所 有 x 有 .F(x*) 关 0。 利 用 上 述 事实 和 六 (m ) <0 证明 

Jp _ 一 (cr) 

三 (6) 20) 

(次 太 (z) 和 (sx) 变 化 的 速度 不 快 ,所 以 可 用 近似 值 F(p)=P(p) 和 rr(e )= 
六 人 p)。 利 用 (a) 可 得 到 





疡 一 了 十 (P 一 PE) 





雪 . 设 4 为 正 实数 。 


(a) 证 明 4 可 表达 为 4= gx2m", 其 中 14<v<1, 旦 mm 为 整数 
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(b) 利用 (a) 证 明 平方 根 是 4 = 9 x2"。 
批注 让 p=(2g+1)/3, 其 中 14<g<1 ,并 利用 牛顿 法 的 公式 (11)。 经 过 三 个 和 迭代， 
pi 是 9“ 的 近似 值 ,精度 为 二 进 制 小 数 点 后 24 位 。 这 是 计算 机 硬件 计算 平方 根 的 常 
用 算法 。 
20. 〈a) 证 明 割 线 法 的 公式 (27) 在 算术 上 土 等 价 于 
pk-1J CD 一 KJ 
JPDk) 一 了 UpDk-1) 
(b) 试 解 释 为 什么 上 式 中 减法 导致 精度 丧失 ,使 得 此 公式 在 数值 计算 上 弱 于 公式 (27)。 
21. 设 p 是 函数 AFLx) =0 的 根 ,p 的 阶 M =2。 证 明 加 速 牛 顿 - 拉夫 森 和 迭代 
4 帮 (CPK-1) 
jj (1 


PK+Ti 三 


i 一 内 -1 一 


二 次 收敛 (参见 习题 18)。 
22. 哈 利 法 (Halley) 是 加 速 牛顿 法 收敛 的 另 一 个 途径 。 哈 利和 迭代 公式 是 
(rr) (CFAN 一 
7 ( 5 和 
插 号 中 的 项 是 对 牛顿 - 拉夫 森 公 式 的 改进 。 哈 利 法 在 Kx ) 的 单 根 情况 下 可 达到 三 次 收 伍 
《 尺 =3)。 
(a) 设 郴 数 Kx) = 妆 -4, 试 求 出 哈 利 迭代 公式 g(x) ,以 便 求 解 V4。 用 mm =2 来 近似 /5 
并 计算 叱 1 ， 六 2 和 3 
(b) 议 困 数 败 x) = -3xz +2, 求 哈 利 迭 代 公 式 g(x)。 利 用 pe = -2.4 计 算 m ,p2 和 P3。 
妈 3. 用 于 重 根 情况 的 改进 牛顿 - 拉夫 森 法 。 如 果 靖 是 1 阶 重 根 , 则 F(x) =(x - p)wo(x), 其 
中 9(p) 夭 0。 
(a) 证 明 ix) =Ax)AF (xz) 在 p 处 有 单 根 。 
(by) 证 明 当 用 牛顿 - 拉夫 森 法 求 A(x) 的 根 时 ,g(x) =x -xz)/ 居 (zx) 变 成 
太 (xz)F(x) 
(CD)) 一 CCr) 
(e) (b) 中 利用 g(x) 的 迭代 二 次 收敛 到 p。 解 释 为 何 发 生 这 种 情况 。 
(d) 0 是 天 数 FLx) = sin(x?) 的 三 重 根 。 从 po =1 工 开始 ,利用 改进 牛顿 - 拉夫 森 法 计算 PT1， 
P2 和 PP3 o 
24. 议 一 种 求解 Ax) = 0 的 选 代 方 法 产生 如 下 4 个 连续 误差 项 (参见 例 2.14) : 忆 = 0.400000， 
2 =0.043797, 5 = 0.000062 和 天 = 0.000000。 佑 算 由 和 迭代 法 生成 的 渐进 误差 常数 4 和 
序列 的 收敛 阶 丸 。 


2.4.8 算法 与 程序 


L. 修改 程序 2.5 和 程序 2.6, 使 得 程序 在 下 列 情况 下 能 够 适当 地 显示 错误 信息 ， 
(a) 在 式 (4) 或 式 (27) 中 分 别 发 生 被 零 除 。 
(b) 超过 迭代 次 数 max1l。 





&8(xX) 一 一 


gr) 一 X 一 
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2. 显示 由 式 (4) 和 式 (27) 生 成 的 序列 中 的 项 ,通常 很 具有 局 发 性 (如 表 2.4 中 的 第 二 列 )。 修 
改 程序 2.5 和 程序 2.6, 使 其 能 够 分 别 显示 由 式 (4) 和 式 (27) 生 成 的 序列 。 
3. 利用 牛顿 平方 根 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 近似 下 列 每 个 平方 根 到 小 数 点 后 10 位 。 
(a) po =3, 求 /8 的 近似 值 。 
(b) pe = 10, 求 v 91 的 近似 值 。 
(c) po = -3, 求 -V8 的 近似 值 。 
4. 用 习题 11 中 的 立方 根 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 近似 下 列 每 个 立方 根 到 小 数 点 后 10 位 。 
(a) po =2, 求 7 的 近似 值 。 
(b) po =6, 求 2002 的 近似 值 。 
(c) po = -2, 求 (-7) “的 近似 值 。 
. 利用 定理 2.7 中 的 加 速 牛顿 - 拉夫 森 算法 修改 程序 2.5, 并 用 其 求 下 列 函 数 的 1 阶 根 p 的 
近似 值 。 
(a) /xy)=(x-2),MH=S,p=2, 初 始 值 mm =1。 
(b) 几 x) =sin(x ),M=3,p=0, 初 始 值 pe = 1。 
(co) Ax)=(x-l)nx),M=2,p=1, 初 始 值 m =2。 
6. 刊 用 习题 22 中 的 哈 利 法 修改 程序 2.$, 并 用 其 求解 函数 f(x) = 和 妇 -3x+2 的 单 根 ， 
po 二 一 人 .4。 
. 设 投 射 体 的 运动 方程 为 


(Cn 


局 


= (0 = 9600(1 一 e-DP) 一 480/ 
xf 一 rr 一 2400(1 - e/DD) 


\a) 求 当 撞击 地 面 时 经 过 的 时 间 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(b) 求 水 平 飞行 行程 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
.《〈a) 求 最 接近 点 (3,1) 的 抛物 线 y = 刀 上 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(b) 求 最 接近 点 (2.1,0.5) 的 曲线 函数 y = sin(x - sin(x)) 上 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(ec) 求 曲线 函数 Kx) = 刀 +2 与 曲线 函数 g(x) = (x/15) - sin(x) 之 他 的 最 小 乖 直 上 离 处 
的 x 值 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 
9. 一 个 改口 盒 由 10 英寸 x 16 英寸 的 长 方形 金属 片 构成 。 如 果 要 求 盒子 的 容积 为 100 立方 
炎 才 , 则 需要 从 盒子 的 边 角 处 砍 去 多 大 尺寸 的 正方 形 (精确 到 0.000000001 英寸 )。 
10. 从 链 线 由 悬挂 的 绳索 构成 。 设 最 低 点 为 (0,0), 则 悬 链 线 的 公式 为 y = Ceosh(x/C) - C.。 
为 确定 经 过 ( + a ,0) 的 悬 链 线 ,需要 求解 方程 5 = C cosh( ce/C) - C 得 到 C。 
(a) 证 明 经 过 ( + 10,6) 的 悬 链 线 上 y = 9.1889 cosh(x/9.1889) -9.1889。 
(b) 求解 经 过 ( + 12,5) 的 悬 链 线 。 


<.5 埃 特 金 过 程 .斯 蒂 芬 森 法 和 米 勒 法 (选读 ) 


在 2.4 节 中 可 看 到 在 重 根 情况 下 牛顿 法 收敛 很 慢 , 而 且 和 迭代 序列 Lp 是 线性 收 仿 。 定 
于 2.7 显示 了 如 何 加 速 收敛 ,但 需要 预先 知道 根 的 阶 。 


oo 
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2.5.1 埃 特 金 过 程 
一 种 称 为 埃 特 金 (Aitken)A- 过 程 的 技术 可 加 速 任何 线 性 收敛 的 序列 。 为 此 ,有 如 下 定义 。 
定义 2.6 设 有 序列 [Po， 用 如 下 表达 式 定 义 前 向 微分 Ap，: 
Apn = pn+l1 一 pr， 其 中 于 之 0 (1 ) 
高 阶 Ap 可 递归 定义 为 
AP 一 Ac (Apn)， 其 中 达 2 (2) 
全 
定理 2.8 ( 埃 特 金 加 速 ) ” 设 序 列 |p,| >-0 线 性 收 系 到 极限 六, 而且 对 所 有 严 关 0, 有 p - p 天 0。 
如 果 存 在 实数 4, 且 141<| 满 足 


， 天 一 Pra+l 
5 (3) 
则 定义 为 
(Ap (po 一 po) 





dr 一 疡 ;一 〈4) 


A“< pn 《 Pr+2 一 <Pn+1 十 Pr 
的 序列 jg, -oo 收 伍 到 p, 且 比 |p js” ， 快 ,而 且 
2 
六 一 Pr 
和 证明: 下面 将 证 明 如 何 得 到 公式 (4) ,并 把 对 式 (5) 的 证 明 作为 习题 。 由 于 式 (3) 中 的 项 逼近 一 
个 极限 , 当 m” 值 很 大 时 可 写成 





lm 
开间 


= 0 《3) 





忆 一 Pof+l 六 一 Pr+2 
5 二 pw 站 (6) 
则 根据 关系 式 (6) 可 得 到 

(PP 一 Po+l 六 宇 ( 庆 一 PrH2)(P 一 避 ) (7) 

当 式 (7) 的 两 边 展 开 并 消除 六 ,可 得 到 

了 

4 其 中 恬 王 0, 1 (8) 
公式 (8) 可 用 来 定义 项 g.。 重 新 对 其 变换 可 得 到 公式 (4) ,使 得 用 计算 机 计算 时 可 得 到 更 小 的 
误差 传播 。 @ 
例 2.18 证 明 例 2.2 中 的 序列 jp 是 线性 收敛 的 。 同 时 证 明 由 埃 特 金 心 过 程 得 到 的 序列 


| g .| 收 伍 得 更 快 。 


解 : 使 用 函数 gE(x)=e ,从 po=0.5 开 始 , 通 过 不 动 点 迭代 可 得 到 序列 | p, | 。 收 化 后 的 
极限 为 已 =0.567143290。P。 和 q，。 的 值 如 表 2.10 和 表 2.11 所 示 。 例 如 ,gi 的 值 的 计算 过 
程 如 下 : 


1 (一 pD 
P3 一 2P2 十 亡 | 
一 0.061291448》“ 
= 0.606$30660 - (于 2021448) 0.S67298989 加 


0.095 755331 


第 2 章 非 线性 方程 FLx)=0 的 解法 71 


表 2.10 线性 收 和 敛 序列 | p, | 














一 信 3360160009 









0.006530660 0.03938 7369 












| 

2 0.345239212 | -0.021904079 | -0.5$6119357 
了 0.379703093 40.012529805 | 一 0.373400269 
4 | 0.560064628 】 -0.007078663 | --0.563596551 
$ 0.3711724149 0.004028859 | 一 0.S6915S345 
0 | 0.304862947 」】 -0.002280343 | -0.566002341 






表 2.11 用 埃 特 金 全 过 程 得 到 的 序列 { q, | 









必 
| 0.307298989 0.000153699 
2 0.367193142 0U.00004985S2 
3 0.507159364 0.000016074 
4 0.50714845S3 0.000005163 
3 0.307144952 0.000001662 
6 0.307143825 0.000000534 





信 管 表 2.11 中 的 序列 | go | 为 线性 收敛 的 ,根据 定理 2.8, 它 比 {p,} 收敛 得 快 。 而 通常 通过 
去 特 金 方法 的 改进 , 收 敏 速度 甚至 比 它 更 快 。 把 不 动 点 迭代 和 埃 特 金 过程 结 合 起 来 的 方法 , 称 
为 斯 落 分 森 {Steffensen) 加 速 。 在 程序 2.7 和 习题 中 有 更 详细 的 描述 。 


2.5.2 米 勒 法 


由 于 米 勒 (Muller) 法 不 需要 计算 函数 的 导数 ,可 把 米 勒 法 看 成 审 线 法 的 广义 形式 。 米 其 法 
是 一 种 迭代 方法 ,需要 3 个 初始 点 (po ,FLpo)),(Pi ,pi)) 和 (Pi ,Ap ))。 构 造 一 个 抛物 线 经 
过 这 3 点 ,然后 利用 二 次 函数 求 下 一 个 近似 值 的 二 次 根 。 可 以 证 明 当 接近 一 个 单 根 时 米 勤 法 
比 割 线 法 收敛 得 快 ,而 且 基本 上 与 牛顿 法 一 样 快 。 此 方法 可 用 来 求 画 数 的 实数 零点 和 复数 和 
点 ,而 且 可 利用 复数 算术 。 

不 失 一 般 性 , 设 m 是 根 的 最 佳 近似 值 ,并 设 一 个 抛物 线 经 过 3 个 初始 点 ,如 图 2.17 所 示 。 
改变 变量 


1 一 一 疡 ? (9) 
使 用 的 差分 为 
/no = P0 一 忆 2， Al 三 六 一 Pa (10) 
届 包 含 变量 上 的 二 次 多 项 式 为 
yy 一 af 十 太 十 c (]1]) 
根据 每 一 点 可 得 到 一 个 包含 4a,8 和 *e 的 方程 : 
! 一 由 0: api 十 pho+c= 万 
1 一 /pi: dpi+pni+c= 万 (12) 
1 一 0: 00 十 p0 +<= 户 


从 方程 组 (12) 中 的 第 三 个 方程 ,可 看 到 
C 一 思 (13 ) 
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将 方程 组 (13) 代 和 方程 组 (12) 中 的 前 两 个 方程 ,并 利用 定义 eeo= 矿 -c 和 el= 片 -~-c, 可 得 到 线 
性 方程 组 


ah 十 bpo= 万 -c=e0 


2 (14) 
QHP1 十 DHi 三 力 一 Cc 一 2e] 


求解 线性 方程 组 可 得 
e0Ai 一 elpo0 
4 一 六 7 
An 一 /oni 13) 
eljax 一 e0pi 
本 Ajax 一 po 
下 列 二 次 式 用 来 求解 方程 (11) 的 根 : = z ,z): 
一 2C 16) 
2 三 一 -一 一- 
土 Vt2 一 4ac 
却 (16) 等 价 于 求 二 次 根 的 标准 公式 ,而 且 由 于 ec = 户 , 所 以 它 更 好 。 
y = /or) (PijpID) 
- 、 、 
。 NSN ,jp:)) 
App 
一 0 一 一 一 一 一 
一 一 一 由 一 一 一 人 
20 咏 1 忆 2 P3\、 
! 二 An ! 二 1 1 = 用 ! 三 之 


图 2.17 采用 米 勤 法 的 初始 近似 值 pe ,p; 和 户 ,以 及 差分 六 和 大 


为 了 确保 方法 的 稳定 性 ,需要 选择 式 (16) 中 绝对 值 最 小 的 根 。 如 果 》 > 0, 使 用 带 正 号 的 
根 ; 如 果 5 < 0, 使 用 带 负 号 的 根 。 则 六 如 图 2.17 所 示 ,表示 为 
P3 一 P2 十 Z (17) 
为 了 更 新 迭代 ,需要 从 jpo ,pi,pz} 中 选择 最 靠近 m 的 两 点 为 新 的 nm 和 m ( 即 放弃 离 P3 
最 远 的 一 点 )。 然 后 使 新 的 访 为 老 的 记 。 尽 管 在 米 勒 法 中 有 许多 辅助 计算 ,但 它 的 每 个 迭代 
只 需要 计算 一 个 函数 。 
如 采 利 用 米 勤 法 求 方程 /x) =0 的 实数 根 ,可 能 会 遇 到 复数 近似 值 ,因为 式 (16) 中 的 平方 
候 可 能 是 复数 ( 虚 部 为 零 )。 在 这 些 情 况 下 , 虚 部 很 小 ,可 设 为 零 ,使 得 只 需 对 实数 进行 计算 。 


2.5.3 方法 之 问 的 比较 
斯 带 分 森 法 可 与 牛顿 - 拉夫 森 不 动 点 函数 gtxz)=x-x)/f(x) 一 起 使 用 。 在 下 面 的 两 
个 例子 中 ,对 多 项 式 Kx) = 衬 -3x+2 求 根 。 牛 顿 - 拉夫 森 函 数 是 gx)=(2x -2)/(3x -3)。 
当 在 程序 2.7 中 使 用 这 个 函数 时 ,可 得 到 在 表 2.12 和 表 2 .13 中 “结合 牛顿 法 的 斯 蒂 芬 森 法 ” 栏 
日 下 的 计算 结果 。 例 如 ,从 me = -2.4 开 始 , 通 过 计算 可 得 
pl = 8(po) = 一 2.076190476 (18) 
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各 


1.004844737 


p2? 一 &CPDI) = 一 2.003396011 


则 通过 埃 特 金 法 可 得 p; = - 1.982618143。 
裹 2.12 比较 靠近 单 根 处 不 同方 法 的 收 敛 性 





1.0004106075 





结合 牛顿 法 的 
K 斯 项 芬 森 法 
0 一 2.400000000 
] 一 2.400000000 --2.076190476 一 2.076190476 
2 一 2.106S98985 一 2.003S96011 一 2.003S96011 
3 一 2.022641412 一 1.98527S287 一 2.000008S89 一 1.982618143 
4 一 2.001511098 一 2.000334062 一 2.000000000 一 2.000204982 
5 一 2.000022537 一 2.000000218 一 2.000000028 
6 一 2.000000022 一 2.000002389 
7 一 2.000000000 
表 2.13 比较 靠近 二 重 根 处 不 同方 法 的 收敛 性 

结合 牛顿 法 的 
天 斯 蒂 芬 森 法 
0 1.200000000 
1 1.103030303 1.103030303 
2 1.138461538 1.052356417 1.0$23S6417 
3 1.083873738 1.003076923 1.026400814 0.996890433 
4 1.0S3093854 1.003838922 1.0132S7734 0.998446023 
$ 1.0328S$3156 1.000027140 1.006643418 0.999223213 
6 1.020429426 0.999997914 1.00332S375 0.999999193 
7 1.012648627 0.999999747 1.001663607 0.999999597 
8 1.007832124 1.000000000 1.000832034 0.999999798 
9 0.999999999 


(19) 


例 2.19 ( 售 近 单 根 处 的 收敛 性 ) 当 函 数 F(x)= 妇 -3x+2 靠 近 单 根 p = -2 处 时 ,对 各 种 方 


法 进行 比较 。 

解 : 求 此 函数 根 的 牛顿 法 和 割 线 法 ,分 别 如 例 2.14 和 例 2.16 所 示 。 表 2.12 对 不 同方 法 的 

计算 结果 进行 了 总 结 。 国 
例 2.20( 靠 近 二 重 根 处 的 收敛 性 ) 当 函 数 F(x) = 和 妇 -3x+2 靠 近 二 重 根 p =1 处 时 ,对 各 种 

方法 进行 比较 。 表 2.13 给 出 了 各 种 计算 结果 的 汇总 。 国 


牛顿 法 是 求解 单 根 的 最 好 选择 (如 表 2.12 所 示 )。 对 于 二 重 根 情况 , 米 勤 法 或 结合 牛顿 - 拉 
夫 森 公式 的 斯 蒂 芬 森 法 是 好 的 选择 (如 表 2.13 所 示 )。 需 要 注意 , 当 序列 | ”| 收敛 时 ,在 埃 特 爹 加 
速 公 式 (4) 中 可 能 发 生 被 零 除 。 在 这 种 情况 下 ,最 后 计算 出 的 近似 值 可 作为 函数 零点 的 近似 值 。 

在 下 面 的 程序 中 ,由 结合 牛顿 - 拉夫 森 公 式 的 斯 蒂 芬 森 法 生成 的 序列 { | 存储 在 矩阵 g 
中 ,矩阵 C 有 maxl 行 3 列 。@ 的 第 一 列 包含 根 的 初始 近似 值 和 由 埃 特 人 金 加 速 法 (4) 生 成 
的 项 ,pepa…。@ 的 第 二 列 和 第 三 列 包含 由 牛顿 法 生成 的 项 。 程 序 的 终止 判别 条 件 
是 基于 @ 的 第 一 列 中 的 连续 项 的 差 值 。 
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程序 2.7( 斯 蒂 芬 森 加 速 法 ) 给 定 初 始 近似 值 po ,快速 如 找 不 动 点 方程 YY=g(Cx) 的 解 ,假设 
z(x) 和 8 (x) 是 连续 的 ,而 旺 1g' (xz)1<1, 通 常 的 不 动 点 迭代 缓慢 (线性 ) 收 化 到 p。 
function [lp,Qj=steff(ft,df,p0,delta,epsilion,max1I) 


/ 


ApIDpPuLt - ff is the object function input as a String 'T， 


-~ df is the derivative of ft input as a String )df， 

~ PO is the linitial apProximnation to a Zero of 工 

~ delta 1i8 the tolerance ftor Pp0 

-~ epsilon i8 the tolerance for the function Values y 
-~ maxl 18 tbhe maximnumn numnber of iterations 


phDOutput ~- P is the Steffensen approximation to the Zero 


~ Q is the matrix containing the Steffensen sequence 


%TInitialize the matrix R 
R=zeros (maxl ,3) ; 

RC1 ,1)=PpO; 

for KK=1:maxi 


for j=2:3 


ADenominator in Newton-Rapheson method is calculated 
nrdenom=feval(df ,R(k,j-1)) ; 


pcCalculate Newton-Raphson approximations 
It nrQenom== 
Qivision by Zero in Newton-Raphson method， 
break 
eLSe 
R(k ,j)=RGk,j-1)-feval(f,RGKk,j-ti))VXnrdenonm，; 
end 


hpDenominator in Aitken?s Acceleration process _ calculated 
aadenom=R(Kk,3)-2*R(k,2)+RCGK,1) ; 


hphCalculate Aitken:Ss Acceleration approximationg 
it aadenomn==0 
Qivision by zero in Aitken:Ss Acceleration， 
breark 
esSe 
R(K+1,1)=RKk,1)-(RGK,2)-RGk,1))>~2/aadenom， 
ena 


end 


hpEnd program if division by zero occurred 
if (nrdenom==0) | (aadenom==0) 


breakr 


end 


khStopping criteria are evaluated 
eITIT=ab8(4RGK,1)-RCGKk+li,1)); 
relerI=erT/(abs(R(k+1l ,1))+deltal) ， 
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Yy=feval(CIT ,RCK+T 1) ) ; 

if (err<delta) | (relerr<delta)j(y<epsilon) 
% P and the matrix Q are deternmined 
pP=R(k+1l1 ,1) ; 
Q=RL1L:K+l，:); 
break 

end 


enda 


程序 2.8( 米 勒 法 ) 给 定 3 个 初始 近似 值 mm ,pi 和 户 , 求 方程 FLz) =0 的 根 。 


function [p,y,err]=muller(t,p0,p1,p2,delta epsilon ,max1) 


hphInput ~ ff is the object function input as a string ?ff， 


hp 
放 
1 


- PP0，Pl1，and p2 are the initial approxiamations 

~ delta is the tolerance for pP0，Ppl1，and Pp2 

-~ epsllon the the tolerance for the function Value8 yY 
-~ maxl is the maximun nmnber of iterations 


ADOutput - P is the Muller approximation to the Zero of ff 


礁 
放 


- y is the function value y = f(P) 
~ SIT 15 the error in the approximation of P，. 


4hInitialize the matrices P and YY 
P=[pP0 pl p2] ; 

Y=feval(f ,P) ， 

AhCaliculate a and bb in ftormula 《15) 
for K=1:max1 


hoO=P(1)~P(3) ;hl=P(2)-P(3) ;e0=Y(t1)-Y(3) ;el=Y(2)-Y(3) ;c=Y(3) ; 
denoim=hiyrho”~2-hO*rhi ”2 ， 

a=(e0*hl1-etxh0)/denonm ， 

b=(el*yxh0”"2-e0*hl“2)/denoam; 


4hSuppress any complex roots 
tf b ”2-4*+*akykcCc > DO 
disc=SqIrt(b ”~2-4*+a 本 C) ; 
elLSe 
disc=OoO ; 
GDnd 
phFind the Smallest root of (17) 
If pe<0O 
disc=-disc，; 
enDad 
=-2*Cc/A(b+discy) ; 
P=P(3)+Z; 
ASort the entries of P to find the twWo closegt to P 
if abs(p-P(2))<abs(P-P(1)) 
Q=[P(2) PC(i) P(3)] ; 
PE=Q; 
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Y=feval(f ,P) ; 
enda 
if abs (P-P(3))<abs(4P-P(2) ) 
R=[fP(t) P(3) P(2)] ; 
P= 有 只 ; 
Y=feval(f ,P) ; 
ena 
AhReplace the entry of P that Was farthest from P VWith P 
P(3) =Pp ; 
Y(3) = feval(f,P(3)) ; 
V=Y(3) ; 


hpDetermine StopPing criteria 

err=abs8(Z) ; 

relerr=err/(abs(P)+delta) ; 

if (err<delta) | (relerr<deltal) | (abs(y)<epsilon) 


break 
end 
end 
2.5.4 习题 
1. 求 Ap, ,其 中 
(a) pp, = (b)p, =6n+2 (c)p =m(n+l) 
2。 居 六 =21+1, 求 Ap ,其 中 


(a) 大 =2 (b) 大 =3 (c) 大 =4 


3. 议 m = 1/2"。 证 明 对 所 有 普 有 9, =0, 其 中 g, 由 公式 (4) 给 出 。 


少 


eeN\  ( 


贡 记 =ln。 证 明 对 所 有 mm 有 9q, =1(2n +2) ,而 且 收 义 性 基本 没有 加 速 。 是 否 | p， 线性 收 
敛 到 0? 为 什么 ? 


. 设 忆 =JL(2 -1)。 证 明 对 所 有 普 有 9 =1(4*+1_ 1)。 
:序列 m = 1(4" + 4 ) 线 性 收敛 到 0。 利用 埃 特 金 公式 (4) 求 9 ,9 和 w ,从 而 加 速 收 全 


| 9 
-0.264375427 


Ch 人 | 一 | 怠 | 冯 


. 从 po =2.5 开 始 , 使 用 函数 g(x) = (6+ 和 )“， 由 不 动 点 迭代 生成 的 序列 { 线性 收敛 到 p = 3。 


利用 埃 特 金 公式 (4) 求 解 9 ,9 和 9 ,从 而 加 速 收敛。 


.人 po=3.14 开 始 ,使 用 函数 g(*) = in(x) +2， 由 不 动 点 迭代 生成 的 序列 {p,} 线 性 收 伍 到 


万 > 3. 1419322 。 利用 埃 特 金 公式 (4) 求 解 过 1， q 和 地 3 ,从 而 加 速 收 伍 。 


10 . 


1 


18 


翅 . 
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.对 于 方程 coe(x) -1=0, 牛 顿 - 拉 夫 和 森 函 数 是 g(x*)=x%- (1-cos(x))/sin(x)=x -tan(x/2)。 


从 岂 0 二 0.4 开始 ,利用 结合 z(x) 的 斯 蒂 分 森 法 ,求解 电 1 , p; 和 吕 3 , 册 求 解 忆 4 另 5 利 六 6o 
序列 的 收 钱 性 。 埃 特 金 法 可 用 来 加 速 序列 的 收 敏 性。 如 果 序 列 的 第 个 部 分 和 是 


4 一 》 帮 
类 一 | 


证 明 利用 埃 特 金 法 导出 的 序列 为 
hn+i 


7 = 中 十 一 一 上 
An 二 1 一 上 r 十 2 


在 习题 11 到 习题 14 中 ,利用 埃 特 金 法 和 习题 10 的 结果 加 速 序列 的 收敛 。 
S.。 = >) (0.99) 


,35 = 十 
= 利用 米 勒 法 求 方程 Kxz)= 生 -xz -2 的 根 。 从 pg =1.0,p =1.2 和 p=1.4 开 始 , 求 pi ,p， 


和 ps。 


a 利用 米 勤 法 求 方程 Ax ) = 42X- 6 的 根 。 从 忆 0 =4.0，, pi =4.1 和 六 7 =4.2 开始 , 求 D3，P4 


和 ps。 


. 设 1p.| 和 1t9.| 是 任意 两 个 实数 序列 。 证 明 


(a) ALp, +g) =Ap+Adq， 
(b) ALpsdq,) = PiAd。 + 9 Ap。 
对 公式 (8) 右 边 增 加 项 pa 和 忆 ， 十 了 ,证 明 下 列 公 式 与 其 等 价 : 


(Lpn+2 一 Pr+D) 加 


su 2 一 -一 
和 Prn+2 一 <Pn+l1 十 Pr 


理 


设 和 迭代 过 程 中 的 误差 满足 关系 式 已 ,, = KE, ,其 中 天 是 某 些 常量, 而 且 1K1 < 1。 
(a) 求 交 ， 的 表达 式 , 其 中 包含 五 ,天 和 Po 
(b) 求 最 小 整数 W 的 表达 式 , 满 足 1 大 1<10”。 


2.5.5 算法 与 程序 
1. 利用 斯 蒂 分 森 法 ,初始 近似 值 pu = 0.5, 求 解 xz)=x-sn(x) 的 零点 近似 值 ,精确 到 小 数 


点 后 10 位 。 


2. 利用 斯 鞍 芬 森 法 ,初始 近似 值 mn = 0.5 ,求解 Kx) = sin( 呈 ) 的 最 接近 0.5 的 零点 近似 值 , 精 


确 到 小 数 点 后 10 位 。 
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3. 利用 米 勒 法 ,初始 近似 值 pm = 1.$,p = 1.4,m =1.3, 求 解 Kx) =1+2x -tan(x) 的 零点 ， 
精确 到 小 数 点 后 12 位 。 

4. 在 程序 2.8( 米 勒 法 ) 中 ,用 po,pP 和 疡 初始 化 一 个 1x3 移 阵 已 。 在 循环 结尾 处 , pm ,pm 或 
己 中 的 一 个 被 新 的 零点 近似 值 替 换 。 这 个 过 程 一 直 持续 到 满足 终止 判别 条 件 上 = 天 为 
止 。 修 改 程序 2.8 ,使 得 除了 P 和 er 外 ,还 将 产生 一 个 (KE+ 1) x3 和 抢 阵 CQ,O 的 第 一 行 包 
含 1 x 3 矩阵 尸 , 忆 中 的 值 为 零点 的 初始 近似 值 。C 的 第 大 行 包 含 由 3 个 零点 近似 值 构成 
的 第 大 个 集合 。 

使 用 修改 过 的 程序 2.8 和 初始 近似 值 nm = 2.4,m = 2.3, p = 2.2, 求 解 F(x) = 
3 cos(x) +2 sin(x) 的 零点 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 
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在 第 一 卦 限 (octant) 内 ,3 个 平面 (plane) 形 成 一 个 立体 的 边 ,如 图 3.1 所 示 。 设 3 个 平面 的 

方程 为 

下 本 忆 中 2 一 9 

XxX 十 4 十 z 三 4 

玉 十 YY 十 故 三 3 
3 个 平面 的 交点 坐标 是 什么 ?可 用 高 斯 消去 法 求 出 线性 方程 组 的 解 

X 一 0.76， yy = 0.68， 2 
在 这 一 章 中 ,主要 研究 求解 线性 方程 组 的 数值 解法 。 
0.0 


AAA 


0.0 





2 1.0 


图 3.1 3 个 平面 的 交 


3.1 回 量 和 德 阵 简介 


一 个 Y 维 实数 向 量 天 是 w 个 实数 的 有 序 集合 ,通常 写成 坐标 形式 
是 一 (CX1,X2，……，,XN) 〔 工 ) 
其 中 数 xm ,w ，… 和 xn 称 为 天 的 坐标 或 分 量 。 包 含 所 有 N 维 问 量 的 集合 称 为 V 维 空间 。 当 


一 个 向 量 用 来 表示 空间 中 的 一 点 或 位 置 时 , 称 之 为 位 置 向 量 (position vector) 当 它 用 来 表示 
至 间 两 点 的 移动 时 , 则 称 之 为 偏 移 向 量 ( displacement vector) 。 
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设 另 一 个 向 量 为 了 = (7 ,和 ，…，,yw)。 两 个 向 量 下 和 了 相等 当 且 仅 妆 它们 对 应 的 分 量 相 
等 ,表示 为 


三 =Y 当 且 仅 当 帮 二 其 中 = 2 〈2) 
问 量 天 与 了 的 和 是 它们 的 对 应 分 量 分 别 相 加 得 到 的 向 量 ,表示 为 
且 十 主人 CI 十 车 和 十 办 AN 十》N) (3) 
四 量 导 的 取 负 可 通过 将 它 的 所 有 分 量 取 负 得 到 ,表示 为 : 
一 是 一 《一 X1 一 22，…， 一 XN) (4) 
7Y - 芭 的 差 可 通过 将 它们 的 对 应 分 量 相 减 得 到 ,表示 为 : 
:了 一 冬 一 (1 一 xl 一 如 yyN 一 XN) (S) 
N 维 空 间 服 从 代数 性 质 
》 一 站 二 了 十 (一 基 ) 〈6) 
如 果 “ 是 实数 (标量 ) , 则 定义 标量 乘积 c 为 : 
CC 入 一 (CX1 CX2，… ，CXN) (7) 
如 果 ec 和 df 是 标量 , 则 加 权 和 co + dy 称 为 不 和 了 的 线性 组 合 ,表示 为 
C 直 十 dy = (cxrl 十 dy cz2 十 d2 pcCXN 十 dyN) (8) 
对 和 7 的 把 积 是 一 个 标量 值 (实数 ) ,定义 为 
天 .了 一 XIyi 十 X272 十 …: 十 XNYN 《9) 
问 量 二 的 范 数 (或 长 度 ) 定 义 为 
上 = CCc 十 太 十 十 XU (10) 


式 (10) 称 为 向 量 节 的 欧 几 里 得 范 数 (或 长 度 ) 。 
当 1lc1 > 1 时 ,标量 乘积 of 拉 伸 向 量 丰 ; 当 1cl < 1 时 ,标量 乘积 史 压缩 向 量 无 。 这 可 通过 
式 (10) 看 出 : 
lc 天 | = (cx 十 cx 十 十 c2x2)12 
= |clGci 十 好 十 十 22)172 一 |c 上 于 | 
企 点 积 和 向 量 的 范 数 之 间 存 在 一 个 重要 的 关系 。 如 果 对 式 (10) 两 边 平方 ， 并 在 去 (9) 中 用 
天 蔡 换 了 ,可 得 


(1) 


上 有 上 手 三 和 十 奢 十 :十 友 一 四. 天 (12) 
如 果 互 和 了 是 位 置 向 量 , 位 于 N 维 空间 中 的 点 (x， ,XU 和 (yy ), 则 从 于 
到 了 的 仙 移 向 量 是 它们 的 差 
y 一 无 (从 位 置 瑟 到 位 置 了 的 偏 移 ) (13) 
注意 ,如 果 一 个 粒子 从 位 置 系 开 始 , 沿 偏 移 了 -三 移动 , 则 它 的 新 位 置 为 了 这 可 通过 如 下 的 


问 量 和 得 到 ; 
7 一 尼 十 (了 一 大 ) (14 ) 


利用 式 (10) 和 式 (13) ,可 得 到 w 维 空间 中 两 点 的 距离 公式 。 
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1712 
上 一 砷 = (On 一 xD02+02 一 x+ 十 ON 一 xz)?) (15) 


当 用 公式 (419) 计 算 两 点 间 的 距离 时 , 称 这 些 点 位 于 和 维 欧 几 里 得 空间 。 
例 3.1 设 瑟 =(2,-3,5, -1) 和 =(6,1,2, -4)。 上 述 概念 可 用 下 列 4 维 空间 的 向 量 计 算 
表示 。 


和 下 十 了 = (8, 一 2,.7. 一 9) 
差 是 一 上 三 (--4, 一 4 3, 3) 
标量 冬 3 在 = (6, --9, 15, 一 3) 
长 度 | 下 | = (4 十 9 十 2 十 1 一 391 
点 积 厂 . 了 =12--3+10 上 +4=23 
从 下 到 了 的 偏 移 y 一 下 一 (4.4, 一 3. 一 3 
从 开 到 了 的 距离 上 7 一 和 =(16+16 十 9 十 9V2 = 5012 加 
有 时 将 行 向 量 写成 列 向 量 更 有 用 ,例如 
必 ] yY1 
2 J2 
4=| : 和 工 =| . (16) 
AN yN 
则 线性 组 合 c 咏 + dy 可 表示 为 
CX1 十 CTY1 
cx2 十 dy 
CC 是 十 过 了 一 “ (17) 
CxN 十 GyN 


在 式 (17) 中 ,通过 适当 选择 c 和 ,可 得 到 和 1X + 17, 差 1 - 17 以 及 标量 乘积 < 下 +07。 
使 用 上 标 ”“ ”表示 向 量 的 转 置 ,即行 向 量变 成 列 向 量 , 反 之 亦 然 。 


产 


避 才 ] 
， 水 了 7 攻 2 
lz,XN) 一 | . 和 . |] = 人 Gil xz XN) (18) 
二 人 二 人 
问 量 的 集合 有 零 元 素 0 ,定义 为 
和 一 (0 0, .…… ,0) (19 ) 


定理 3.1( 向 量 代 数 ) 设 瑟 ,了 和 Z 是 N 维 向 量 ,a 和 吕 是 标量 (实数 )。 向 重 加 和 标量 乘积 有 
如 下 性 质 : 


7+ 下 = 成 + 了 交换 律 (20) 
0+ 瑟 = 天 = 五 +0 加 法 单位 元 (21 ) 
龙 一 天 = 下 +( 一 克 ) =0 加 法 道 元 (22 ) 
( 瑟 + 了 )+Z= 瑟 +( 了 +Z) 结合 律 (23) 
(ae + 有 8) 居 = aq 于 +8X 标量 分 配 律 (24) 
Q&( 下 + 了)=aX+ay 何 量 分 配 律 〈25 ) 


abXE) =( 嘱 ) 天 标 重 结合 律 (26) 


站 en 
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3.1.1 和 天 阵 和 二 维 数 组 


一 个 抢 阵 是 数字 按 行列 分 布 的 矩形 数组 。 一 个 抢 阵 有 1M 行 和 六 列 , 称 为 MHxAWN 抢 阵 。 
大 写字 母 4 表示 和 拖 阵 ,小写 带 下 标 字母 wo, 表 示 构 成 矩阵 的 一 个 数 。 和 扼 阵 可 表示 为 
4=[arwNhxNw 其 中 1 过 1 过 计 1 往往 人 (27) 
这 里 o 是 位 于 (7 即 存储 在 矩阵 的 第 关 行 和 第 列 上 ) 的 数 。 将 ww 作为 位 于 (zi 方 的 元 素 。 
其 扩展 形式 为 


Cl  GI2 CT1 EN 
CC21 GCC22 C2 1 2 
行 于 一 ap ，。。 oj ，。。 0 = 人 4 (28 ) 
oaMl al ay 
个 
列 7 
ixA 和 矩阵 4 的 行 是 维 向 量 : 
太 ， 一 (Qil1, 0i2……，GiN) 其 中 = 1， 2， 四 杀 (29 ) 
式 (29) 中 的 行 向 量 也 可 看 成 是 1x w 和 矩阵。 将 Mx N 和 矩阵 4 分 解 成 1 块 ( 子 矩阵 ) 即 形 
成 1 x N 和 矩阵 。 
在 这 种 情况 下 ,可 将 4 表示 为 一 个 Nx1 和 扼 阵 ,而 矩阵 包含 1x 六 行 矩 阵 太 , 即 
Y 1 
2 
太一 一 | Y? .……、 Yi .….， YMw] (30) 
多 
同 理 ,MH x 六 和 矩阵 4 的 列 形 成 xl1 惩 阵 ; 
C11 Q11 QIN 
CL2 1 C21) 02N 
L 1 一 ， ，。。， Li) 三 ， ，。,。 ， LN 一 (31) 
oili CAMf1 ah 
在 这 种 情况 下 ,可 将 4 表示 成 由 ix 1 列 矩阵 C 构成 的 1x N 矩阵 : 
4=[CL CC Cn] (32) 
例 3.2 标识 下 列 4x3 矩 阵 的 行 矩 阵 和 列 给 阵 : 


2 4 
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4 个 行 短 阵 为 Vi=[-2 4 9],mm=[5 -7 1,V=[0 -3 8] 和 Www=[-4 
6 -5]。3 个 列 给 阵 为 


_ 4 9 
9 一 7 ] 
CC 1 一 0 | (2 一 3 人 3 一 8 
一 4 6 一 4 
人 可 用 这 些 纸 阵 进行 表示 : 
YY 1 
4=| 72 =[Cl C2 C3j] 本 
= | v: 
Y 4 


设 4 = [oy]jwxw 和 召 = [ 司 ]wxw 为 两 个 同 维 失 阵 。4 与 如 相等 当 且 仅 当 两 者 每 个 对 应 元 
素 相 等 , 即 


4= 妨 当 且 仅 当 0ij 一 以) 其 中 1 科 1 和 AM, 1 乏 ) 入 (33) 
两 个 x AN 和 拖 阵 4 与 召 的 和 的 定义 如 下 ; 
4 十 如 = [oj +b]yxvw 其 中 1 和 ii 和 M, 1 入 ) 过 N (34) 
矩阵 4 取 负 可 通过 对 4 中 每 个 元 素 取 负 得 到 : 
-和 =[-aij]wxw 其 中 1 系 入 M,， 1 和) 入 N (35) 
4 -如 可 通过 求 对 应 分 量 的 差 得 到 ; 
入 一 号 三 [ai 一 5 N 其 中 工 和 入 AM 1 入 /入 义 (36 ) 
如 果 。 是 实数 (标量 ) ,可 定义 标量 乘积 ch 为 ; 
C4= [cajjwxw 其 中 1 和 1 和 MISS 和 N (37) 
如 果 P 和 9 是 标量 ,加 权 和 mh + 48 称 为 矩阵 4 和 有 妨 的 线性 组 合 ,表示 为 
p4 十 4 用 = [paij 十 dgb0]xN 其 中 1 工 委 1 入 MI 和 ) 过 N (38) 
MHx wN 和 零 息 阵 由 零 元 素 构成 : 
0 一 [0wxx (39) 


例 3.3 求 答 阵 乘 24 和 3, 以 及 线性 组 合 24 -3 盏 ,4 和 轨 的 值 如 下 所 示 ， 


一 ] 了 一 2 3 
3 一 4 一 9 7 


利用 公式 (37) ,可 得 


线性 组 合 24 -3 好 为 ， 
-2+6 4-9 4 -5 
24 一 38 王 | 14 一 3 10 上 +121= |11] 22 峡 
0 十 27 一 8 一 2] 33 一 29 


定理 3.2( 珑 阵 加 ) 设 4, 刀 和 C 是 MxN 纸 阵 ,p 和 0 为 标量 。 给 阵 加 和 标量 乘积 有 如 下 性 质 : 
及 +4=4+ 马 交换 律 (40) 





3. 


jms 


kw 


ca 


( 
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0+4=4=4+0 加 法 单位 元 

4-4=4+(-4)=0 加 法 逆 元 

(4+ 台 )+C=A4+( 有 +TC) 结合 律 

(p+9q)4=ph+d4 标量 分 配 律 

p(4+ 劝 ) =p4+ 呈 和 给 阵 分 配 律 

pP(4d4) =( pg)4 标量 结合 律 
1.2 ”习题 


误 励 读 者 手工 计算 或 用 MATLAB 进行 下 面 的 练习 。 


和 (g) ||7Y-4 瑟 | 。 

(i) 瑟 =(3,-4) 和 YY=(--2,8) 

Gi) X=(-6,3,2) 和 =(-8,5,1) 

(ii) 和 =(4, -8,1) 和 了 =(1, -12，- 13) 
(iv) 瑟 =(1,-2,4,2) 和 = (3,， - 5， 一 4,0) 


, 利用 余弦 定律 ,可 证 明 两 个 向 量 蕊 和 了 之 和 间 的 角度 6 可 用 如 下 关系 式 表示 : 


大 、 下 
?se 
使 用 下 列 向 量 , 求 向 量 间 的 角度 (用 弧度 单位 )。 
(a) 不 =(-6,3,2) 和 了 了 = (2, -2,1) 
(pb) 瑟 =(4,-8,1) 和 TY=(3,4,12) 


. 如 果 两 个 向 量 大 和 YY 之 间 的 角度 为 /2 , 则 称 这 两 个 向 量 正 交 ( 垂 直 )。 


(a) 证 明和 7Y 正 交 , 当 且 仅 当下 .了 = 0。 

利用 (a) 的 结论 判定 下 列 向 量 是 否 正 交 。 

(b) 天 =(-6,4,2) 和 了 = (6,$,8) 

(c) 怀 =(-4,8,3) 和 了 =(2,5,16) 

(d) 天 =(-5,7,2) 和 了 =(4,1.6) 

(e) 求 与 向 量 导 = (1,2, -S$) 正 交 的 两 个 不 同 向量 。 


. 对 下 列 矩 阵 ,求解 (a) 4+B;(b) 4- 玉 和 (ec)34 -2 有 


一 1 9 4 -4 9 2 
一 2 -3 -6|， 男 一 3 一 $ 7 1 
0 5$ 7 8 ] 一 6 


果 信 = [ ay] N 皇 太 / 一 [bj ww , 则 相应 元 素 满足 关系 式 


or = 其 中 1 和 i 委 MI 过) 入 N 


求 下 列 矩 阵 的 转 置 。 
-2 SS 12 
1 3 4 9 2 
(a)| 7 0 46 (b) 5 7 
IL -3 1 


(41) 
(42) 
(43) 
(44) 
〈45 ) 
(46 ) 


. 给 定 如 下 辐 量 大 和 了 ,求解 (a) 下 + 了;(b) 天- 了;(ec) 3X;(d) | 下 | ;ie) 7 了 -4 天 (位 下 .了 


' MxN 惩 阵 4 的 转 置 表示 为 4' ,通过 将 4 的 行 变 成 4' 的 列 构成 W x M 抢 阵 。 也 就 是 说 ,如 
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6. 如 果 N x N 方 阵 4 满足 4 = 4 (参见 习题 $ 中 对 4 的 定义 ) , 则 称 4 为 对 称 和 矩阵 。 判 断 下 
列 方 阵 是 否 对 称 。 


1] -7 4 4 -/ 1 
(al) 区 < 1 (b)IO 2 一 / 
4 0 3 3 0 14 


1 : 一/ 
三 [ai ， ij 二 ,， ， 。，，， 
(ec ) [ax 其 中 05 李 1 天/ 


coStT 一 


(d) 4 = [aijjwxNw， 其 中 必 i = | 7 
7. 证 明 征 理 3.1 中 的 命题 (20) ,命题 (24) 和 命题 (25) 。 


3.2 向 量 和 和 拖 阵 的 性 质 
变量 * ,* ，…,xw 的 线性 组 合 为 


CI1X1 十 Q2X2 十 … 十 GNXN (1 ) 
其 中 m 是 x 的 系数 ,下 =1,2，…… mV。 
将 线性 组 合 (1) 赋 一 个 给 定 值 可 得 到 关于 xx ,x: ，…,xw 的 线性 方程 ,表示 为 
QIXI 十 C2X2 十 … :十 CNXN 一 必 (2) 
线性 方程 组 经 常 出 现 ,而 且 如 果 有 1 个 方程 , w 个 未 知 数 , 则 它 可 表示 为 
CIIX1I 十 Ci2X2 十 … 十 CINXN 瑟 
0421X1 十 022X72 十 … 十 C2NXN 一 Po 


(3) 


CQKIX1 十 Qk2X2 十 … 十 GKNXN 一 8 


CMIXI 十 QMH2X2 十 … 十 QMNXN 三 六 M 

为 了 清楚 表示 每 个 方程 的 不 同系 数 , 必须 使 用 两 个 下 标 (K, 门 。 第 一 个 下 标定 位 方程 大 
第 二 个 下 标定 位 变量 Mi o 

线性 方程 组 (3) 的 解 是 同时 满足 方程 组 中 所 有 方程 的 一 组 数值 * ,w ,…,x ,因此 可 将 解 
表示 为 N 维 向 量 ; 

下 一 (X1, 2 ，XN) (4) 

例 3.4 混凝土 是 水 泥 、 沙 子 和 砂砾 构成 的 混合 物 。 发 行商 有 三 批 选择 给 承包 人 。 第 一 批 所 

包含 的 水 泥 、 沙 子 和 砂砾 的 比例 为 118,3/8,4/8; 第 二 批 的 比例 是 2/10,5/10,3/10; 第 三 批 的 

比例 是 2/$ ,3/$ ,0/S。 

解 : 设 zi ,xz ,xs 表示 每 批 中 原料 的 数量 ,单位 为 立方 码 中 ,它们 的 总 量 为 10 立方 码 。， 水 泥 、 沙 

子 和 砂砾 的 数量 分 别 为 六 =2.3,85 =4.8,b =2.9。 则 关于 这 三 种 成 分 的 线性 方程 组 为 


由 1 码 (yard) =0.9144 mm 一 一 编者 注 。 
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0.123X1 十 0.200x2 十 0.400x3 一 2.3 (水 泥 ) 
0.37Sxi 十 0.500x2z 十 0.600x3 = 4.8 (沙子 ) (5) 
0.300x1 十 0.300x2 十 0.000x3 一 2.9 (砂砾 ) 
线性 方程 组 ($) 的 解 为 xi =4,x; =3,xji =3。 可 将 它们 直接 代入 方程 组 中 进行 检验 :; 
(0.125)(4) 十 (0.200)(3) 十 (0.400)(3) = 2.3 
(0.375)(4) 二 (0.S00)(3) 十 (0.600)(3) = 4.8 
(0.500)(4) 十 (0.300)(3) 十 (0.000)(3) = 2.9 国 


3.2.1 和 矩 阵 乘 


定义 3.1 如 果 4=[asjuwxw 和 如 =[ 如 ]wxp,4 的 列 数 和 加 的 行 数 相等 , 则 矩阵 胰 积 4 万 为 
凡 x 答 阵 C: 


4 有 三 (C 三 [cry p (6) 
其 中 C 的 元 素 cj 是 4 的 第 i 行 与 召 的 第 ) 列 的 点 积 ， 
N 
cij 一 aikbj 一 Gilp 十 ai2b2) 十 十 QiNBDNi 《7 ) 
K=1 
其 中 5=12,……,M 且 =1,2…，, 忆 。 全 


例 3.S 使 用 下 列 矩 阵 求解 拭 阵 乘积 C= 4 有 ,说 明 为 何 再 4 无 定义 。 
2 3 5 -2 1 
4=| -| | 8 -| 8 时 
短 阵 4 有 两 列 ,给 阵 召 有 两 行 ,所 以 天 阵 乘积 4B 有 定义 。 2x2 憩 阵 和 2x3 矩 阵 的 乘积 
和 是 2x3 甜 阵 。 计算 过 程 如 下 ， 


2 31[$ -2? 1 
48=| 1 让 | 8 国 
-「 10+9 -4+24 2-18]_[9 20 -161_v 
= |-5+12 2+32 -1-24|1=|7 34 -255|= 


当 斌 图 计 工 矩阵 乘积 Bh 时 ,会 发 现 两 者 不 匹配 ,因为 及 的 行 是 3 维 向 量 ,而 是 的 列 是 、 


维 向 量 。 因 此 轨 的 第 行 与 4 的 第 天 列 的 点 积 没有 定义 - 国 
如 果 4B = B4 , 则 称 4 与 下 可 交换 。 而 且 即 使 48 与 34 都 有 定义 ,它们 的 乘积 也 未 必 
一 样 。 


现在 讨论 怎样 使 用 矩阵 表示 一 个 线性 方程 组 。 线 性 方程 组 (3) 中 的 线性 方程 可 写成 一 个 
矩阵 乘积 。 系 数 保存 在 改 x W 矩阵 4( 称 为 系数 矩阵) 中 ,而 未 知 数 xj 保存 在 xl 和 扼 阵 天 
中 。 和 常数 六 存储 在 W x 1 矩阵 吾 中 。 根 据 惯 例 , 使 用 列 和 矩阵 表示 下 和 召 ,表示 为 


CI CGI2 :0 alN Xl D1 
41 022 和 02) 02N X2 六 2 
4 | : : : : | -| :| 
Ckl CC2 0 七) Di 《8) 


0Ml CQMHM2 0M aaMNMN xzN DM 
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上 式 中 的 矩阵 有 乘 4 = 如 类 似 于 通常 向 量 的 点 积 ,因为 召 中 的 每 个 元 素 户 通过 矩阵 4 的 
第 开行 于 列 和 矩阵 天 的 点 积 得 到 。 
例 3.6 将 例 3.4 中 的 线性 方程 组 ($) 用 如 下 给 阵 乘积 表示 ,使 用 它 来 验证 [4 3 3]' 是 线性 方程 


组 405) 的 解 : 
0.123 0.200 0.400 | | xl .3 
0.375 0.500 0.600|| 刀 | = |148 (9) 
区 0.300 们 四 2.9 


为 了 验证 [4 3 3j 是 线性 方程 组 (5$) 的 解 ,必须 证 明 4[4 3 3]}'=[2.3 4.8 2.91'， 


0.125 0.200 0.400114 U. 十 0.6 十 1.2 2.3 
0.375 0.300 0.600|113|1=115+1.5 二 18| = | 48 


0.300 0.300 0.000 1 13 20 十 0.9 十 0.0 2.9 国 
3.2.2 ”特殊 和 矩阵 
元 素 全 为 零 的 MH x W 抢 阵 称 为 W x w 零 矩 阵 ,表示 为 
= [O]wxw (10) 


当 和 矩阵 维 数 明确 时 ,可 使 用 0 表示 零 矩 阵 。 
AN 阶 单 位 盾 阵 是 方 阵 ,表示 为 
1I， 【了 一/ 


0， 了 汉 ) 《11) 


4vw= 一 [ivwxw 其 中 = 


它 古 乘积 单位 和 抢 阵 ,通过 下 例 可 以 看 出 。 
例 3.7 设 4 是 2x3 拢 阵 , 则 了 4 =415 =4。4 左 乘 忆 的 结果 为 


| 1 4dIl Cl2 Cl13 211 十 电 cl12 十 0 413 十 0 一 4 
0 1 |azl azz Gd23 221 十 0 422 十 0 ad23 十 0 


4 右 磁 刀 .的 结果 为 


li 0 0 
四 al2 0G13 0 1 0 al 十 0 十 0 0+alz 十 0 0 十 0 十 al3 4 
021 0Q22 023 0 1 421 十 0 十 0 0 上 +az> 十 0 0 十 0 十 a23 | 本 


下 面 的 定理 给 出 了 矩阵 乘 的 一 些 性 质 。 
定理 3.3( 和 矩阵 乘 ) 设 e 是 一 个 标量 ,4 ,及 和 避 是 短 阵 ,而 且 对 应 的 天 阵 加 法 和 乘法 有 定义 , 则 


(CL4B)C=4(BC) 甜 阵 乘 的 结合 律 (12) 
4 =47= 4 单位 答 阵 (13) 
4( 刀 +C)=48+4C 左 分 配 律 (14) 
(4+B)C=4C+BC 人 (15 ) 
c(4B)=(c4h) 有 =4(coB) 量 结合 律 (16) 


3.2.3 非 奇 异 和 矩阵 的 逆 


矩阵 的 道 的 存在 需要 特殊 条 件 。 如 果 存 在 _ 个 Wx N 矩 陈 肪 潢 忆 
4 有 一 有 4 一 7 (17) 
则 称 wx w 和 扼 阵 4 是 非 奇异 的 或 可 逆 的 。 
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如 果 和 撼 阵 如 不 存在 , 则 称 4 是 奇异 矩阵 。 当 存在 妇 且 满足 关系 式 (17) , 则 称 召 是 4 的 逆 , 通 
常 表示 为 吾 =4 -1 ,并 使 用 相似 的 关系 式 : 
44-1 一 4-14 如 果 4 是 非 奇 异 矩 阵 (18) 
显而易见 ,至 少 存在 一 个 和 矩阵 召 可 满足 关系 式 (17)。 设 C 是 4 的 一 个 着 ( 即 4C = C4 = 了)， 
则 根据 性 质 (12) 和 人 性质 (13) ,有 
C=TC=(B4)IC=4C) = 有 7 = 了 


3.2.4 行列 式 
方 阵 4 的 行列 式 是 一 个 标量 值 (实数 ) ,表示 为 det(4) 或 141。 如 果 4 是 wx 和 矩阵 
Cl 坟 12 Ci 
C21 Cd22 Cd2N 
和 并 一 . . 
CN CN2 QUNN 
则 4 的 行列 式 表 示 为 

Ci CE2 1 
(2 ] 122 2 

det(4) 一 
CN CN CNN 


从 管 行列 式 的 表示 看 起 来 像 一 个 矩阵 ,但 它 的 性 质 完全 不 同 ,行列 式 是 一 个 标量 值 ( 实 数 )。 当 
N>3 时 ,根据 大 多 数 线性 代数 教材 中 定义 的 行列 式 det(4 ) ,不 易 计 算 它 的 值 。 下 面 将 回顾 如 何 
利用 代数 余子 式 扩 展 法 计算 行列 式 的 值 。 计 算 高 阶 行列 式 可 利用 高 斯 消去 法 ,参见 程序 3.3。 

如 朱 4=[o]j 是 1x1 和 矩阵 ,定义 det(4) = ai。 如 果 4 =[ajvw, 其 中 Nez2, 则 让 hh ， 
为 4 的 (W-1L)x(N-1l) 子 矩 阵 的 行列 式 , 子 矩 阵 是 通过 去 掉 和 矩阵 4 的 第 ; 行 和 第 / 列 构成 
的 。 行 列 式 hf; 称 为 必 的 余子 式 。4y 定义 为 4 = ( -197 , 称 为 we 的 代数 余子 式 。 这 样 
ANxAN 和 窍 阵 4 的 行列 式 表示 为 


AN 
det(4) 三 .0114 (第 ; 行 扩 展 ) (19 ) 


/一 ] 


N 
det(4) = 》 aij hi (第 7 列 扩展 ) (20) 


1 一 | 


让 莽 = 二 对 下 面 的 2x2 乞 阵 4 利用 公式 (19) 
网 四 四 2 
Cd21  L22 
可 得 到 det4 = au an - azaxe 下 面 的 例子 显示 如 何 利 用 式 (19) 和 式 (20) 递 归 地 将 计算 Nx 
矩阵 的 行列 式 简 化 为 计算 一 系列 的 2 x 2 行列 式 。 


例 3.8 设 上 =1, 利 用 式 (19) 计 算 天 阵 4 的 行列 式 , 然 后 设 太 =2, 利 用 式 (20) 计 算 和 矩阵 4 的 行 
列 式 。 
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2 3 8 
4 一 |-4 5 一 ] 
7 ~-0 9 


当 =1 时 ,利用 式 (19) 可 得 
3 一 | 一 4 ”一 ] 一 4 
tt4=O| | -9 7 中 +@| 7 
= (2)45 一 0) 一 (3)(--36 十 7) 十 (8)(24 -- 35) 
一 77 
当 ] =2 时 ,利用 公式 (20) 可 得 


-4 _1 
dat 一) 1 + 中 一 9 二 | 





一 77 时 


下 面 的 定理 给 出 了 当 4 为 方 阵 时 ,线性 方程 组 4 下 = 也 的 解 的 存在 性 和 惟一 性 的 充分 条 件 。 
定理 3.4 设 4 是 NxN 方 阵 ,下 列 命题 是 等 价 的 。 


给 定 任意 N xli 给 阵 如 ,线性 方程 组 4 下 = 下 有 惟一 解 。 (21 ) 
答 阵 4 是 非 奇 异 的 ( 即 4-! 存 在 )。 (22) 
方程 组 4 疏 =0 有 惟一 解 瑟 =0。 (23) 
det(4 ) 和 0。 《24 ) 


定理 3.3 和 定理 3.4 有 助 于 将 矩阵 代数 与 普通 代数 联系 起 来 。 如 果 命 题 (21) 为 真 , 则 命 
题 (22) 结 合 性 质 (12) 和 性 质 (13) 可 得 出 如 下 推论 ， 


4 下 = 四 4 -4 和 = 4- 史 =A4-1 (25 ) 


_ 1| 4 一 1 
1 一 - 
全- 引 -7 


和 推论 (2$) 求 解 线性 方程 组 4X = 男 ，: 


例 3.9 使 用 逆 珑 阵 


解 :利用 推论 (25) , 可 得 到 
_4-ip_1I[4 -If 1r31 ro6 
和 3 国 - 滴 - 隔 
批注 在 实际 计算 中 ,从 来 不 对 非 奇 蜡 矩 阵 的 逆 或 方 阵 的 行列 式 进行 数值 计算 。 这 些 概 念 主 要 用 
来 建立 解 的 存在 性 和 惟一 性 的 理论 “工具 ”, 或 作为 表示 线性 方程 组 的 解 的 数学 手段 ( 见 例 3.9)。 
3.2.5 平面 旋转 


设 4 是 3x3 和 矩阵 ,=fTx 了 zj 是 3xl 和 矩阵 , 则 乘积 Y=A4L 是 另 一 个 3x 和 抢 阵 。 
这 是 一 个 线性 变换 的 例子 ,这 可 以 在 计算 机 图 形 学 领域 中 找到 相应 的 应 用 。 和 矩阵 避 等 价 于 位 
置 问 量 0 = (x,y,z), 表 示 在 三 维 空间 中 一 个 点 的 位 置 ， 考虑 下 面 3 个 特殊 矩阵; 
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] 0 0 
民 .(a) 王 0 cos(e) 一 Sinfa) (26 ) 
0 SinfCc ] COS(C ) 
cos(D) 0 sin(P) 
尺 ,(B) 一 0 1 0 (27) 
一 Sin(B) 0 cos(B) 
cos() 一 Sin(y) 0 
民 :(7) 三 | sin(7) cos(7) 0 (28) 
O 0 ] 


表 3.1 连续 旋转 情况 下 立方 体 的 顶点 坐标 


w = 国 克 国 









(0.0,0)7 (0.000000. 0.000000. 0)/ (0.000000, 0.000000, 0.000000》/ 
(1.0,0)7/ (0.707107, 0.707107. 0 (0.612372, 0.707107, 一 0.353553)/ 
(0, 1, 07 (一 0.707107, 0.707107. 0 (一 0.612372, 0.707107, 0.3$35S3》/ 
(0.0, 1)/ (0.000000, 0.000000 ,1 (0.$00000, 0.000000, 0.866025y' 






(0.000000, 1.414214, 0)/ 
(0.707107. 0.707107, 1 
(一 0.707107, 0.707107, 
(0.000000, 1.414214,， 直 )/ 


(0.000000, 1.414214, 0.000000y 
(1.112372, 0.707107, 0.$124721/ 
(一 0.112372, 0.707107, 1.219579y/ 
(0.500000, 1.414214, 0.866025h/ 
定 阵 灵 .(a) , 民 ,(8) 和 民 ,(7) 分 别 用 来 以 角度 ,8 和 7 绕 * 轴 、y 轴 和 >z 轴 旋 转 。 它 们 的 
肥 相 为 展 、( 四 2 ), 尺 , 人 -有 B) 和 屎 《 人 > ) ,在 必 轴 、y 办 和 zx 轴 上 旋转 的 角度 分 别 为 一 必 ， -8 和 
- 7。 下面 的 例子 描述 了 这 些 情况 ,读者 可 做 进一步 研究 。 
例 3.10 一 个 单位 立方 体位 于 第 一 卦 限 ,一 个 顶点 位 于 坐标 原点 。 首 先 在 ; 轴 上 旋转 立方 体 ， 
旋转 角度 为 于 ;然后 以 入 在 y 轴 上 旋转 。 求 旋转 后 立方 体 的 形状 。 
解 : 第 一 次 旋转 的 变换 矩阵 如 下 所 示 : 
1 COS( 插 ) 一 sin(4) 0|1x 
Y 一 民 . 1 一】 忆 = 王 | sin( 式 ) cos() 0||y 
(二 0 0 4 1 | | 
0.707107 -0.707107 0.000000 | [>x 
一 | 0.707107 0.707107 ”0.000000 | | y 
0.000000 0.000000 “1.000000 Z 
第 二 次 旋转 的 变换 答 阵 如 下 所 示 : 







cos(E) 0 sin(<) 
TY 


一 Sin(6) 0 cos( 亚 ) 


4.806025 ”0.000000 “0.500000 
= | 0.000000 1.000000 0.000000 | 
一 和 .500000 ”0.000000 “0.866025 


将 二 者 结合 起 来 ,可 得 


1 1 0.612372 -0.612372 0.5000001 Fx 
W = R， (二 ) 及 。 (二 ) 0= | 0707107 “0.707107 0.000000| | ， 
-0.353553 ”0.353553 0.866025 | | : 
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立方 体 的 顶点 坐标 的 计算 结果 (表示 为 位 置 向 量 ) 如 表 3.1 所 示 , 变 接 过 程 中 的 立方 体形 
状 如 图 3.2(a) 到 图 3.2(c) 所 示 。 因 


< 。 7 


和 y 
(3) (b) (c) 


3.2 〈a) 立方 体 的 初始 形状 ;(b) 绕 z 轴 进行 Y= 灵 (二 ) 忆 旋转 变 
换 后 的 形状 ;(e) 绕 y 轴 进 行 机 = 灵 ( 三 )VY 旋转 变换 后 的 形状 


3.2.6 MATLAB 实现 
MATLAB 盟 数 get(A) 和 inv(RA) 分 别 用 来 计算 方 阵 4 的 行列 式 和 首 (如 果 4 是 可 道 的 )。 
例 3.11 使 用 MATLAB 和 推论 (2$) 中 的 北 和 矩阵 法 ,分 别 来 解 例 3.6 中 的 线性 方程 组 。 


解 :首先 通过 证 明 det(4) 天 0( 参 见 定理 3.4) ,验证 台 是非 奇异 算 阵 。 
>>A=[0.125 0.200 0.400;0.375 0.500 0.600;0.500 0.300 0.000] 
>>det(A) 
已 了 入 三 

-0.0175 
然后 根据 推论 (25$) , 可 得 到 4 下 = 田 的 解 是 4 和 = 及 , 系 =4-1 有 8 
>>X=inVCA)*[2.3 4.8 2.9] ， 
只 二 

4.0000 

3.0000 

3.0000 
>>B=A#X 
有 = 

2.3000 

4.8000 

2.9000 加 


3.2.7 “习题 


辟 励 谈 者 手工 计算 和 使 用 MATLAB 来 做 下 面 的 习题 
1. 根据 下 列 抢 阵 求解 48 和 了 4 : 


站 本 


2. 根据 下 列 和 矩阵 求解 4B 和 有 4 ， 


上 
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3. 4 ,中 和 C 分 别 为 


(a) 求解 (4B)C 和 4(BC)。 
(b) 求解 4( 刀 +C) 和 4B + 4C。 
(c) 求解 (4 + 中)C 和 4C + BC。 
(d) 求解 (4 中 ) 和 妇 '47。 
4. 设 4- = 44。 使 用 下 列 抢 阵 求解 4 和 殖 。 


2 0 46 
4=| 耻 p=-|-1 5 -4 
3 -5 2 


s. 如 果 下 列 竹 阵 的 行列 式 存 在 , 试 求 之 。 


_ 2 0 6 
中 | (站 | -1 5 -4 
2 5 3 -5 2 

1 23 4 

1 2 

0 2 46 
| 1 (d)l0 0 5 4 
0 1 0 00 7 


6. 使 用 尽 .(ac) 和 民 (- ax) 的 矩阵 乘 证 明 尽 (ac) 及 (- a) = 了 ,参见 式 (26)。 
7.(a) 证 明 


cos(B) 0 SinCO) 
Rxr(o)Ry(B) = | sin(B)sin(w) cos(a) 一 cos(B) sin(a) 
一 CoSs(a) Sin(B) Sin(Qw) cos(B) cos(Q) 
参见 式 (26) 和 式 (27)。 
(b) 证 明 


cos(p) Sin(p)sin(a) cos(a)J Sin(B) 
玉 ,(P)RRz(a) 一 0 COS(Q ) 一 Sln(a) 


一 Sin(Q) cos(B) sin(Qw) cos(B) cos(a) 


oo 


. 如 果 4 和 如 为 非 奇 异 Nx wN 和 抢 阵 ,而 且 C = 48 ,证 明 C- = 有 -14-:。 提 示 : 利 用 和 抢 阵 乘 
的 绪 合 律 。 

. 证 明和 定理 3.3 的 命题 (13) 和 命题 (16) 。 

10. 设 4 为 WxAN 和 矩阵 ,天 为 xl 矩阵 。 

(a) 计算 4X 需要 多 少 次 乘法 ? 

(b) 计算 4X 需要 多 少 次 加 法 ? 

11. 议 4 为 MxN 和 矩阵 , 员 和 C 为 Wx 忆 矩阵。 证 明和 矩阵 乘 的 左 分 配 律 :4 (下 + C) = 

452 +A4C。 

12. 讽 4 和 中 为 MHxN 和 抑 阵 ,C 为 WxP 和 矩阵 。 证 明和 矩阵 乘 的 右 分 配 律 ;:(4 + 有 8)C = 

4C+BC。 
13. 设 和 =[1 -1 2], 求 解 4' 和 素 夺 。 注 意 : 双 是 天 的 转 置 。 


Na 
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14. 设 4 为 WxN 算 阵 , 咽 为 wx 忆 和 矩阵 。 证 明 (4B) = 呈 4'。 提 示 。 令 C = 48 ,并 使 用 拖 
阵 乘 的 定义 进行 证 明 , 即 C' 中 的 第 ( ,7 项 等 于 8 4 中 的 第 (i ,7 项 。 

1S. 利用 习题 14 中 的 结论 和 和 抢 阵 乘 的 结合 律 证 明 (4BC)” = CBA4 7 。 

3.2.8 算法 与 程序 
表 3.1 的 第 一 列 包含 变换 单位 立方 体 的 顶点 坐标 ,单位 立方 体位 于 第 一 封 限 ,一 个 顶点 在 

原点 。8 个 顶点 坐标 可 用 一 个 8x 3 的 矩阵 D 表示 ,每 一 行 表 示 一 个 顶点 的 坐标 。 参 照 习 

题 14, 和 矩阵 D 与 矩阵 . ( 隆 ) 的 转 置 相 乘 可 得 到 一 个 8 x 3 矩阵 (如 表 3.1 的 第 二 列 所 示 ,每 一 

行 表示 尽 中 对 应 行 的 变换 结果 )。 结 合 习题 15 的 思想 ,可 认为 进行 任意 次 数 连续 旋转 后 的 立 

方 体 顶点 坐标 可 用 一 个 插 阵 乘 表 示 。 

1. 单位 立方 体位 于 第 一 封 限 ,一 个 顶点 在 原点 。 首 先 ,以 角度 斑 沿 7 粕 旋转 立方 体 , 然 后 再 以 
角度 于 沿 z 轴 旋 转 立 方 体 。 求 旋转 后 立方 体 的 8 个 顶点 的 坐标 ,并 与 例 3.10 的 结果 进行 
比较 。 
它们 的 区 别 是 什么 ? 试 通过 矩阵 乘 一 般 不 满足 交换 律 的 事实 对 其 进行 解释 。 参 见 图 3.3(a) 
到 图 3.3(c)。 使 用 plot3 命令 画 出 3 个 图 形 。 


之 忆 


必 


(3) (b) (c) 


图 3.3 (〈a) 初始 立方 体 ;(b) Y= 民 (二 )D0, 沿 y 轴 旋转 ;(e) 克 = R( 十 )7Y, 泊 zz 轴 旋 转 


ko 


' 设 单位 立方 体位 于 第 一 卦 限 ,其 中 一 个 顶点 位 于 坐标 原点 。 首 先 以 角度 吉 洛 * 轴 旋 转 立 方 
体 ,然后 再 以 角度 井 沿 z 轴 旋 转 立 方 体 。 求 旋转 后 立方 体 的 8 个 顶点 的 坐标 。 使 用 plot3 
画 出 这 3 个 立方 体 。 

' 四 面体 的 坐标 为 (0,0,0) ,(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)。 首 先 以 弧度 0.15 沿 y 轴 旋 转 , 然 后 
丹 以 弧度 -1.5 沿 z 轴 旋 转 ,最 后 以 弧度 2.7 沿 * 轴 旋 转 。 求 旋转 后 的 顶点 坐标 。 使 用 
plot3 夯 出 这 4 个 立方 体 。 


3.3 上 三 角 线 性 方程 组 


现在 研究 回 代 算 法 ， 它 对 于 由 上 三 角 系 数 矩 阵 构成 的 线性 方程 组 的 求解 很 有 帮助 。 这 个 
算法 是 3.4 节 求解 一 般 线 性 方程 组 的 算法 的 一 部 分 。 


定义 3.2 WxA 矩 阵 4=[ay] 中 的 元 素 满足 对 所 有 1i > 广 有 ai = 0, 则 称 答 阵 4 为 上 三 角 纸 
阵 。 如 采 4 中 的 元 素 满足 对 所 有 i<j 六 有 a = 0, 则 称 矩 阵 4 为 下 三 角 和 矩阵 。 全 


(0 
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下 面 将 介绍 一 种 算法 来 构造 上 三 角 线 性 方程 组 的 解 , 而 将 下 三 角 线 性 方程 组 的 求解 留 给 


读者 。 如 果 4 是 上 三 角 和 抢 阵 , 则 4 = 另 称 为 上 三 角 线 性 方程 组 ,表示 为 


Q11X1 十 CQl12X2 十 Q13xX3 十 … 十 CGIN_IXN_-1 十 4a1NXN 一 D1 
022X2 十 Q23X3 十 … -十 a2N_IXN1 十 a2NXN 一 D2 
433X3 十 … :十 G3N_JXN_1 十 CQ3NXN 一 D3 


4N-1IN-IXN-1 十 CQN-INXN 一 DN-l 
CNNXN 一 DN 


定理 3.$ {( 回 代 ) 设 4 夺 = 加 是 上 三 角 线 方程 组 (1)。 如 果 
aK 天 0 其 中 上 一 1，2，….，N 


则 该 方程 组 存在 惟一 解 。 
证 明 :用 构造 法 证 明 。 最 后 一 个 方程 只 包含 xw ,因此 首先 求解 这 个 方程 ; 
DN 
和 AN 一 avN 
现在 xx 已 知 ,将 它 代 和 人 上 一 个 方程 可 得 : 
rN_ 一 CN-L 一 aN-LNXN 

GN-1N-1 

现在 可 用 xw 和 xxw_, 求 解 zw _，: 
一 ON-2 一 GN-2N-LXN-1 一 QN_2NXN 
QN_-2N 一 :2 


当 省 NAN 9 2 ,1 都 求 出 后 , 则 可 得 到 一 般 步 骤 ， 


AN 
久 一 271GX 


jf 三 一 一 一 其 中 KK=N-1N 一 2 .. 


CCK 


:1 


(了 


(2) 


〈3) 


(4) 


〈5) 


(6) 


可 以 很 容易 看 出 解 的 惟一 性 。 根 据 第 六 个 方程 可 推导 出 名 /aew 是 x 的 惟一 可 能 值 。 然 


后 可 用 有 限 数 学 归纳 法 证 明 xnw_1yXnNw_2 Xi 是 惟一 的 。 


例 3.12 利用 回 代 法 求解 线性 方程 组 
4x1 一 X2 十 2x3 十 3x4 二 20 
一 2xX2 十 7X3 一 4x4 王 一 7 
0x3 十 Sx4 一 4 





3x4 一 0 
解 :求解 最 后 一 个 方程 中 的 x。 可 得 
6 
X4 一 3 一 < 
将 wx =2 代 入 第 三 个 方程 ,可 得 
一 4 一 和 $X2 | 
6 


现在 将 x = -1 和 xs =2 代 入 第 二 个 方程 ,可 得 
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--7 一 7X (一 蕊 十 4X2 
7 


-4 


X7? 一 


最 后 ,求解 第 一 个 方程 中 的 xi 可 得 : 
20 十 1X( 一 4) 一 2X( 一 IUD 一 3X> 
1 一 ET 一 
条 件 os 关 0 非常 重要 ,因为 方程 (6) 包 含 对 ag 的 除法 。 如 果 条 件 不 满足 , 则 可 能 无 解 或 
有 无 穷 解 。 
例 3.13 证 明 下 列 线性 方程 组 无 解 。 
4xl 一 X2 十 283 十 3Jx4 三 20 
Ux2 十 7X3 一 4x4 一 一 7 


3 图 


(7) 


0x3 十 5X4 一 4 
3x4 王 6 
证 明 :求解 最 后 一 个 方程 可 得 x, =2, 将 它 代 入 第 二 个 和 第 三 个 方程 可 得 
13 一 8 三 一 7 
6x3 十 10 一 4 (8 
求解 上 述 第 一 个 方程 可 得 zs = 本 ,而 求解 第 二 个 方程 可 得 *; = - 1。 两 者 矛盾 ,所 以 线性 
方程 组 (7) 无 解 。 图 
例 3.14 证 明 下 列 线性 方程 组 有 无 穷 解 。 
4x71! 一 42 十 2 十 3xr4 一 20 
Ux2 十 7x3 十 0x4 一 一 7 
6x3 十 9x4 王 4 (9) 
3Jx4 一 6 


证 明 :求解 最 后 一 个 方程 可 得 xi =2, 将 它 代入 第 二 个 和 第 三 个 方程 可 得 zx。 = -1 ,但 从 第 
一 个 到 第 四 个 方程 的 求解 中 ,只 能 得 到 两 个 解 za 和 如。 当 将 它们 代入 上 式 第 一 个 方程 
时 可 得 
xX2 一 4xl 一 16 (10) 
而 上 式 有 无 穷 解 ,因此 方程 组 (9) 也 有 无 穷 解 。 如 果 对 式 (10) 中 的 xi 选 定 一 个 值 , 则 x2 的 
值 惧 一 。 鲍 如 ,在 方程 组 (9) 中 增加 一 个 方程 x =2, 则 根据 式 (10) 可 计算 出 = -8。 国 


定理 3.4 指 出 , 设 4 为 WxN 乞 阵 , 线 性 方程 组 4X = 如 有 惟 -- 解 当 且 仅 当 det(4) <0。 
下 面 的 定理 指出 ,如 果 上 三 角 和 矩阵 或 下 三 角 和 矩阵 中 主 对 角 线 的 任 一 元 素 为 零 , 则 det(4) = 0。 
这 样 ,观察 前 面 3 个 线性 方程 组 ,可 清楚 地 发 现 例 3.12 有 惟一 解 ,而 例 3.13 和 例 3.14 没有 惟 
一 解 。 定 理 3.6 的 证 明 可 在 大 多 数 线性 代数 教材 中 找到 。 


定理 3.6 ”如果 Nx 六 短 阵 4=[a;]j 是 上 三 角 答 阵 或 下 三 角 和 矩阵, 则 
AN 
det(4) 一 411022 .CNN 一 | ] 《11) 
一 | 
例 3.12 中 系数 矩阵 的 行列 式 值 为 det(4)=4x(-2)x6x3= -144。 例 3.13 和 例 3.14 
中 系数 矩阵 的 行列 式 值 都 为 4x0x6x3=0。 
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下 面 的 程序 利用 回 代 法 求解 上 三 角 线性 方程 组 (1 的 解 , 设 oa 关 0, 其 中 丰 =12,…，N。 


程序 3.1({ 回 代 ) 用 回 代 法 求解 上 三 角 线 性 方程 组 4X = 男 , 必 须 满足 系数 纸 阵 的 对 角 元 素 非 
零 。 首 先 计 算 xv = jaw ,然后 利用 如 下 表达 式 : 


大 一 并 和 -410j 
大 三 一 -一 全 一 一 ~- 其 中 KE=N-1lN 一 2 1 
人 天 


function X=backstub(A,B) 
hInput -Ais anpnxDnupper-triangular nonsingular matTrix 
-Bis an 3aX1Tmatrix 
pkDutput ~ X is the 8olution to the 1Linear System AX = 了 
hFind the dimension of B and initialize X 
n=1Length(B) ; 
X=Zerog(n ,于 ) ; 
XUn)=BCn)/ACn,n) ， 
for XK=D-1l1:~1l:t 
XCK)=(B(Kk)-ACk,k+t:n)*X(ktl:n))/AACK,Kk) ; 


end 
3.3.1 习题 
在 习题 1 到 习题 3 中 ,求解 上 三 角 线 性 方程 组 ,并 求解 系数 矩阵 的 行列 式 值 。 
1. 3x1 一 2x2 十 x3 一 X4 一 8 2. 3xl 一 3xro 一 7X3 十 刀 二 一 14 
4x2? 一 X3 十 2x4 一 一 3 11x2 十 9x3 十 Sx4 一 22 
2x3 十 3xX4 一 1 3x3 一 13x4 三 一 11 
xd4 一 14 jd 一 1T4 


3,. 4x1 一 22 十 2x3 十 2x4 一 X = 4 
一 2x2 十 6x3 十 2x4 十 7xs 一 0 

X3 一 X4 一 2X5 一 3 

一 2x4 一 xs 一 10 

3X5 一 0 


4. 〈a) 设 有 两 个 上 三 角 气 阵 
al G12 413 Pil pi2 pb13 
4 一 | 0 4d22 423 玫 王 | 0 2p2 2p23 
0 人 好 33 0 0 六 33 
证 明 它 们 的 乘积 C = 48 是 上 三 角 和 矩阵。 


(b) 议 4 和 8 为 两 个 W x N 上 三 角 矩 阵 ,证明 它 们 的 乘积 为 上 三 角 和 矩阵 。 
S,. 求解 下 三 角 线 性 方程 组 4X = 下 ,并 求解 det(4)。 


2X1 一 站 
一 广 1 十 472 一 
3X1 一 2X2 一 X3 一 4 


Xl 一 2x2 十 6x3 十 3x4 一 2 
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6. 求解 下 三 角 线 性 方程 组 4XK = 如 ,并 求解 det(4)。 


5X1 一 一 10 

X4 十 3x2 一 4 
3X1 十 4x2 十 2X3 一 2 
一 X1 十 3x2 一 0Ox3 一 X4 一 5 


7. 证 明 回 代 法 需要 N 次 除法 (NM - N)/2 次 乘法 和 (NM - N)/2 次 加 法 或 减法 。 提 示 :可 利用 
下 列 公 式 : 


8 
》K 一 MOM 十 D/2 


从 
直 


3.3.2 算法 与 程序 
1. 使 用 程序 3.1 求解 方程 组 ZX = 如 ,表示 如 下 : 


i 门 二 1 

已 三 [0ox10 &i7 一 > 
而 且 盏 =[ 忆 ] ,5 =tan( 让 )。 

2. 前 向 替换 算法 。 线 性 方程 组 4 = 召 如 果 满 足 当 ; < 了 时 ,ea = 0, 则 称 其 为 下 三 角 线性 方程 
组 。 构 造 类 似 程序 3.1 的 程序 forsub, 用 其 求解 下 列 下 三 角 线 性 方程 组 。 
批注 ”此 程序 将 在 3.5 节 中 使 用 。 


引 ] 1 广 ] 一 D1 

Z21X1 十 0G22X2 = 22 

C31X1 十 CC32x2 十 03373 一 23 
2N-11X1I 十 CN-12X2 十 GN-1373 十 … 十 GN_1TN_-IXN-1 一 DN-! 


CNIXI 十 CQN2X2 十 GN343 十 … 十 QNN-IXN_-1 十 QNNXN 二 DN 
3. 使 用 forsub 求解 方程 组 ZX = 加 ,其 中 
[十 工 之 / 


也 三 [jj20x20， 局 = 0 I </ 


呈 一 [i1]20x1 六 1 一; 


3.4 高 斯 消去 法 和 选 主 元 


这 一 下 将 研究 求解 有 wN 个 方程 和 N 个 未 知 数 的 一 般 方程 组 4 = 召 , 目标 是 构造 一 个 等 
价 的 上 三 角 方 程 组 ZX = 了 ,这 样 可 以 利用 3.3 节 中 的 方法 进行 求解 。 

如 果 两 个 W x w 线性 方程 组 的 解 相同 , 则 称 二 者 等 价 。 根 据 线性 代数 中 的 定理 可 知 , 对 
一 个 给 定 方程 组 进行 一 定 的 变换 ,不 会 改变 它 的 解 。 
定理 3.7 (初等 变换 ) 下 面 3 种 变换 可 使 一 个 线性 方程 组 变换 成 另 一 个 等 价 的 线性 方程 组 ， 


Interchanges( 交换 ) 变 的: 对调 方程 组 的 两 行 。 (LU) 
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Scaling( 比 例 ) 变 换 : 用 非 零 常数 乘 以 方程 组 的 某 一 行 。 (2) 
Replacement 置换 ) 变 换 : 将 方程 组 的 某 一 行 磁 以 一 个 非 零 常数 ， 再 加 到 另 一 行 上 。 《3) 


通常 利用 变换 (3) , 即 用 一 个 方程 乘 以 一 个 常数 ,再 减 去 另 一 个 方程 来 置换 另 一 个 方程 。 
这 些 概念 如 下 面 的 例子 所 示 。 


例 3.1$ 求 执 物 线 y=4+ 有 区 +Cx , 它 经 这 三 点 (1,1),(2, - 划 ,(3,1)。 


解 :对 每 个 点 ,可 得 到 一 个 方程 ,并 形成 线性 方程 组 
4 十 站 十 C= 1 在 点 (1 处 
4 十 2 有 二 +4C=-1 在 点 (2,-I) 处 (4) 
4 十 358+9C= 1 在 点 (3,1) 处 
通过 从 第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 中 减 去 第 一 个 方程 可 消去 变量 4。 这 是 利用 Re- 
placement 变换 (3)。 等 价 的 线性 方程 组 如 下 |; 
4 二 有 + C= 1i 


中 十 3C = 一 2 (5) 
268+8C= 0 
通过 用 方程 组 (5) 中 的 第 三 个 方程 减 去 第 二 个 方程 的 2 倍 可 消去 变量 下。 等 价 的 上 三 衣 
线性 方程 组 为 : 
4+B+ C= 1 
妖 十 3C 三 一 2 (6) 
2C= 4 
现在 可 以 利用 回 代 法 求 出 系数 C=4/2=2,B= -2-3x2= -8 和 4=1-(-8)-2=7， 
这 样 抛物 线 方程 为 y=7-8x+2x2。 


将 线性 方程 组 4XK = 且 的 系数 保存 在 一 个 Wx (w+1) 的 数组 中 非常 有 效 。 有 中 的 系数 保存 
在 这 个 数组 的 N+ 1 列 中 ( 即 ow, = 记 )。 这 样 每 一 行 包 含 线性 方程 组 中 的 每 个 方程 的 系数 、 
增 广 和 矩阵 表示 为 [41 歹 ] ,而 且 线 性 方程 组 可 表示 为 ， 


41 di2 和 aN | 2 
21 GdG22 … a2N | P2 

[全 | | (7) 
QaNI QGN2 … QQaNN | DDN 


方程 组 4X = 如 的 增 广 和 矩阵 如 上 式 所 示 ,可 通过 对 增 广 矩 阵 [4 1 中 ] 进 行 行 变 换 求解 方程 。 
变量 国 是 系数 的 占 位 符 ,在 计算 结束 之 前 可 以 忽略 。 
定理 3.8 (初等 行 变换 ) ”对 增 广 和 给 阵 (7) 进 行 如 下 变换 可 得 到 一 个 等 价 的 线性 方程 组 。， 
Interchanges( 交 换 ) 行 变换 : 对 调和 矩阵 的 两 行 。 (8) 
Secaling( 比 例 ) 行 变换 : 用 非 零 常数 乘 矩 阵 某 一 行 的 所 有 元 素 。 (9) 
Replacement( 置换 ) 行 变换 : 将 给 阵 的 某 一 行 的 所 有 元 素 乘 以 一 个 常数 ,再 加 到 
另 一 行 。 对 应 的 元 素 上 , 即 row, = row, - mn 多 row，。 (10) 
通 冲 利 用 式 (10) , 即 用 和 矩阵 的 一 行 乘 以 一 个 常数 ,再 碱 去 另 一 行 来 替换 另 一 行 。， 
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定义 3.3 系数 给 阵 4 中 的 元 素 o 用 来 消去 ar ,其 中 大 =r+lr+2……，N, 这 里 称 ar 为 第 > 
个 主 元 (pivotal element) ,第 r 行 称 为 主 元 行 (pivot row)。 全 


下 列 例子 显示 了 如 何 利用 定理 3.8 中 的 变换 从 线性 方程 组 4 于 = 加 得 到 一 个 等 价 的 上 三 
角 线 性 方程 组 IE = 了 ,这 里 4 为 wxAN 和 矩阵 。 


例 3.16 用 增 广 给 阵 表示 下 列 线性 方程 组 ,并 求 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 和 方程 组 的 解 。 
xl 十 2x2 十 J3 十 4x4 三 13 
2xX1 十 0Uxrz 十 4x3 十 3x4 一 28 
4x]l 十 2x2 十 2x3 十 24 一 20 
一 3x1 十 4 十 3x3 十 2x4 王 6 


解 : 增 广 给 阵 为 
pivot -> 12 1 4113 
112] 一 了 204 3128 
131 一 4 4 2 2 ] 20 
1141 一 一 3 -3 1 3 2| 6 


用 行 1 消 去 列 1 中 对 角 线 下 的 元 素 。 将 行 1 作为 主 元 行 , 元 素 ail = 1 作为 主 元 。 用 行 1 
乘 以 常数 mu ,再 被 行政 减 ,=2.3,4。 结 果 如 下 ， 
1 2 1 41 13 
pivot 一 0 -4 2 一 2 
ma 一 1.5 0 -6 -2 -15 | 一 3? 
md 一 -173|0 7 6 14| 45 
用 行 2 消去 列 2 中 对 角 线 下 的 元 素 。 和 将 行 2 作为 主 元 行 ,用 行 2 乘 以 常数 让，, 再 被 行 上 
减 ,5 =3,4。 结果 如 下 : 
] 2 1 41| 13 
0 -4 2 -5 2 
pivot -> U 0 -5$ 一 7.$ | -35 
4 一 -19|10 0 95 525|485 


萌 后 用 行 3 乘 以 常数 ma = -1.9, 再 被 行 4 减 ,结果 是 上 三 角 线 性 方程 组 的 增 广 矩 阵 . 表 


示 如 下 : 
1 2 1 4| 13 
0 -4 2 -5$ 2 
0 0 -5 -7.5| -35 (11) 
0 0 0 -9| 一 18 
用 回 代 法 求解 给 阵 (11) ,可 得 到 
X4 一 了， X3 一 十， X2 一 一 上 X1 一 3 国 


上 述 过 程 称 为 高 斯 消去 法 (Gaussian elimination) ,但 必须 对 其 进行 改进 , 以 通用 于 大 多 数 情 
况 。 如 采 ou = 0, 则 不 能 使 用 第 让 行 消除 第 大 列 的 元 素 ,而 需要 将 第 大 行 与 对 角 线 下 的 其 行进 


行 交换 ,以 得 到 一 个 非 零 主 元 。 如 果 不 能 找到 非 堆 主 元 , 则 线性 方程 组 的 系数 矩阵 是 奇异 的 ， 
因此 线性 方程 组 不 存在 惟一 解 。 
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定理 3.9 { 有 回 代 的 高 斯 消去 法 ) 
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用 回 代 法 求解 [区 = 了 , 并 得 到 方程 组 的 解 下。 
证 明 : 首 先 使 用 带 N + 1 列 抢 阵 好 的 增 广 矩 阵 ， 


(1) 
41 1] 


(1) 
421 
(二 ) 


几 克 一 L31 


[] ) 
LN1 


(1) (]) 


然后 构造 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 !7 = 了 ， 


(了 
Lili 


0 


[7 瑟 一 | 0 


0 


第 1 步 :将 系数 保存 在 增 广 和 矩阵 中 。e) 的 上 标 表示 第 一 次 保存 在 位 置 (r, c) 中 的 元 素 ， 


第 2 步 : 如 果 有 必要 ,交换 行使 得 ef #0; 然 后 消去 从 第 2 行 到 第 N 行 的 * 。 在 这 个 过 程 


地 


(]) 


412 413 1N 
(]) (二 (二 
422 423 42N 
(]) (]) (]) 
24232 233 243N 
(1) (用 (]) 
LN2 4N3 LNN 
(] ) (]) ( 雪 ) 
2412 913 CLIN 
(2) (2) (2) 
422 423 22N 
(3) (3) 
0 033 Cd3N 
(A ) 
0 0 QNN 


(]) 《 且 ) 


LI 42 4313 
(]) (]》) ( 志 
L21 422 023 
(二 ) (1 ) ( 志 
d3l 432 933 
由， (gd 
CNI LN2 CQN3 


中 , m+ 是 被 第 > 行 减 去 的 第 1 行 的 倍数 。 


() 


IN 


(]) 
42N 


《了 ) 
43N 


(了 


4NN 


必 


二 2 


点 有 


(]) 

41 NT 二 l 
(1 ) 

42 NA+1 
《二 ) 

43 N+1 


(二 ) 
CN NT+1 


forr 一 2:N 
1 | 

”7r1 一 ar /ai 

一 
forc=2:N++1l 

2 
al 一 arc: 一 和 卫 rE 六 0 

end 


end 


(二 ) 
LI NA+Il 


(| ) 
CL2 N+1 


(]) 
43 NM 二 1 


(了 
CN N+1 


了) 
LI NT+1 


(2) 
22 N+1l 


(3) 
43 N+1 


(和 ) 


4N N+1 


如 果 4 是 xy 非 奇 异 短 阵 , 则 存在 线性 方程 组 【人 = 了 
与 线性 方程 组 4 天 = 脏 等 价 , 这 里 芒 是 上 三 角 短 阵 ,并 且 丰 关 0。 当 构造 出 IJ 和 了 后 ,可 
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新 的 元 素 表示 为 ex , 它 表 示 第 二 次 保存 在 矩阵 中 ,位 置 为 (r,c) 的 元 素 。 执 行 第 2 步 后 
的 结果 为 
() 0D ，(D (D) | ，() 


LI 42 43 NdIN+l 
(2) (2) (2) (2) 

0 0 4063 … 00ON | G2N+l 
(2) (2) (2) (2Z) 

0 aa 43 … 03N | 93N+1 
(2) (2) (2) (2) 

0 aaN2 GN3 …，GNN |aN NT+HIi 


第 3 步 : 如 果 有 必要 ,将 第 2 行 与 它 下 面 的 基 行 进行 交换 ,使 得 c2) <0; 然后 消去 第 3 行 到 
第 六 行 中 的 。 在 这 个 过 程 中 ,m: 是 被 第 r 行 减 去 的 第 2 行 的 倍数 。 


forr 一 3: AN 
2 人 
mr2 一 072 1a22 
(3) mV， 
4r2 三 0; 
forc==3:NT++l 
3 2 2 
ar 一 at 一 丽 r2 来 CO ; 
end 
end 


新 的 元 素 表示 为 e) , 它 表示 第 3 次 保存 在 矩阵 中 ,位 置 为 (>, c) 的 元 素 。 执 行 第 3 步 后 
的 结果 为 


(]) (]) (了 
1 413 


(]) 


(有 


C 412 LN | 41 N+Il 
(2) (2) (2) (2) 

0 422 953 C2N | 42 NT] 
(3) (3) (3) 

0 0 Ga33 43N | 453 N+1 
(3) (3) (3) 

0 0 QN3 CNN | 4NN+Il 


第 p+1 步 :这 是 一 般 步 骤 。 如 果 有 必要 ,将 第 p 行 与 它 下 面 的 某 行进 行 交换 ,使 得 ai 天 0 
然后 消去 第 P+ 1 行 到 第 w 行 中 的 罗 。 在 这 个 过 程 中 , m，, 是 被 第 r 行 减 去 的 第 " 行 的 倍数 。 


torr 一 Dp 十 1:N 


Mrp 一 ar / oa 了 : 


arg ”一 0; 
forc 一 D 十 1:N++I! 


(P 十 二 (P) (P) . 
Lrc 一 rc 一 j1rp 阔 Qpc ， 
end 


end 


当 第 V 行 中 的 xw_-; 被 消去 后 ,结果 为 
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(] ) (j) (了 ) (1) (]) 


QI Gd2 43 ”LN | 4IN+l 
(2) (2) (2) (2) 

0 ao 03 402N | azN+l 
(3) (3 ) (3 ) 

0 0 43 0 03N | 93N+H 
和 (W) | (N) 

0 0 0 9NN|aNN+ 


上 三 角 抢 阵 构造 过 程 执行 完毕 。 
由 于 4 是 非 奇 异 的 ,所 以 当 执 行 完 行 变 换 后 的 玫 阵 仍 是 非 奇 异 的 。 这 保证 了 在 构造 过 程 
中 ,对 所 有 的 有 ,有 ce 尼 关 0, 因 此 可 利用 回 代 法 求 [下 = 了 的 解 丰 。 定 理 得 证 。 @ 


3.4.1 选 主 元 以 避免 ap =0 

如 果 az = 0, 则 不 能 使 用 第 p 行 消去 主 对 角 线 下 第 p 列 的 元 素 。 有 必要 寻找 第 夺 行 , 满 
足 a 巡 天 0 而 且 大 > ,然后 交换 第 丰 行 和 第 p 行 ,使 得 主 元 非 零 , 这 个 过 程 称 为 选 主 元 ,选择 行 
的 判定 条 件 称 为 选 主 元 策略 。 平凡 选 主 元 策略 (trivial pivoting strategy) 是 :如果 QI 天 0, 不 交换 


行 ; 如 果 oz = 0, 寻 找 第 行 下 满足 a 色 关 0 的 第 工行 , 设 行 数 为 大 ,然后 交换 第 上 行 和 第 p 行 。 
这 样 就 导致 新 元 素 e 天 0 是 非 零 主 元 。 


3.4.2 选 主 元 以 减少 误差 
由 于 计算 机 使 用 固定 精度 计算 ,这 样 在 每 次 算术 计算 中 可 能 引信 微小 的 误差 。 下 面 的 例 
子 表明 了 在 采用 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 时 ,使 用 平凡 选 主 元 策略 怎样 导致 巨大 的 误差 。 


例 3.17 值 x =xw =1.000 是 如 下 方程 组 的 解 ， 
1.133x1 十 5.281x2 = 6.414 
24.14xl - 1.210x2z = 22.93 
使 用 4 位 有 效 数 字 精 度 计算 ( 见 1.3 节 的 习题 6 和 习题 7) 和 采用 平凡 选 主 元 策略 的 高 斯 
消去 法 求 上 述 线 性 方程 组 解 的 近似 值 。 
解 :第 2 行 减 去 第 1 行 乘 以 倍数 ma =24.14/1.133 = 21.31 ,得 到 上 三 角 线 性 方程 组 。 使 用 
4 位 有 效 数 字 精 度 计算 ,可 得 到 新 的 系数 ,如 下 所 示 : 
aa = -1210 一 21.31X S.281 = -1210 一 112.5 = -113.7 
03 一 22.93 -21.31X 6.414 = 22.93 - 136.7 = -113.8 
计算 后 的 上 三 角 线 性 方程 组 为 
1.133x1 十 .281x 一 6.414 
--113.7x2 三 一 113.8 
利用 回 代 法 可 得 mm = - 113.8/( - 113.7) = 1.001 和 ” = (6.414 - 5.28 x 1.001)/(1.133) = 
《6.414 - 5$.286)/1.133 = 0.9956。 本 


(12) 
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线性 方程 组 (12) 的 解 的 误差 是 由 于 倍数 m,， = 21.31 的 值 。 在 下 一 个 例子 中 ,通过 交换 线 
性 方程 组 (12) 中 第 1 行 和 第 2 行 来 减少 倍数 ms 的 值 , 然 后 利用 平凡 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 
求解 线性 方程 组 。 
例 3.18 使 用 4 位 有 效 数 字 精 度 计 算 和 平凡 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 求解 线性 方程 组 


24.14xl 一 1.210x2> = 22.93 
1.133x1 十 $.281x> 一 6.414 


解 :这 次 用 第 2 行 减 去 第 1 行 乘 以 倍数 mi = 开 .133/24.14 = 0.04693。 新 的 系数 为 


ax) = 5.281 -- 0.04693 X (一 1.210) = 5.281 二 0.05679 = 5.338 
0J3 = 6.414 - 0.04693 X 22.93 = 6.414 -1.076 “一 5.338 


计算 后 的 上 三 角 线 性 方程 组 为 
24.14x1l 一 1.210x2> 一 22.93 
5.338x， = $.338 


利用 回 代 法 可 得 x。 = $.338/$.338 = 1.000 和 xl = (22.93 + 1.210x1.000)/24.14= 1.000。 ”图 


选 主 元 策略 的 目的 在 于 将 元 素 中 的 最 大 绝对 值 移 到 主 对 角 线 上 ,然后 用 其 消去 列 中 的 剩 
余 元 素 。 如 果 在 第 P 列 中 存在 多 个 非 零 元 素 , 则 要 从 中 选择 一 个 进行 行 交换 ， 例 3 18 中 的 偏 
序 选 主 元 策略 (partial plvoting strategy) 是 最 常用 的 一 个 ， 而 且 用 在 程序 3.2 中 。 为 了 减少 误 关 
的 传播 , 偏 序 选 主 元 策略 首先 检查 位 于 主 对 角 线 或 主 对 角 线 下 方 第 疡 列 的 所 有 元 素 , 确 定 行 
5, 它 的 元 素 的 绝对 值 最 大 , 即 


akp| 三 max{lappl, jap+lpl ,|aN-in javp|] 


然后 如 果 上 > P, 则 交换 第 大 行 和 第 p 行 。 现 在 ,每 个 倍数 mp 的 绝对 值 , r = p + 1, 将 小 于 或 等 
于 1。 这 梓 驶 保证 了 定理 3.9 中 的 矩阵 5 与 初始 系数 矩阵 4 的 对 应 元 素 的 相对 大 小 一 致 。 在 
侦 序 选 主 元 策略 中 ,通常 选择 更 大 的 主 元 元 素 会 导致 更 小 的 传播 误 益 。， 

在 3.5 节 中 ， 可 以 看 到 求解 V x N 线性 方程 组 需要 总 共 (4NM + 9N2 - 7N) /6 次 算术 操 
作 。 当 ww =20 时 ， 总 的 算术 操作 次 数 为 5910， 在 计算 过 程 中 的 误差 传播 将 导致 错误 的 结果 。 
按 比 例 偏 序 选 主 元 (scaled partial pivoting) 策略 或 平衡 (equilibrating) 策略 可 用 来 进一步 减少 
送 差 传播 。 在 按 比 例 偏 序 选 主 元 法 中 ， 搜索 位 于 主 对 角 线 或 主 对 角 线 下 方 第 p 列 的 元 素 . 
此 元 素 满足 在 所 在 行 中 其 绝对 值 相 对 最 大 。 首 先 搜索 第 pz 行 到 第 w 行 中 绝对 值 最 大 的 元 素 ， 
称 为 s,; 


光 六 一 max{jaroj， Iarp+H ,|Grw|] 其 中 广 = P， 己 十 二 四 人 (13 ) 
通过 求 下 式 确 定 第 下 行 : 
一 mnax | 到 PHI ， 0 | (4) 
忆 PP 十] 3 


殊 在 交换 第 疡 行 和 第 上 行 ,除非 p = 上。 这 样 也 是 为 了 保证 定理 3 .9 中 的 矩阵 77 与 初始 系数 抵 
阵 4 的 对 应 元 素 的 相对 大 小 一 致 。 
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3.4.3 病态 情况 


如 采 存 在 矩阵 召 , 当 和 拖 阵 中 和 和 矩阵 4 中 系数 元 素 的 微小 变化 使 得 大 = 4 一 吾 变化 很 大 时 ， 
则 称 和 矩阵 4 为 病态 矩阵 ( 记 conditioned) 。 如 果 和 上 矩阵 4 为 病态 矩阵 , 则 称 方程 组 4 不 = 轨 为 病 
态 方 程 组 。 在 这 种 情况 下 ,计算 解 的 近似 值 的 数值 方法 被 证 明 会 产生 很 大 的 误差 。 

当 4 近似 于 奇异 而 且 它 的 行列 式 接近 0 时 ,可 能 发 生病 态 情 况 。 当 两 个 方程 表示 的 直线 
接近 平行 (或 3 个 方程 表示 的 3 个 平面 接近 平行 ) 时 ,它们 组 成 的 方程 组 也 可 能 是 病态 的 。 病 
态 情况 的 发 生 可 能 导致 错误 解 。 例 如 , 设 有 下 面 两 个 方程 

xx 十 27 一 2.00 一 0 
2xr +3y 一 3.40=0 
将 xe =1.00 和 yo =0.48 代 和 人 这 些 “ 几 乎 等 于 零 ” 的 方程 得 到 
1 十 2 X (0.48) -2.00= 1.96 -2.00 = -0.04s0 
2 二 3 X (0.48) - 3.40 = 3.44 -3.40= 0.04s0 
这 里 结果 与 0 的 偏差 只 有 + 0.04, 而 线性 方程 组 解 的 真实 值 为 * = 0.8 和 y = 0.6, 因 此 近似 值 解 
的 误 善 为 *-xo=0.80-1.00= -0.20 和 yy- 和 =0.60-0.48=0.12。 所 以 仅仅 将 值 代 人 方程 组 
中 不 是 很 可 靠 的 测试 方法 。 图 3.4 中 的 共 形 区 间 民 表示 “几乎 满足 "方程 (15) 的 近似 值 集合 ; 
玉 二 {G 人 :二 27 一 2.00| < 0.1， [er 十 3y 一 3.40| < 0.2] 

在 区 间 只 中 某 些 点 远离 解 (0.8,0.6) ,但 代 人 方程 (15) 后 ,结果 值 很 小 。 如 果 怀 疑 一 个 线 
性 方程 组 是 病态 的 , 则 应 该 用 多 精度 算术 计算 。 有 兴 屎 的 读者 可 研究 有 关 卸 阵 的 条 件数 的 主 
题 ,能 了 解 这 方面 的 更 多 信息 。 


(15 ) 





0.5 1.0 1.5 2.0 
图 3.4 两 个 方程 都 “几乎 满足 "的 区 域 


当 包 含 多 个 方程 时 ,病态 情况 可 能 有 变换 很 大 的 结果 。 设 求解 三 次 多 项 式 yY = cl1X 上 + 
cx +cx+c 它 经 过 4 个 点 (2.8)， (3,27),(4,64),($,12$)。 很 明显 ,y = 2 古 要 找 的 三 次 
多 项 式 。 第 $ 章 将 介绍 最 小 二 乘法 。 利用 最 小 二 乘法 寻找 系数 需要 求解 如 下 线性 方程 组 ， 


20514 4424 978 224]1「ci 20514 
4424 978 224 54|1|1c | | 4424 
9%78 224 54 14|11co| | 978 


224 4 14 4 1 1|7c4 224 
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使 用 一 个 精度 有 9 位 有 效 数 字 的 计算 机 来 计算 系数 ,可 得 
cl 一 1.000004， ec2 = 一 0.000038， cs = 0.000120， cd = 一 0.000131 


尽管 计算 结果 接近 真实 值 cl = 1,c: = cs = ck =0, 但 可 看 出 结果 中 很 容易 产生 误差 。 如 果 进 一 
步 将 上 三 角 和 矩阵 中 的 系数 cl = 20514 改 为 ou = 20515 ,并 求解 这 个 被 扰动 的 方程 组 ,使 用 同样 
的 计算 机 ,计算 的 结果 为 

cl = 0.64285$7， ca = 3.7$000， ca = -12.3928， cd = 12.7500 
这 是 一 个 无 意义 的 答案 ,不 易 检 查 出 病态 情况 。 如 果 轻 微 扰 动 方程 组 的 系数 ,使 得 结果 改变 很 
大 , 则 可 认为 线性 方程 组 为 病态 线性 方程 组 。 与 此 相关 的 灵敏 度 分 析 通 常 在 高 级 数值 分 析 教 
材 中 介绍 。 


3.4.4 MATLAB 实现 


在 程序 3.2 中 ,MAILAB 语句 [4 B] 用 来 构造 线性 方程 组 4X = 中 的 增 广 矩阵 ,max 命令 用 于 
偶 序 选 主 元 策略 中 的 主 元 选择 。 一 旦 得 到 等 价 的 上 三 角 和 矩阵 [ 17] ,将 它 分 成 乙 和 了 ,程序 3 1 
用 来 执行 回 代 法 (backsub(U,Y))。 在 下 面 的 例子 中 显示 了 这些 过 程 和 命令 的 使 用 情况 。 


例 3.19 (〈a) 使 用 MATLAB 构造 例 3.16 中 的 增 广 矩阵 ;(b) 使 用 max 命令 来 系数 矩阵 4 第 1 
列 中 绝对 值 最 大 的 元 素 ;(ec) 将 增 广 矩 阵 (11) 分 解 成 系数 短 阵 7/ 和 常数 给 阵 了 ,形成 上 三 


角 线 性 方程 组 【区 = 了。 
解 
(a) 
>> A=[l1214;2043;4221;-313 2j] ; 
>> B=[i3 28 20 6] ,; 
>> Aug=EA B] 
AUg= 
2141 
0O432 
2 1 2 
-3 1 2 6 


(b) 在 下 面 的 MATLAB 显示 中 ,a 是 答 阵 A 第 工 列 中 绝对 值 最 大 的 元 素 ,j 是 行 数 。 


>> [a,j]j=max(abs(A(1:4,1)) ) 
忆 三 

4 
]= 

3 


(ec) 设 Augup = [VIZ] 是 增 广 矩阵 (11) 中 的 上 三 角 矩 阵 。 


>> Augup=[l! 2 1 4 13;0 -4 2 -5 2;0 0 -5 -7.5 -35;0 0 0 -9 -18] 
>> U=Augup(1:4,1:4) 
U= 

1 .0000 2.0000 1.0000 4.0000 

0 -4.0000 2.0000 -5.0000 

0 0 -5.0000 -7.5000 

0 0 0 -9.0000 
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>> Y=Augup(1:4,5) 
Y= 
13 
2 
-35 
-18 国 


程序 3.2( 上 三 角 变 换 和 回 代 过 程 ) 为 构造 4 区 = 轧 的 解 .首先 将 增 广 短 阵 [4 1 且 ] 变 换 成 上 三 


角 短 阵 , 再 执行 回 代 过 程 。 
function X = Uptrbk(A,B) 


%Input -~- Alis anNXNnonsinguliar matzLixX 
Ap -~-Bis anNXS 1 matrixX 


phOutput ~ X is an N Xx Tt matrix containing the solution to AX=B. 


ApInitialize X and the temporary storage matrix C 
[LN N=size(A) ; 
X=Zeros (N ,1) ， 
C=Zeros(1 ,N+ty) : 


ApAForm the augmented matrix:Aug=[AfB] 
Aug=[A B] ; 

for P=1:N-1i 

”WPartial pivoting for column P 
[Y ,jj=max(abs(Aug(P:N,p))); 
hkInhterchange row P and j 
C=Aug(P，:) ; 
AugkP，,:)=Aug(j+p-1,，:) ; 
Aug(j+p-1，,:)=C; 

if Aug(P,Pp)== 
was Singular. No unique solution， 
break 

end 





/PE1imination process for column 
for Kk=p+T:N 
m=AugCk,Pp)VAug(Pp,P) ; 
Aug(k,Pp:N+1)=Aug(k,pP:N+1)-mxaAug(Pp,p:N+1) ; 
endQ 
end 


hpBack Substitution on [UIY] using Program 3.1 
X=backsub(Aug(C1:N,1:N) ,Aug(1:N,N+1t)); 


3.4.5 习题 
在 习题 1 到 习题 4 中 ,证 明 线性 方程 组 4 下 = 吾 等 价 于 上 三 角 线 性 方程 组 [g = 了 并 求解 
方程 组 。 
1. 2x1 十 4x2 一 6x3 一 一 4 2x1 十 4x2 一 6r3 一 一 4 
Xi 十 x2 十 3x3 一 10 3x2 十 6Oxa3 一 12 


xl 十 3x2 十 2X3 一 5 3xX3 一 3 
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2。 XI 十 12 十 6x3 王 7 yl 十 X2 十 xs3 一 7 
一 XI 十 2xX2 十 9x3 一 2 3x2 十 1393 一 9 
X1 一 2 十 3x3 一 10 lj2x3 王 12 
3。 2xI 一 2x2 十 SX3 一 0 2X1 一 2x2 十 53 一 0 
2xl 十 3xoz 十 X3 一 13 9x2 一 4x3 一 7 
一 XI 十 4x2z 一 4x3 一 3 0.9x3 一 1.8 
4. 一 XI1 十 2x2z 一 X3 一 一 | 一 5X1 十 2x2 一 X3 一 一 | 
XI 十 DOxz 十 3x3 一 3 0.4x2 十 2.873 二 4.8 
3x1 十 X2 十 0x3 王 17 一 10xa 一 一 10 


s. 求解 搜 物 线 y =4+ 杰 + Cr 的 参数 ,抛物 线 经 过 点 (1,4),(2,7) 和 (3,14)。 

6. 求解 抛物 线 y=4+ 了 x+ Cr 的 参数 ,抛物 线 经 过 点 (1,6),(2,5) 和 (3,2)。 

7. 求解 三 次 曲线 y=4 + 有 + Cr + mx 的 参数 ,三 次 曲线 经 过 点 (0,0) ,(1,1),(2,2) 和 (3,2)。 
在 习题 8 到 习题 10 中 ,证 明 线 性 方程 组 4 = 下 与 上 三 角 线 性 方程 组 [人 = 了 等 价 , 并 求 


8S. 4xi 十 8x2z 十 4x3 二 0xd 王 8 4x1i 十 8x2 十 4x3 十 0Ox4 一 8 
X1 十 5x2 十 4x3 一 3x4 三 一 4 3Jx2 十 3x3 一 3X4 一 一 6 
XI 十 4x2 十 7x3 十 2x4 一 10 4x3 十 4x4 一 12 
Xi 十 3x2 十 0x3 一 2x4 一 一 4 X4 一 
9. 2xl 十 4x? 一 4x3 十 0x4 三 12 2xl 十 4x2 一 4x3 十 0x4 一 12 
XI 十 912 一 9x3 一 3x4 一 18 3x2 一 343 一 304 一 12 
2X1 十 3x2 十 X3 十 3x4 一 8 4x3 十 2xX4 一 0 
X1 十 4x2 一 2x3 十 2x4 一 8 3x4 一 一 6 
10，。， xl1 十 2xz 十 0x3 一 双 一 9 Xl 十 2x2 十 0x3 一 X4 一 9 
2x1 十 3xz 一 x3 十 0x4 一 9 一 X72 一 X3 十 2x4 二 一 9 
Uxl 十 4rz 十 2x3 一 Sx4 一 26 ~2x3 十 3x4 一 一 10 
5X1 十 9x2 十 2x3 一 4x4 一 32 1].3x4 一 一 3 
11. 求解 下 列 线性 方程 组 。 
X1 十 2X2 =- 7 
2X1 十 3x2 一 X3 一 9 
4x2 十 2x3 十 3x4 一 10 
2X3 一 4x4 王 12 
12. 求解 下 列 线性 方程 组 。 
Xi 十 X2 一 3》 
2xX1 一 2X2 十 Sx3 一 一 9 
3x2 一 4x3 十 2r4 一 19 . 
273 十 6x4 一 - 2 
4， Rockmore 公司 考虑 购买 一 台新 的 计算 机 ,或 者 是 DoGood 174, 或 者 是 MightDe 11。 公 司 用 求 


解 方程 组 。 


解 下 列 线性 方程 组 来 测试 计算 机 的 能 力 。 


34x 十 5gy -21=0 
Sr 十 89y -34=0 
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DoGood 174 计算 机 的 结果 为 x = -0.11 和 yy =0.45, 将 它们 代 人 方程 组 进行 精确 性 检查 得 到 ; 
34 X (-0.110) 十 5 X (0.45) - 21 = 0.01 
5 X (-0.1D 十 89 X (0.45) -~ 34 = 0.00 

MightDo 11 计算 机 的 结果 是 x = -0.99 和 y = 1.01, 将 它们 代 人 方程 组 进行 精确 性 检查 得 到 : 
34 X (-0.99) 十 55 X (10D - 21 = 0.89 
$$ X (-0.99) 二 89 X (1.01) -34 = 1.44 

哪 一 个 计算 机 的 答案 更 好 ? 为 什么 ? 

14. 利用 (i) 偏 序 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 和 (ii) 按 比 例 偏 序 选 主 元 策略 的 高 斯 消去 法 ,求解 


下 列 线性 方程 组 。 
十 20x2> 一 十 0.001x4 =0 
2x1 -~ 3mz 十 100x = 1 1 2 3 的 
ZX 一 xx 十 3003 一 01x=1] 
(a) xl 十 10x2z 一 0.001x3s 一 0 (b) 


XI 十 xx2 一 100x 一 10x4=0 
2X1 一 100xo 一 X3 十 X4 一 (0 
1S. 布尔 位 特 (Hilber) 和 矩阵 是 一 个 典型 的 病态 矩阵 ,如果 对 它 的 系数 进行 微小 扰动 ,可 对 线性 
方程 组 的 解 产生 极 大 的 改变 。 
(a) 用 4x4 阶 希 尔 们 特 矩 阵 求解 48 = 召 的 精确 解 (将 所 有 的 元 素 用 分 数 表示 并 进行 精确 
计算 ): 


3x1l 一 100x2 十 0.01xas = 0 





二 人 一 


和 | 一 一 上 一 一 

台中 一 二 一 

~ 一 后 一 Cl 一 上 
cc 已 二 一 


(b) 使 用 精度 为 4 位 有 效 数 字 的 算术 计算 求解 4X = 互 ; 


1.0000 ”0.5000 ”0.3333 ”0.2500 

_ | 0.5000 0.3333 0.2500 “0.2000 

“| 0.3333 0.2500 0.2000 0.1667 | ， 
0.2500 ”0.2000 0.1667 0.1429 


注意 :; (b) 中 的 系数 抢 阵 是 (a) 中 系数 矩阵 的 近似 。 
3.4.6 算法 与 程序 


1 许多 科学 应 用 包含 的 矩阵 带 有 很 多 零 。 在 实际 情况 中 很 重要 的 三 角形 线性 方程 组 (参见 刁 
题 11 和 习题 12) 有 如 下 形式 : 
dlxl 十 ClX2 一 21 
QIX1I 十 Gd2Xxo2 十 c2X3 一 


书 己 所 呈 


Q2X2 十 人 2X3 十 c314 一 3 


CN-2XN-2 十 GdN_IXN_1I 十 CN_IXN 一 DN_| 
QN-1XN-1 十 dNXN 一 忆 N 
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构造 一 个 程序 求解 三 角形 线性 方程 组 。 可 假定 不 需要 行 变 换 , 而 且 可 用 第 左 行 消去 第 《+1 行 的 为 。 
. 使 用 程序 3.2 求 6 次 多 项 式 Yy= al 十 G2 和 十 Ga 2 十 和 于 Ca 十 Ge 和 十 Gy 的 系数 , 它 经 
过 点 (0,1),(1,3),(2,2),(3,1),(4,3),(5,2),(6,1)。 使 用 plot 命令 画 出 多 项 式 , 标 出 给 
出 的 经 过 点 ,并 解释 图 中 的 误差 。 
. 使 用 程序 3.2 求解 线性 方程 组 4 和 = 下, 其 中 4=[ajwa= 六 ;而 且 召 =|[ 多 其 
中 = N, 且 当 ;22 时 有 刀 =( 巡 -Ti-1)。 设 W=3,7,11, 精 确 解 为 不 =[1 1 

1 ]j。 解 释 计 算 结果 与 精确 解 的 偶 差 。 
, 构造 一 个 程序 ,将 程序 3.2 中 的 偏 序 选 主 元 策 栈 改 成 按 比 例 偏 序 选 主 元 策略 。 
. 使 用 上 题 中 构造 的 按 比例 偏 序 选 主 元 策略 程序 求解 第 3 题 中 N = 11 的 线性 方程 组 。 解 释 
计算 结果 为 什么 更 好 。 
. 修改 程序 3.2, 使 得 它 能 有 效 地 求解 具有 相同 系数 矩阵 4 但 常数 矩阵 召 不 同 的 M 线性 方程 
组 集合 。 末 线性 方程 组 集合 如 下 所 示 : 

4 天 | 一 下 |， 4X2 一 ， .……， 48 二 吾 1f 
.下面 的 习题 虽然 是 针对 3x3 维 矩阵 的 ,但 其 概念 可 用 于 AN x N 维 矩 阵 。 如 果 和 矩阵 4 非 奇 
异 , 则 4- 存在, 而且 44- =T。 设 CC: ,Ci; 是 4 的 列 ,而 五 ,已 ,五 ; 是 了 的 列 。 方 程 
44- = 了 可 表示 为 

4|[CI C:z C3|=[EI 2 五 3] 
则 上 式 等 价 于 三 个 线性 方程 组 
4CI = 瑟 ， 4C2) = 开 ， 4C3 = 万 3 
这 样 求 4 ”等 价 于 求解 三 个 线性 方程 组 。 
使 用 程序 3.2 或 上 题 中 的 程序 求解 下 面 每 个 抢 阵 的 道 。 通 过 计算 44 -! 和 使 用 命令 inv(A) 
检查 答案 ,并 解释 可 能 的 差异 。 
7 0 1 16 -120 240 -140 

-120 ”1200 -2700 ”1680 
(a) | (b) | 240 -2700 ”6480 _4200 

-140 “1680 -4200 ”2800 


3.5 三 角 分 解法 


在 3.3 节 中 可 以 看 到 ,求解 上 三 角 线 性 方程 组 很 容易 。 现 在 介绍 将 给 定 矩 阵 4 分 解 成 下 


三 角 抢 阵 了 和 上 三 角 和 矩阵 尽 的 乘积 的 概念 ,其 中 下 三 角 矩 阵 工 的 主 对 角 线 为 上 上 三 角 和 矩阵 


的 对 角 线 元 素 非 零 。 为 了 方便 表示 ,主要 使 用 4x4 维 矩阵 表达 各 种 概念 ,但 这 些 概念 可 用 


于 任意 用 xx 维和 定 阵 。 
定义 3.4 如 果 非 奇异 给 阵 4 可 表示 为 下 三 角 拢 阵 卫 和 上 三 角 和 矩阵 世 的 乘积 ， 


入 = 了 DC (1 ) 
则 有 谋 存在 一 个 三 角 分 解 。 
用 短 阵 形式 可 表示 为 
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all al2 413 014 ] 0 0 01xH 
021 0G22 63 Gd4| 12 0 0 0 
031 Cd32 433 434 ma3l mn3 1 0|10 
041 0G42 0443 044 141 1142 1143 0 


1I2 上 !I3 
L22 123 
33 


0 
0 


zi4 
124 
134 
0 144 


生 


矩阵 4 非 奇 异 的 条 件 意 味 着 对 所 有 上 有 wu 关 0。 工 中 的 元 素 表示 为 mi。 选择 m 而 不 是 


/的 原因 将 在 后 面 解释 。 
3.5.1 线性 方程 组 的 解 


设 线性 方程 组 4X& = 如 的 系数 矩阵 4 存在 三 角 分 解 (1) , 则 线性 方程 组 可 表示 为 


也 忆 /有 一 及 


而 方程 组 的 解 可 通过 乍 义 了 = [让 并 求解 下 面 的 两 个 方程 组 得 到 。 
首先 对 方程 组 ZF = 召 求 解 了 ,然后 对 方程 组 CE = 了 求解 环 。 


必须 首先 求解 下 三 角 线 性 方程 组 


y1 一 1 
1i21y1 十 六 一 D2 
1131y] 十 1132y2 十 轨 一 23 


141y1 十 Mi427y2 十 14373 十 4 一 pb4 
得 到 | Ji，ya2y7y3yys4o 然后 使 用 它们 求解 上 三 角 线性 方程 组 
LIIXI 十 WUI2XY2 十 11373 十 2U1434 一 y 
WU22X2 十 V2373 十 224X4 二 访 
33X3 十 UK34X4 二 3 


44X4 二 4 

例 3.20 利用 三 角 分 解法 和 如 下 事实 ， 
| 2 14 IO000II1L1 2 
4_|2864|_ 12100|10 14 
3 10 88| -|3110l|o 0 
4 12 10 6 41 2 1|I0 0 


求解 
XI 十 2x2 十 4x3 十 x4 一 21] 
2xl1 十 8x2 十 6x3 十 4x4 一 S2 
3xl 十 IO0x2z 十 8x3 十 8x4 王 79 
4xl 十 12x2 十 10x3 十 6x4 一 82 
解 :利用 前 向 替换 法 求解 ZL7 = 妃 ; 


yl 一 2] 
27y1 十 久 一 2 
3 十 只 十 轨 一 79 


4y1 十 闪 十 2 轨 十 嫉 二 82 


(2) 


(3) 


(4) 


〈5) 


《6) 


得 到 值 y =21,yz =52-2x21=10,y =79-3x21-10=6,y,=82-4x21_10-2x6- 
-24, 或 表示 为 了 Y=[21 10 6 -24]。 接 下 来 表示 方程 组 ! 芭 = 了 为 ， 
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xl 十 2x2 十 4x3 十 三 27] 
4x2 一 2X3 十 2x4 一 10 


7 

一 2x3 十 Jx4 王 0 (7) 
一 0x4 王 一 24 

现在 利用 回 代 法 可 得 到 值 x. = -24/(-6)=4,x;=(6-3x4)/(-2)=3,x, =(10-2x4+ 

2x3)/4=2,xij=21-4-4x3-2x2=1 或 表示 为 时 =[1 2 3 4]'。 国 


3.5.2 三 角 分 解法 
现在 讨论 如 何 得 到 矩阵 的 三 角 分 解 。 当 利用 高 斯 消去 法 时 ,如 果 行 交换 变换 不 是 必需 的 ， 
则 倍数 m, 是 工 中 的 子 对 角 线 元 素 。 


例 3.21 利用 商 斯 消去 法 构造 下 列 矩 阵 的 三 角 分 解 


4 3 一 ] 
4 一 |-2 -4 5$ 
] 2 0 


解 :通过 将 单位 给 阵 放 在 4 的 左边 来 构造 矩阵 二。 对 每 个 用 来 构造 上 三 角 短 阵 的 行 变 
换 , 将 倍数 mi 放 在 左边 的 对 应 位 置 。 初 始 答 阵 为 


1 0 0 4 3 一 | 
4 一 |0 1 0|1-2 -4 5 
00 1 ] 2 6 


用 第 1 行 消去 敌阵 4 的 第 1 列 中 au 下 面 的 元 素 。 第 2 行 和 第 3 行 分 别 减 去 第 ti 行 桶 以 
倍数 ma = -0.35 和 ma =0.2$。 将 倍数 放 到 矩阵 的 左边 相应 位 置 ,结果 为 


] 0 0|1|14 J 一 ] 
4 一 |-053 1 0110 -2.5 4.5 
0.23 0 1j110 1.253 06.25 


用 第 2 行 消去 第 2 列 中 对 角 线 下 方 的 元 素 。 第 3 行 减 去 第 2 行 乘 以 倍 教 mi = -0.S$, 再 
将 倍数 放 入 给 阵 左边 , 则 可 得 到 给 阵 4 的 三 角 分 解 : 


] U 0 4 3 一 | 
六 一 | -0.5 1] 0|10 -2.$ 4.5 (8) 
0.24 -0 1 0 DO 8.5$ 


图 
定理 3.10(4 = ZL 的 直接 分 解 ,无 行 交换 变换 ) 设 无 行 交 换 变 换 的 高 斯 消去 法 可 求解 一 般 
线性 方程 组 4 下 = 召 , 则 给 阵 4 可 分 解 为 一 个 下 三 角 矩 阵 工 和 一 个 上 三 角 托 阵 了 的 
乘积 : 
4 一 区 U/ 


而 且 工 的 对 角 线 元 素 为 1, D 的 对 角 线 元 素 非 零 。 得 到 地 和 六 后 ,可 通过 如 下 步 陋 
得 到 契 ， 
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1. 利用 前 向 替换 法 对 方程 组 7Y = 加 求解 了 。 
2. 利用 回 代 法 对 方程 组 ! 基 = 了 求解 天。 
证 明 : 当 执 行 高 斯 消去 过 程 ,并 将 吾 存 人 增 广 抢 阵 中 ( 增 广 抢 阵 有 +1 列 ) 时 ,上 三 角 分解 处 


理 后 的 结果 是 等 价 的 上 三 角 线 性 方程 组 = 了。 和 拢 阵 工 , 愉 , 中 和 有 如 下 形式 : 
(1) 


] 0 0 0 41 N 二 1 
(2) 
3 
.，。 (入 ) 

maN1 miN2 miN3 ] QN NT 
(]) (]) (]) (1) (1) 

4 402 9043 QIN 4 N+| 
(2) (2) (2) (2) 

0 02 023 GDN 42 N+1 
(3) (3) (3) 

U=|0 0 4a3 … aq3N ， 7 一 | 43N+1 
(入 ) (AN ) 

0 0 0  …，QNN LN NT+1 


批注 “如果 只 寻找 区 和 书 , 可 不 需要 增 广 矩 阵 的 第 W+ 1 列 。 
第 1 步 :将 系数 存 人 增 广 矩阵 。a0) 的 上 标 表 示 位 于 和 矩阵 (r, ce) 处 的 值 是 第 一 次 存放 的 。 


( 雪 (i ) (]) (]) (]) 
4i1 902 43 ”QIN | QIN+I 
中  ( 疏 (上 (1 (]) 
421 022 603 QQ2N | 0G2N+l 
(1 ) (1 ) (1 ) (1]) (]) 
431 032 033 0 03N | 03 NT 
(DO (| 
4NI CN2 QN3 0 QGNN | GNNTHI 


第 2 步 :消去 第 2 行 到 第 N 行 中 的 x ,并 将 用 于 消去 第 > 行 中 的 的 倍数 办 存 人 和 矩阵 
(7,1l) 处 。 


forr 一 2:N 
(1) (jl . 
7 一 or /ail; 
Crl 一列 站; 


forc 一 2:AN 二 1 


2) 1 ] 
at 一 ate) 一 六 rr 术 GT 
end 


end 
新 的 元 素 写成 c* ,表示 在 矩阵 中 的 位 置 (r,c) 处 第 二 次 存放 的 值 。 执行 第 2 步 后 的 结 
朱 为 
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ID)  (D  ， (D (D (1) 

all 412 413 LN 41N+l 
(2) (2) (2) (2) 

11I21 2422 223 42N ”42N+1 
(2) (2) (2 (2) 

113L (032 4033 CN 43N+Hi 
O) 0) 2) 0O) 

NI CN2 LN3 … 4NN GNN+l 


第 3 步 :消去 第 3 行 到 第 w 行 中 的 ,并 将 用 于 消去 第 r 行 中 的 的 倍数 m 存 人 和 矩阵 
(Cr,2) 处 。 


forr 一 3:N 
2) ，(2 
jir2 一 0 /al 
Cr2 一 jir2， 
forc 一 3:NTl 
3 2 2 
qie 一 Qr2 一 Pr2 0 ); 
end 
end 
新 的 元 素 写 成 c* ,表示 在 矩阵 中 的 位 置 (r,e) 处 第 三 次 存放 的 值 。 执 行 第 3 步 后 的 结果 为 
(1) 〈] ) (| (1) (]) 
4 42 03 … QIN | QIN+l 
(2) (2) (7) (2) 
21 4022 023 …” 02N | 02N+I 
3 3 3 
31 放 32 033) 机 ON 0 AH 
3 3 3) 
凡 Ni 7 玉 N2 ak3 加 CN CN NT 


第 P+1 步 :这 是 一 般 步 又。 消去 第 p + 1 行 到 第 N 行 中 的 > ,并 将 用 于 消去 第 r 行 中 的 
x 的 倍数 在 人 和 矩阵 (>,p) 处 。 
forr 一 p 二 1:N 


”7P 一 0jb / az ; 
4drp 一 191rp， 
forc=Pp+1:N+l 
ar 人 一 0 人 一 mrpyaO): 
end 
end 


将 第 w 行 中 的 xw-, 消 去 后 得 到 的 最 终结 果 是 
(0 ，“(D  ，( (DOD 


LI 42 093 GaN QIN+1 
(2 (2) (2) (2) 

21 602 493 ON 02N+l 
{3) 3 3 

31 7132 033 03N CN 
(A) (入 ) 


NI 了 IN2 HiN3 …  QGNN QGNN 
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上 三 角 处 理 过 程 执行 完毕 。 注 意 只 使 用 了 一 个 数组 保存 志和 中 的 元 素 。 世 中 的 对 角 线 元 
素 1 没有 保存 ,而 且 艺 中 位 于 对 角 线 上 方 的 元 素 0 和 也 中 位 于 对 角 线 下 方 的 元 素 0 也 没有 保 
存 。 只 有 用 来 重 构 世 和 了 的 系数 元 素 才 会 被 保存 ! 

现在 验证 70 =4。 设 万 = Z 忆 ,而 且 当 r< 和 ec 时,d 表示 为 


一 ] 
7 -一 mir1g 人 十 1172G0 十 ” 十 marr la 十 Qt (9 ) 


对 第 1 步 到 第 p + 1 = r 步 使 用 转换 方程 ,可 得 到 如 下 署 换 : 


(| | 2 
mtr1G1c 一 arc] Qt) 


2 3 
1127202 一 Qt 一 Qt) (10) 


Cr 一 )) _，(r-D (r) 
7Nrr 一 1C7 1 一 Gyr Grr 
将 表达 式 (10) 代 人 表达 式 (9) ,可 得 到 
de 
对 于 其 他 情况 , 即 当 r > ec 时 ,可 进行 类 似 的 证 明 。 @ 
3.5.3 计算 复杂 性 
融 斯 消去 法 和 三 角 分 解法 的 三 角 化 过 程 是 一 样 的 。 如 果 观 察 定 理 3.10 中 增 广 和 矩阵 的 前 
NV 列 , 则 可 得 出 方法 的 计算 次 数 。 
第 P+1 步 的 外 层 循环 需要 N-P=N-(pP+l)+l 次 除法 来 得 到 倍数 m 。 而 在 循环 内 ， 
对 朋 N 列 ,需要 (N-P)(CN-Pp) 次 乘法 和 相同 次 数 的 减法 来 得 到 新 的 行 元 素 cz*2 。 这 个 过 
程 对 PP=1,2,…,N-1 都 要 执行 。 这 样 4 = ZL 的 三 角 分 解 部 分 需要 





上 一] 
N3 一 
2 ,(N-PN 一 P+D= 次 乘法 和 除法 (11) 
一 ] 
和 
恤 2N3 -3N2 二 N 
2_.N - 门 N- 记 = 一 一 一 次 减法 (12) 
疡 一 | 
通过 利用 下 列 求 和 公式 可 得 到 式 (11) 
hf A 了 
> -MUL+D \ 尼 = 人 二 DCMNTD 
2 6 
一 | 大 一 1 
使 用 变量 上 = N - p 重 写 式 (11) 可 得 
和 一 1 六 一 1 N-1 
2 VW-PN-pP+HiD=》 ON 下 +y Op) 
记 一 1] 户 一 | Pp 一 1 
六 一 ] 各 一] 
一 》K 十》 庆 


第 3 音 线性 方程 组 4f = 且 的 数值 解法 145 


(AN 一 DDN ON- 一 DMICAN 一 了 





当 得 到 4 = ZD 的 三 角 分 解 后 , 接 下 来 求解 下 三 角 线 性 方程 组 Z7 = 妨 将 需要 0+1T+…+ 
N-1=(N -AN)/2 次 乘法 和 减法 ,但 不 需要 除法 ,因为 世 的 对 角 元 素 为 1。 然 后 ,求解 上 三 角 
线性 方程 组 [不 = 工 需 要 1+2+…+N=(m+N)/2 次 匀 法 和 除法 ,还 需要 (N: - N)1/2 次 减 
法 。 这 样 ,求解 ZLX = 如 需要 

AN 次 乘法 和 除法 ,以 及 NM - N 次 减法 
可 以 看 到 ,整个 求解 过 程 中 三 角 分 解 占 了 主要 的 计算 量 。 如 果 对 线性 方程 组 求解 多 次 ,而 每 次 
的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 4 相同 , 列 和 矩阵 如 不 同 , 则 如 果 保 存 了 三 角 分 解 因子 ,就 没有 必要 
每 次 进行 三 角 分 解 了 。 这 也 是 通常 选用 三 角 分 解法 而 不 是 消去 法 的 原因 。 然 而 ,如 果 只 求解 
一 个 线性 方程 组 , 则 除了 三 角 分 解法 要 保存 倍数 以 外 ,两 种 方法 是 一 样 的 。 


3.5.4 置换 和 矩阵 

定理 3.10 中 4 = ZU 的 三 角 分 解 傻 设 不 存在 行 交换 。 这 可 能 使 得 一 个 非 奇 异 失 阵 4 不 
能 直接 分 解 为 4 = ZU。 
例 3.22 证 明 下 列 甜 阵 不 能 直接 分 解 为 4 = 了 ID。 


l] 2 6 
4 一 | 4 8 一 ] 
-2 3 5 


证 明 : 设 4 存在 一 个 直接 了 LU 分 解 , 则 


1 2 46 1L 0 0 四 os3 
4 8 -LI|=|m 1 0 0 122 223 (13) 
-2 3 5 11131 11132  ] 0 0 8133 


上 入 中 右边 的 给 阵 也 和 芝 相 桶 并 与 对 应 的 天 阵 4 中 的 元 素 进 行 比较 。 在 第 1 列 中 ， 
1=1an ,然后 4= ma = ma 最 后 -2=maa=m。 在 第 2 列 中 ， 2=1u2 ,然后 8 = mm 
2=4x2+kt2p， 这 要 求 =0, 了 最 后 3= mal Li2 + mtz2z = -2x2+7amn(0) = -4， 这 里 产生 
了 矛盾 ,所 以 和 没有 一 个 了 TD 分 解 。 国 


前 V 个 正 整 数 1,2,…, w 的 一 个 置换 是 这 些 数 的 一 个 确定 顺序 的 排列 大 ,及 Ar 。 例 如 ， 
14,2,3,5 是 5 个 整数 1,2,3,4,5 的 置换 。 在 下 面 的 定义 中 将 使 用 标准 基 向 量 百 =[00…0 1.0 
。。 。 0j, =1,2,…，,N。 


定义 3.5 Nx AN 置换 矩阵 尸 是 在 每 一 行 和 每 一 列 只 有 一 个 元 素 为 1 ,而 其 他 元 素 为 0 的 红 阵 。 
忆 的 每 一 行 是 单位 给 阵 每 一 行 的 置换 ,可 表示 为 
P=|B5 Eb … Eu] (14) 
已 = [pijj 的 元 素 有 如 下 形式 : 
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了 = 
例如 ,下 列 4x4 瞪 阵 是 一 个 置换 矩阵 


一 [8 吾 五 五 9 (15) 


中远 必 ) 
过 一 后 二 


全 
定理 3.11 设 已 =[ 开 瑟 … 可 ] 是 一 个 置换 矩阵 。Ph4 是 一 个 新 的 瑜 阵 , 它 的 行 是 将 
4 中 的 行 按 rowe 厢 , rowe AIowe 帮 调整 顺序 后 形成 的 。 


例 3.23 设 4 为 4x4 短 阵 , 己 为 置换 给 阵 (15) , 则 2 珑 阵 中 的 行 是 将 4 中 的 行 调整 顺序 后 形 
成 的 ,顺序 为 第 1,2,3,4 行 对 应 于 和 中 的 第 2,1,4,3 行 。 


解 : 通 过 计 站 矩阵 乘积 ,可 得 


0 100|1a al2 al3 al4 QZ21 022 423 024 
1000|Ilaz a2 a23 4a24| 1al ad2 al3 al4 
0 00 1|1cai az as as4| |a4 ad4 a43 ad44 
00 1 01a aa a43 a44 031 432 033 034 加 


定理 3.12 ”如果 书 是 一 个 置换 给 阵 , 则 它 是 非 奇 异 的 , 且 己 := 严 。 
定理 3.13 如 果 4 是 非 奇 异 和 给 阵 , 则 存在 一 个 置换 矩阵 己 ,使 得 Ph 存在 三 角 分 解 
P4 一 也 (16) 
定理 的 证 明 可 参见 高 级 线性 代数 教材 。 
例 3.24 如果 将 例 3.22 中 短 阵 的 第 2 行 和 第 3 行进 行 互 换 , 则 得 到 的 P4 有 一 个 三 角 分 解 。 
解 : 互 换 第 2 行 和 第 3 行 的 置换 短 阵 为 王 =[ 玉 ， 盏 殖 ;]。 计 算 Ph 的 乘积 可 得 


1] 0 0 1 2 0 1 2 0 
4= 一 |I00 1 4 8 一 ||= 王 1-2 3 9 
0 1 0|1-2 3 9 4 8 一 1 
现在 利用 不 带 行 交 换 的 高 斯 消去 法 ,可 得 : 
pivot 一 了 2 
1i2t 一 一 2 | 一 2 3 
Mi31 一 4 4 8 


从 第 2 行 和 第 3 列 中 消去 xz 后 ,可 得 


| 2 6 
pivot -~ : 7 7 一 忆 国 
13I=010 0 一 2 
3.5.5 扩展 高 斯 消去 过 程 


下 面 的 和 理 是 定理 3.10 的 扩展 , 它 包含 对 行 交换 的 处 理 。 这 样 三 角 分 解法 可 用 于 任何 4 是 
非 奇 异 矩 阵 的 线性 方程 组 4X = 加。 
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定理 3.14( 非 直接 分 解 ;:Ph4 = ZL1) 设 4 是 一 个 NxAN 纸 阵 。 假 设 高 斯 消去 法 可 求解 经 过 行 变 
换 的 一 般 线性 方程 组 4 疏 = 加 , 则 存在 一 个 置换 给 阵 亚 , 使 得 Ph4 可 分 解 为 一 个 下 三 角 矩 阵 
元 和 一 个 上 三 角 甜 阵 辽 : 
天 4 一 和 
而 且 可 构造 工 的 主 对 角 线 元 素 为 1, UV 的 主 对 角 线 元 素 非 震 。 可 用 如 下 4 步 求 出 下: 
1. 构造 给 阵 卫 ,Z 和 三 ; 
2. 计算 列 向 量 P2 ; 
3. 用 前 向 替换 法 对 方程 组 7 = 2 求解 了 ; 
4. 用 回 代 法 对 方程 组 【区 = 了 求解 万 
批注 ”如 果 要 求解 多 个 方程 组 4XY = 如 ,其 中 矩阵 4 固定 ,而 列 抢 阵 如 可 变 。 则 第 1 步 只 需要 执 
行 一 次 ,第 2 步 到 第 4 步 根据 不 同 的 召 求 解 七 。 求 解 节 的 第 2 步 到 第 4 步 的 计算 效率 很 高 , 需 
要 OCN ) 次 操作 ,而 高 斯 消去 法 需要 O(N ) 次 操作 。 


3.5.6 MATLAB 实现 


MATLAB 命令 |L,U,Pj = lu(A) 可 得 到 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 三 角 和 矩阵 D( 通 过 对 4 进行 三 角 
分 解 ) ,以 及 定理 3.14 中 的 置换 矩阵 忆 。 
例 3.25 对 习题 3.22 中 的 矩阵 4 使 用 MAILABR 命令 [1L,U,P]= 1u(A)。 验 证 = 忆 - YE1( 即 证 
明 4 = ZL7)。 


>>A=[l126 ;48 -1;-2 3 -5]， 
>>[L,U,P]=]1u(A) 
T = 


1.0000 0 OO 
-0.5000 1.0000 0 
0.2500 0 1 .0000 
4.0000 8.0000 -1.0000 
0 7 .0000 4.5000 
0 0 6 .2500 
P= 
0 lt 0O 
9 Oilt 
100 
>>1inV(P) #EL#T 
2 6 
4 8 -1! 
-2 3 5 国 


正如 前 面 所 指出 的 ,研究 人 员 经 常 利用 的 是 三 角 分 解法 ,而 不 是 消去 法 。 在 MATLAB 中 的 
inv\aA) 和 aet(A) 也 利用 三 角 分 解法 。 例 如 ,根据 线性 代数 的 理论 ,可 知道 非 奇 异 矩 阵 4 的 
行列 式 等 于 ( - 1D)*det 过 ,这 里 的 愉 是 矩阵 4 三 角 分 解 产生 的 上 三 角 和 矩阵 ,而 9 十 从 单位 矩阵 7 
得 到 忆 所 交换 的 行 的 次 数 。 由 于 已 是 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 7 站 二 环 时 它 的 主 对 角 线 元 素 的 
来 积 (参见 定理 3.6)。 读 者 可 对 例 3.25 进行 验证 , 即 
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det(4) = 175 = (下 (175) = (一 D det(U) 


下 面 的 程序 实现 了 定理 3.10 的 证 明 中 描述 的 处 理 过 程 。 它 是 程序 3.2 的 扩展 ,并 使 用 偏 
序 选 主 元 策略 。 由 于 偏 序 选 主 元 带 来 的 行 交 换 被 记录 在 矩阵 丸 中 。 然 后 在 前 向 替换 步骤 中 
使 用 矩阵 丸 求解 矩阵 了。 


程序 3.3( P4 = 7 : 带 选 主 元 的 分 解法 ) ”构造 线性 方程 组 4 不 = 加 的 解 ,其 中 人 是非 奇 异 和 给 阵 。 
function X = lufact(A,B) 


AInput -~- Ais anN XN matrix 
人 -Bis anNX TImatrix 
hoOutput ~ X is an N Xx 1 matrix containing the solution to AhAX = B. 


ApTInitialize X，Y，the temporary storage matrix C，and the roy 
Permutation information matrix 有 R 
LN,N]=esize(A) ; 
=Zero8s(N ,1) ; 
Y=zeros(N ,1) 
C=zeros (1 ,N) ; 
R=1T:N， 
ftor p=1:N-L 
hphFind the pivot row for column P 
[maxl ,jj=max(abs(ACP:N,P))); 
%Interchange Tow P and jj 
C=AGP，:) ; 
A(P，:)=A(j+p-1，:); 
ACj+p-1，:)=C; 
d=R(CP) ; 
RCP)=R(j+p-i) ; 
R(Cj+p-17)=d; 
if Ap,p)== 
is singular、 No unique solution， 
break 
end 





khCalculate multiplier and place in subdqiagonal portion of A 
for Kk=p+l:N 
mult=A(k,p)VACGP,P) ; 
A(k,P) = mult; 
AMK,P+1:N)=A(GK,pP+1:N)-mult*A(p,p+l:N); 
end 
end 


hpSolve for YY 
Y(C1) = BC(RC17) ，; 
tor X=2:N 
Y(Ck)= BC(R(Ck))-ACGK,1:K-1)*Y(C1:K-1) ， 
卫生 
hpSolve for 久 
XAN)=Y(N)VACN,N) ; 
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for KK= 太 -1 :-1:1 
X(GK)=(Y(k)-ACk,Kk+l1:N)*X(k+t:N))VACK,K) : 
end 


3.5.7 习题 
1.(a) 玉 =[-4 10 5 ，(b) 呈 =[20 49 32] ,4= 1 表示 为 


2 4 -6 1 0 0 4 -6 
15 3|=|l12 1 0|llo3 6 
13 3? l/2 1/3 1|l00 3 


求解 Z7 = 下 ,7 = 了 ,并 验证 吾 =4X。 
2. (3a) 丸 =L[7 2 10j ，(b) 丸 =[23 35 7] ,4 = 7 表示 为 


] ] 0 Il 00|I1 1 6 
一 ] 2 9|1 王 | 一 1] 0110 3 1 
上】 -2 3 ] -| 10 0 12 


求解 ZL 了 Y = 玉 , LE = 了 ,并 验证 囊 = 4 和 
3. 对 下 列 官 阵 求解 它 的 三 角 分 解 志 和 心 。 


-> 2 一 | 1]0 3 
o| 四 | 3 1 4 
3 1 6 -3 2 一 | 


4. 对 下 列 抢 阵 求 解 它 的 三 角 分 解 工 和 忌 。 


4 2 1 [| 一 2 7 
(a) | 3 3 (b) 2 
| 一 2: 7 2 ] 一 2 


s, (a) 妨 =[8 -4 10 -4]'，(b) 玉 =[28 13 23 4 4 = 0 表示 为 
4 8 4 0 1 0 001T484 0 
154 -3|-| 和 1 00 0 3 3 一 3 
147 21 1 了 l] 0|1I004 4 
1 3 0 一 ?2 4 一 3 II000 1 
求解 Z7 = 8,UX = 了 ,并 验证 吾 = 4 克 ， 
6. 对 下 列 矩 阵 求解 它 的 三 角 分 解 工 和 了 
1] 10 14 
2 -1 5 0 
5 21 2? 
-3 02 6 


7. 试 人 推导 出 公式 (12)。 
8. 证 明 在 下 面 的 情况 下 三 角 分 解 是 惟一 的 :如 果 抢 阵 4 非 奇异 ,而 且 瑟 局 =4=DD, 则 
Zi =7, 且 已,= 也 。 
9. 证 明和 定理 3.10 中 r>> ec 的 情况 。 
10. (a) 通过 对 下 列 置换 矩阵 证 明 到 ' =7 = 严 严 来 验证 定理 3 12。 
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(b) 证 明和 定理 3.12。 提 示 :利用 符 阵 乘 定 义 和 忆 与 户 的 每 一 行 和 每 一 列 只 有 一 个 元 素 为 
] 的 事实 。 
tl, 证 明 一 个 Wx AN 上 三 角 抱 阵 的 道 也 是 一 个 上 三 角 和 拖 阵 。 


3.5.8 算法 与 程序 
1. 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4 下 = 妇 , 其 中 


1 3 57 1 

2 _1 3 5 2 
4=| 0 0 25 = |3 
2 6 -3 1 4 


使 用 MATLAB 中 的 [L,0,P] = 1u(A) 命 令 检查 得 到 的 答案 。 
. 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4K = 有 ,其 中 4 = [ai]wswyay =z5 而 且 吾 =[ 入 jw,b = 
N, 当 ;12>2 时 ,5 =( 广 -1-1)。 对 N=3,7,11 的 情况 分 别 求解 。 精 确 解 为 X=[1 1 
1 1 。 对 得 到 的 结果 与 精确 解 的 差异 进行 解释 。 
3. 修改 程序 3.3, 使 得 它 可 以 通过 重复 求解 w 个 线性 方程 组 
4C7 = 五 其 中 J=1 2 .…… N 


ia 


来 得 到 4- ， 
则 
4[CL C … Cnw]=[E E2 …， ENv] 
而 且 
4- =[CI Cz … CN] 


保证 对 ZD 分 解 只 计算 一 次 ! 


4. 基 尔 牌 夫 电压 定律 说 明 电 路 网 络 中 任意 单 向 闭路 的 电压 和 为 零 。 对 图 3.5 中 的 电路 利用 
基 尔 稚 夫 电压 定律 进行 分 析 , 可 得 到 如 下 线性 方程 组 
(RI 十 R3 十 民 4)D 十 R322 十 KR403 一 尼 1 
A371 十 (R2 十 R3 十 RR5)7 一 RsA3 王 (] ) 
Rd47 一 R512 十 (R4 十 Rs 十 Ra)D 王 


如 果 
(al) 玉 ] 一 1 &2 一 1, R3 一 2,R4 一 1,R5 一 2,R6 一 4 已 一 23, 开 一 29 
(b) 尺 | = 1 尺 一 0.75，R3 = 1 R4 一 2 民 。 = 1 &6 一 4, 天 | 一 12, 五 ” 一 21.5 
(c) 有 1 一 1] 尺 2 一 2 3 一 4, R4 一 3,R5 一 1,R6 一 5S, 瑟 | 一 41 一 38 
使 用 程序 3.3 求解 电流 六 ,六 。 
5. 在 微 积分 中 ,下 列 积分 可 通过 部 分 分 式 技术 求 出 ， 


1/ X2 十 X 十 1 
CTDEC22C23505TT 4 
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这 需要 在 下 列表 达 式 中 求 出 系数 4, ,= 1,2,……,6。 


X2 十 X 十 1 
(KK 一 1 人 (一 2)(x 一 3)2(x2 十 了 
4 机 42 1 43 机 44 45sSx 十 46 
CC-D ww-2 -32 ww-3) (x+DT 
使 用 程序 3.3 求解 部 分 分 式 的 系数 。 








用 KR 2 
二 二 
天 ， 1 1 2 
R3 
R， R。 
6 


图 3.5 习题 4 中 的 电路 网 络 


6. 使 用 程序 3.3 求解 线性 方程 组 4X = 如 ,这 里 矩阵 4 由 MATLAB 命令 和 A- rand(10,10) 和 B= 
[1 2 3 … 10]' 生 成 。 在 使 用 程序 3.3 前 ,需要 验证 4 是 非 奇异 矩阵 (daet(&A) 上 0)。 通 
过 计算 差 值 4X - 召 来 检查 结果 的 精确 性 ,并 检查 差 值 接近 零 的 程度 (一 个 精确 解 使 得 4 刀 
-四 =0)。 使 用 通过 命令 A = ranad(20,20) 和 B=[I1 2 3 20】' 生 成 的 系数 矩阵 
4 ,重复 上 述 过 程 。 解 释 用 程序 3.3 求解 这 两 个 方程 组 在 精确 性 上 的 明显 区 别 。 


7. 在 3.1 节 的 式 (8) 中 定义 了 N 维 空间 中 线性 组 合 的 概念 。 例如 ,向量 (4, - 3) 等 价 于 矩阵 
[4 -3] ,可 表示 为 [1 0]' 与 [0 _ 1" 的 线性 组 合 ， 


-4 加 + 


使 用 程序 3.3 来 说 明和 矩阵 [1 3 5 7 9】 可 表示 为 如 下 线性 组 合 ， 


0 2 3 ] | 
4 0 之 6 4 
一 |，|10|，|0|1，| -3 一 
3 4 9 0 7 
一 4 2 0 


解释 为 什么 任意 矩阵 [x， X2  X3  X%4 xs5] 可 表示 为 上 述 矩 阵 的 线性 组 合 。 


3.6 求解 线性 方程 组 的 迭代 法 


这 一 节 主 要 讲述 如 何 把 第 2 章 介绍 的 和 迭代 法 扩展 到 更 高 维 数 。 首 和 多 考虑 用 于 线性 方程 组 
的 不 动 点 和 迭代 的 扩展 。 
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3.6.1 雅 可 比 和 迭代 
例 3.26 考虑 如 下 方程 组 ; 


4xr 一 y 十 Zz= 一 7 
4x 一 8y 十 Zz 一 一 21 (1 ) 
一 2x 十 》 十 9z 王 14 
上 述 方程 可 表示 成 如 下 形式 ， 
7， 十 了 一 
4 
2 十 4xr 十 7 
“一 《2) 
53 二 2x 一 》 
一 5 
这 样 就 提出 了 下 列 雅 可 比 和 迭代 过 程 : 
十 其 一 中 
“十 1 一 4 
21 十 4 十 克 
JI 一 (3) 
1 十 2xkk 一 其 
一 


如 采 从 Po = (xo,yo,zo)=(1,2,2) 开 始 , 则 上 式 中 的 迁 代 将 收 化 到 解 (2.4,3)。 
将 xo=1,yo=2 和 zo=2 代 入 上 式 中 每 个 方程 的 右边 , 即 可 得 到 如 下 新 值 ; 





2-2 
7 二 3 = 1.75 
， 二 沁 上 4 _ 3 3 
， 1 0 
新 的 点 书 = (1.75,3.375,3.00) 比 Po 更 接近 (2,4,3)。 使 用 选 代 过 程 (3) 生 成 点 的 序 
列 1 已 | 将 收敛 到 解 (2,4,3)( 如 表 3.2 所 示 )。 图 


表 3.2 求解 线性 方程 组 (1) 的 收 生 的 雅 可 比 选 代 




















K 

0 1.0 

1.73 . 

2 1.84373 3.025 

3 1.96023 2.9025 

4 [1.990625300 3J.97056230 3.00000000 

9 1.99414063 3.99531230 3.00093750 
1.99999993 3.99999985 2.090999993 
2.00000000 4.00000000 
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这 个 过 程 称 为 雅 可 比 迁 代 ,可 用 来 求解 某 些 类 型 的 线性 方程 组 。 经 过 19 步 和 迭代 ,迭代 过 
程 收敛 到 一 个 精度 为 9 位 有 效 数 字 的 近似 值 (2.00000000 ,4.00000000 ,3.00000000) 。 
在 求解 偶 微 分 方程 时 ,线性 方程 组 经 常 有 多 达 100000 个 变量 。 这 些 方程 组 的 系数 矩阵 是 
稀 朴 惩 阵 , 即 系数 失 阵 中 的 大 多 数 元 素 为 零 。 如 果 非 零 元 素 具 有 一 种 模式 ( 即 三 对 角 方 程 组 )， 
则 迭代 过 程 是 求解 这 些 大 型 方程 组 的 有 效 方法 。 
有 时 雅 可 比 迭 代 法 是 无 效 的 。 通 过 下 面 的 例子 可 以 看 出 ,重新 排列 初始 线性 方程 组 后 , 利 
用 雅 可 比 和 迭代 法 可 产生 一 个 发 散 的 点 的 序列 。 
例 3.27 设 重新 排列 线性 方程 组 (1) 如 下 |; 
一 2x 十 y 十 9z 一 15 
4x 一 8 十 z= 三 一 21 (4) 
4x 一 ?十 Z 一 7 


这 些 方 程 可 表示 为 如 下 形式 ， 
一 13 十 十 9z 
一 
21 十 4x 十 7Z (5 ) 
yy 一 -一 一 
8 
zZ 一 /一 4xr 十 Y 
这 可 以 用 如 下 雅 可 比 迁 代 过 程 来 解 : 
一 上 十 其 十 5 
x+ 一 一 
21 十 4 十 2 (6) 
3 大 十 1 在 


ZKk+E 一 7 一 4 尺 十 次 
如 果 从 Ps =(xoy,yo,zo)= (1,2,2) 开 始 , 则 利用 上 式 中 的 迭代 将 对 解 (2,4.3) 发 散 。 
将 wx=l,y=2 和 z=2 代 入 上 式 中 每 个 方程 的 右边 , 即 可 得 到 新 值 Xiyyl 和 zi: 


一 1]3 十 2 十 10 
才 
| 一 一 一 3 375 


zl 一 /7 一 4 十 2 三 9.00 
新 的 点 Pi =(-1.5,3.375,5.00) 比 Po 更 远 地 偏 离 解 (2,4,3)。 利 用 和 迭代 (6) 产 生 了 一 个 
发 散 序 列 ( 如 表 3.3 所 示 )。 浅 


泰 3.3 求解 线性 方程 组 (4) 的 发 散 的 雅 可 比 和 迭代 































大 

0 1.0 2.0 

| 一 1 .S 和 .0 

之 6.68735 10.375 

3 34.0875 一 17.24 

4 一 40.617188 17.8125 一 123.73438 
3 一 307.929688 一 36.150391 211.281254 
6 


3S02.62793 一 124.929688 ]202.96836 
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3.6.2 高 斯 - 赛 德 尔 和 迭代 法 

有 时 通过 其 他 方法 可 使 收 伍 速 度 加 快 。 观 察 由 雅 可 比 和 迭代 过 程 (3) 产 生 的 3 个 序列 | xi， 
ye 和 1 它们 分 别 收敛 到 2,4 和 3( 如 表 3.2 所 示 )。 由 于 六, 被 认为 是 比 *, 更 好 的 * 的 近 
做 值 ,所 以 在 计算 yi 时 用 wx 来 替换 习 是 合理 的 。 同 理 ,可 用 ,; 和 人 ,计算 和 ,。 下 面 
的 例子 显示 了 对 例 3.26 中 的 方程 组 使 用 上 述 方 法 的 情况 。 
例 3.28 设 给 定 线性 方程 组 (1) 并 利用 高 斯 ~ 赛 德 尔 (Gauss-Seidel) 迁 代 过 程 求 解 : 


本 7 十 交 一 中 
类 十 1 一 4 
21 十 4xk+1 十 2 
了 愉 +1 三 一 一 一 (7) 
13 十 2xk+1 一 内 + 
4 全 十 一 一 一 


》 

如 林 从 Po = (xo,yo,zo) = (1,2,2) 开 始 , 用 上 式 中 的 选 代 可 收 化 到 解 (2.4,3)。 

将 yn = 2 和 Zp =2 代 入 上 式 第 一 个 方程 可 得 
-一 一- 1.75 

将 xi =1.7$3 和 zo=2 代 入 第 二 个 方程 可 得 


21 十 4X175 十 2 
由 = 一 人 375 


将 xi =1.75 和 7=3.7S 代 入 第 三 个 方程 可 得 
1$ 十 2X1.75 一 3.75 
Z1 一 和 
新 的 记忆 =(1.7$,3.75,2.95) 比 P 更 接近 解 (2.4,.3) ,而 且 比 例 3 .26 中 的 值 更 好 。 用 迁 
代 (7) 生 成 序列 | 已 | 收 北 到 (2,4,3)( 如 表 3.4 所 示 )。 条 


一 2.95 


表 3.4 用 于 方程 组 (1) 的 收 敏 的 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 
























K 

0 1 .0 2.0 2.0 

1 1.75 3.75 2.95 

2 1.95 3.960875 2.98625 

3 1.293025 J.99009375 2.99903125 

8 1.99999983 3.99999988 2.99999996 

9 1.99999998 3.99990999 jJ.00000000 
10 2.00000000 4.00000000 3.00000000 


在 例 3.26 和 例 3.27 中 ,有 必要 建立 一 些 判定 条 件 来 判断 雅 可 比 迭 代 是 否 收敛 ,因此 建立 
了 下 面 的 定义 。 
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定义 3.6 设 有 NxAN 维 矩阵 4, 如 果 


AN 

|akk| > 》 .lou 其 中 大 =1 2 N (8) 
了 王 
jz 


则 称 4 具有 严格 对 角 优 势 。 全 
这 表示 在 矩阵 的 每 一 行 中 , 主 对 角 线 上 的 元 素 的 绝对 值 大 于 其 他 元 素 的 绝对 值 的 和 。 
例 3.26 中 的 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 具有 严格 对 角 优 势 , 原 因 在 于 
在 第 1 行 中 : I41 > 一直 十 人 
在 第 2 行 中 : 1-8> 4 二 + 有 
在 第 3 行 中 : ”上 > | 一 2 十 有 | 
所 有 的 行 满足 定义 3.6 中 的 关系 式 (8) ,所 以 线性 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 4 具有 严格 对 角 


优势 。 
例 3.27 中 的 线性 方程 组 (4) 的 系数 抢 阵 4 不 具有 严格 对 角 优 势 ,原因 在 于 
在 第 1 行 中 : -2 <1H+15| 
在 第 2 行 中 : 1-8| > 14| 二 1H 


在 第 3 行 中 : ”上 HH < 44| 十 1 一 和 
第 1 行 和 第 3 行 不 满足 定义 3.6 中 的 关系 式 (8) ,因此 线性 方程 组 (4) 中 的 系数 矩阵 4 不 具有 
严格 对 角 优 势 。 
现在 使 雅 可 比 欠 代 和 高 斯 ~ 赛 德尔 和 迭代 过 程 一 般 化 。 设 有 如 下 线性 方程 组 ， 


QHXI 十 Gl2x2 十 … 十 aljtj 十 十 QINXN 一 思 
0C21X1 十 022X2? 十 … 十 027F 十 .十 MD2NWYN 一 2 
，. ， | 一 户 ， (9) 
CjIXI 十 G12X2 十 十 G11X1 十 十 人 NAN 一 上 
CNIXI 十 GN2X2 十 十 GNii 十 十 CQNNXN 一 DN 


设 第 人 点 为 己 一 人 2 xi) , 则 下 一 点 为 P，， = (多 人 + Nt ee 和 人 ， 
5N7 )。 坐标 五 的 上 标 (#) 可 用 来 标识 属于 这 一 点 的 坐标 。 选 代 公 式 根据 前 面 的 值 
(xx 和 交 ), 使 用 线性 方程 组 (9) 中 的 第 ) 行 求解 式 zi 人 和。 

雅 可 比 迭 代 : 


OO (大 ) (大 ) (上 ) 
HHD 人 一 01MIT 一 一 ji 一 Cjj+IXZHE 一 一 GOjJNXN 
= 一 0 
记 
其 中 J = 1,2,……,N。 


雅 可 比 选 代 使 用 所 有 旧 坐标 来 生成 所 有 新 坐标 , 而 高 斯 ~ 赛 德尔 迭代 尽 可 能 使 用 新 坐标 
得 到 更 新 的 坐标 。 
高 斯 - 赛 德尔 迁 代 : 
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(HEHD 六 一 QT 一 :一 aj1-1X 一 ajjHIX 四 QjNXN (11) 
7 L 7 
其 中 J = 1,2，……,AN。 
下 面 的 定理 给 出 了 雅 可 比 和 迭代 收敛 的 充分 条 件 。 
定理 3.1S( 雅 可 比 和 迭代) 设 甜 阵 4 具有 严格 对 角 优 势 , 则 4 下 = 召 有 惟一 解 下 = 已 。 利 用 迁 
代入 (10) 可 产生 一 个 向 量 序列 | 已 | ,而且 对 于 任意 初始 向 量 已 ,向量 序列 都 将 收效 到 己 。 
全 


证 明 : 可 参见 有 关 数 值 分 析 的 高 级 教材 。 

当 和 矩阵 4 具有 严格 对 角 优势 时 ,可 证 明 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 也 会 收敛 。 在 大 多 数 情 况 下 ,高 
斯 - 赛 德 尔 和 迭代 法 比 雅 可 比 迭 代 法 收敛 得 更 快 ,因此 通常 会 利用 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 (可 比较 
例 3.26 和 例 3.28)。 理 解 为 得 到 式 (11) 而 对 式 (10) 进 行 的 修改 是 很 重要 的 。 在 某 些 情况 下 。 
雅 可 比 和 迭代 会 收敛 ,而 高 斯 - 赛 德尔 迭代 不 会 收 伍 。 


3.6.3 收敛 性 


比较 向 量 之 间 的 距离 是 非常 必要 的 , 它 可 以 用 来 判断 | 已,} 是否 收 伍 到 已。 已 =(x xy， 
Mr) 和 到 =( 和 7，yw) 之 间 的 欧 几 里 得 距离 (参见 3.1 节 ) 为 


1/2 
I 一 纪 = 取 一 7 〈(12) 
j 一 | 
它 的 缺点 是 需要 相当 大 的 计算 量 ,因此 引入 另 一 种 范 数 , | 成 | ， 
作 
IE = ojl (13) 
=1] 


下 面 的 纤 论 保证 了 | 瑟 上 ,具有 度量 的 数学 结构 ,因此 适合 作为 一 个 一 般 化 的 “ 工 离 公 式 ” 
根据 线性 代数 的 理论 可 知 ,如果 两 个 向 量 的 jx, 范 数 接近 , 则 它们 的 欧 几 里 得 范 数 外 * 赴 也 
接近 。 
定理 3.16 设 站 和 Y 是 N 维 向 量 ,c 是 一 个 标量 。 则 函数 | 下 | 有 如 下 性 质 ， 


站 天 外 ,0 (14) 

外 区 站 =0, 当 且 仅 当 天 =0 (15) 
上 ee 人 = el 用， (16) 

上 下 + 了 相 过 站 下 上 + 才子 外， (17) 


延明 :这 里 只 证 明 性 质 (17) ,其 他 的 留 给 读者 作为 练习 。 对 于 每 个 六 实数 的 三 角 不 等 式 表示 
为 1z +gzs151+171l。 根 据 这 些 不 等 式 可 得 到 不 等 式 (17)， 


六 及 AN 
全 十 了 和 三方 呈 二 四 | 入》 il 和 人 二 Th 
一 | 1 一 | 一 1 


可 用 陈 (13) 定 义 的 范 数 来 定义 两 点 之 间 的 距离 。 @@ 
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定义 3.7 设 忆 和 7 是 N 维 空间 中 的 两 点 。 可 定义 下 和 了 的 距离 为 |*|， 范 教 ,表示 为 


有 
上 一 = 人 bo 一 中 | 和 
一 |] 
例 3.29 计算 点 书 =(2,4,3) 和 0 =(1.7$,3.75$,2.9$) 的 欧 几 里 得 距离 和 ||*|| ， 距离 。 
解 ; 欧 几 里 得 距离 为 
IIP 一 Ol=(C2-1.7$) 二 (4-3.75) 十 (3 一 2.95) 人 1 一 0.3570 
| * 首 ， 距离 为 


IP- ON=i2-1.75| 二 4 一 3.75| 十 |3 一 2.95| = 0.55 
| * | 更 容易 计算 ,常用 来 确定 W 维 空间 中 的 收 敏 性 。 国 


在 程序 3.4 中 使 用 了 MATLAB 命令 RA(j,[1:j-1,j+1:N])。 它 有 效 地 选择 4 中 第 7 行 
的 所 有 元 素 ,但 不 包括 位 于 第 7 列 的 元 素 ( 即 A(j ,j))。 这 种 表示 可 简化 程序 3.4 中 的 雅 可 比 

在 程序 3.4 和 程序 3.5 中 ,使 用 了 MATLAB 命令 norm, 它 是 欧 几 里 得 范 数 。||*|| , 也 能 
使 用 。 鼓 励 读 者 查阅 MATLAB 中 与 norm 命令 相关 的 帮助 信息 和 参考 信息 。 


程序 3.4( 雅 可 比 和 迭代 ) 求解 线性 方程 组 4 时 = 如 。 初 始 值 在 = 已, 并 生成 序列 | 己 | ,最 后 收 
黎 到 解 。 程 序 可 用 的 充分 条 件 是 4 具有 严格 对 角 优 势 。 


function X=jacobi(CA,B,P,delta，maxtly) 


hp Inhput - Ais anNxXxNnonsingular matrix 

人 -Bis anNx1 matrix 

1 -Pis anNx1matrix; the initial guess 

-~ dqelta is the tolerance for P 

1 -~ maxl is the maximum nunber of iterations 

hp Output -X is anNX1matrix: the jacobi approximation to 
1 the solution of AX = B 


N = length(B) ; 


tor X=T :maxti 

Tor j=T1:N 
X(j)=(B(j)-A(j, [1:j-1,j+tl:N])*P([i:j-li,j+l:N]))VACG jy) 

end 

err=abs (norm(X:-P)) ; 

relerr=erI/ (norm(X)+eps) ; 

P= 欠 ， ; 
if(err<delta) | (relerr<delta) 
break 

end 

end 
欠 一 只? ， 


程序 3.5( 高 斯 - 赛 德尔 迭代 ) 求解 线性 方程 组 4 于 = 媚 。 初 始 值 下 = 己 ,并 生成 序列 1 忆 , |， 
蔓 后 收敛 到 解 。 程 序 可 用 的 充分 条 件 是 4 具有 严格 对 角 优 势 、 
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function X=gseld(A,B,P,delta，maxtl/) 
% Input - Ais anN XxN nonsingular matrix 


1 -Bis anNXT1amatrix 

几 -Pis anNx1imatrix; the initial guesSs 
np - delta is the tolerance for P 

- maxl is the maximum ntimber of iterationgs 
Ah Output -~ Xig anNX 1 matrix: the gausSs-Seidel 
1 approximation to the Solution of AX = B 


N = Length(B) ; 


tor KX=1L:max1l 
ior j=l:N 
if j==1 
XCt)=( BCt)-ACL,2:N)*P(2:N))VACLT ITL) ， 
elLSeit ]== 
X(N)=(B(CN)-ACN,1:N-1)+*(XCL:N-L))2)AACN,N) ; 
elSse 
Ah 人 X contains the kth approximations and P the (kk-1)st 
X(Cj)=(B(j)-A(Cj ,1:j-T1)#*XC1:j-1)， 
-A(j ,j+1:N)*xP(j+1:N))VACj ,jy) ; 
end 
enda 
erTr=abg (norm(X1:-P)) ; 
relerr=erTr/ (norm(X)+eps) ; 
P= 半 ”; 
if(err<delta) j (relerr<cdelta) 
breakx 
end 
enQ 
从 三 闪 ”; 


3.6.4 习题 


在 习题 1 到 习题 8 中 
(a) 初始 值 Po = 0, 利 用 雅 可比 迭 代 求 解 天 = 1,2,3。 雅 可 比 迭 代 收 敛 到 解 吗 ? 
(pb) 官 始 值 忆 =0, 利 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 求解 已 ,上 = 1,2,3。 高 斯 - 赛 德尔 迭代 收 伍 到 


解 吗 ? 
1. 4x 一 y= 1 2，8xr 一 3y7= 10 
X 十 9y 一 9 一 xX 十 4y= 6 
3. 一 xY 十 3y 一 ] 4. 27 十 37 三 ] 
6xr 一 27y 一 2 rr 一 27 一 ] 
S，5xY 一 y》 十 z= 10 0。、2xr 十 8y 一 Zz 一 于 
2x 十 8y 一  z= 11 Jx 一 y 二 z= 10 


一 X 十 y》 二 4z 一 3 一 x 十 》 十 4z 一 3 
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7。YX 一 和 y 一 7 一 一 8 8. 4x 十 > 一 Z 一 13 
4 十 y 一 Z 一 13 X 一 7 一 Z 一 一 b 
2x7 一 y 一 0z = 一 2 2x7 一 y 一 07 三 一 2 

9 设 因 =(xiy xxXN)。 证 明 | *|,， 范 数 

N 
上 = zx 
大 一 1 
满足 性 质 (14) 到 性 质 (16)。 


10. 设 天 =(xiyx xi)。 证 明 欧 几 里 得 范 数 


AN 1/2 
| 下 一 (2 


一 


满足 性 质 (14) 到 性 质 (17)。 
11. 设 天 = xx)。 证 明 |* | 范 数 


并 | 三 ax |X 
Ille = max |xk| 


满足 性 质 (14) 到 性 质 (17)。 


3.6.5 算法 与 程序 


1. 使 用 程序 3.4 和 程序 3.5 求解 习题 1 到 习题 8 中 的 线性 方程 组 。 使 用 format 1ong 命令 
和 aelta= 10””。 

2. 在 定理 3.14 中 ,4 具有 严格 对 角 优 势 是 充分 条 件 ,不 是 必要 条 件 。 使 用 程序 3.4 和 程序 3.5 
以 及 多 个 不 同 的 初始 值 瑟 ,求解 下 列 线性 方程 组 。 注 意 : 可 能 雅 可 比 和 迭代 收敛 ,但 高 斯 - 
赛 德尔 欠 代 发 散 。 


萎 十 Z=2 
一 压 十 》 一 人 
xx 十 2y 一 3z=0 
3. 放 有 如 下 三 角 线 性 方程 组 ,而 且 系 数 矩 阵 具 有 严格 对 角 优 势 ， 
Gd1X1 十 C1X2 一 
Q1X1 十 Gd2X2 十 C2X3 一 P 
CQ2X2 十 (9X3 十 C3X4 一 03 


QN-2XN-2 十 GdN-JXN-1 十 CN_IXN 一 DN | 
QN_IXN-1 十 CNXN 一 DN 


\i 根据 方程 组 (9)、 式 (10) 和 式 (11) ,设计 一 个 算法 来 求解 上 述 方程 组 。 算法 必须 有 效 地 


利用 系数 矩阵 的 稀疏 性 。 
《ii) 根据 (i 中 设计 的 算法 构造 一 个 MATLAB 程序 ,并 求解 下 列 三 角 线 性 方程 组 。 
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4171 十 112 == 3 4111 十 六 2 一 ] 
1 十 412 十 3 一 3 1 十 4 十 Ha 一 2 
1 十 413 十 14 王 3 1 十 4713 十 114 三 1 
(ay) 3 十 414 十 mm5 一 3 (Db) 113 十 414 十 15 王 2 
11148 十 411149 十 miso 一 3 11z48 十 411149 十 Ms0 王 ] 
11449 十 41a50 一 3 1249 十 4150 一 2 
4. 利用 斯 - 赛 德尔 迭代 法 求解 下 列 带 状 方程 。 
]2xl 一 2X7 十 :3 一 9 
一 XI 十 lj2x? 一 2x3 十 一 3 


Xil 一 22? 十 1283 一 2x4 十 5 一 5 
X2 一 2xX3 十 12x4 一 2xs 十 X6 一 5 


X46 一 ZX47 十 12x48 一 2x49 十 Xs0 一 5 
x47 一 2x48 十 12x49 一 2x50 一 5$ 
xX48 一 2Zx49 十 12x50 一 5 
5. 在 程序 3.4 和 程序 3.5 中 ,将 相 邻 选 代 之 间 的 相对 误差 作为 终止 判别 条 件 。 在 2.3 节 中 已 
讨论 了 惟一 使 用 这 个 判别 条 件 的 问题 。 线 性 方程 组 4 下 = 下 可 重 写 为 4 素 - 玉 =0。 如 果 X， 
是 雅 可 比 迭 代 或 高 斯 - 赛 德尔 迭代 过 程 中 的 第 丰 个 迭代 值 , 则 一 般 情 况 下 余 项 4 瑟 -~ 妇 的 
范 数 是 一 个 更 适合 的 终止 判别 条 件 。 
修改 程序 3.4 和 程序 3.5, 使 用 余 项 的 范 数 作为 终止 判别 条 件 。 使 用 修改 后 的 程序 求 
解 上 述 带 状 方程 组 。 


3.7 ” 非 线性 方程 组 的 迭代 法 : 赛 德尔 法 和 牛顿 法 (选读 ) 


本 节 讨 论 扩 展 第 2 章 和 3.6 节 的 迭代 法 ,以 求解 非 线 性 方程 组 。 考 虑 下 列 函 数 ; 
万 ( 人 xy) 一 Xi 一 2x 一 y 十 (0.5 
Pr 站 = 人 十 4 六 一 4 
和 需要 寻找 一 种 方法 求解 非 线性 函数 构成 的 方程 组 
帮 y) = 0， PPx, 7) 一 0 (2) 
方程 /4x,y)=0 和 有 户 (x,y)=0 隐 含 定义 了 在 xy 平面 上 的 曲线 ,因此 方程 组 (2) 的 解 是 两 个 
曲线 都 经 过 一 个 点 , 即 A(p,9) =0 且 .P(p,g) =0。 函 数 (1) 表 示 的 曲线 如 下 ， 
x 一 2x 一 +05=0 是 抛物 线 
太 十 4 六 一 4=0 是 风 圆 《3) 
图 3.6 中 的 图 形 显示 存在 两 个 解 ,在 ( -0.2,1.0) 和 (1.9,0.3) 附 近 。 
第 一 种 技术 是 不 动 点 迭代 法 。 必 须 设计 一 个 方法 来 一 般 化 序列 | (pk 9) ,使 其 收敛 到 解 
(P,9)。 式 (3) 中 的 第 一 个 方程 可 用 来 这 些 求解 *, 而 y 的 一 个 倍数 可 加 到 第 二 个 方程 的 丙 


(有 
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边 ,得 到 妇 +472-8y-4= -8y。 选 择 增加 - 87y 很 重要 ,原因 将 在 以 后 解释 。 现 在 可 得 到 一 


个 等 价 的 方程 组 : 
四 x 太 一 十 0.5 


(4) 
-一刀 一 4 六 十 8y 十 4 


量 8 
这 两 个 方程 可 用 来 构造 递归 公式 。 设 初始 点 为 (po,qo), 利 用 下 列 递归 公式 计算 序列 |(ptyi， 
di+l ) | 


发 


P 一 外 十 0.5 
Pk+L 王 SICPk,9gb) 三 7 
〈5) 
2 2 
一 Pr 一 44r 十 89 十 4 
Gk+1 三 82(PDk, 9gi) 一 和 RE 
》 y= 六 一 2r+0.5 


2+4 六 =4 





图 3.6 非 线性 函数 y= 盖 -2z+0.5 和 巡 +4m=4 的 图 形 
第 一 种 情况 : 设 初 始 值 (po ,ge) = (0,1) , 则 


02 一 1 十 0.5 -0 一 4(2 十 8(D 十 4 
六 =- “一 王 一 U.24 ， 91 一 一 一 一 0 


迭代 过 程 将 生成 表 3.5 中 第 一 种 情况 下 面 的 序列 。 在 这 种 情况 下 ,序列 收 伍 到 (0 1) 附近 的 解 。 
表 3.5 利用 序列 (5) 中 的 不 动 点 迭代 
第 一 种 情况 ， 从 (0.1) 开始 第 二 种 情况 ， 从 (2.0) 开始 


































有 K PK GK 

0 0.00 ， 0 2.00 0.00 

] 一 0.25 1.00 ] 2.25 0.00 

2 一 0.21875 0.9921875 2 2.78125 一 0.1328125 
3 -0.2221680 0.9939880 3 4.184082 一 0.608$510 
4 一 0.2223147 0.9938121 4 9.307547 一 2.4820360 
9 一 0.2221941 0.9938029 4 44.800623 一 1S.891091 
6 一 0.2222163 0.9938095 6 ] ,011.994 一 392.60426 

7 一 0.2222147 0.9938083 了 312,203.2 一 209.477.82 

8 一 0.2222145 0.9938084 这 个 序列 是 发 散 的 

9 一 0.2222146 0.9938084 
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第 2 种 情况 ; 设 初始 值 (po ,co ) 一 (2,0) , 则 
“一 0 十 0.5 -2 一 4(0) 2 二 8X0 二 4 
pl = 一 -二 = 2.25， 01= 一 一 ~ 


迭代 过 程 将 生成 表 3.5 中 第 二 种 情况 下 面 的 序列 。 在 这 种 情况 下 ,序列 是 发 散 的 。 
利用 公式 ($) 的 迭代 过 程 不 能 找到 第 二 个 解 (1.900677,0.3112186)。 为 了 找到 这 个 点 ,需要 另 
一 对 不 同 的 迭代 公式 。 在 方程 组 (3) 中 ,将 第 一 个 方程 加 ~ 2x ,将 第 二 个 方程 加 - 11y ,表示 为 
X 一 4r 一 yy 二 0.5= 一 2x， x< 十 4 六 -ly 一 4=-1iy 


通过 上 述 方程 可 得 到 迭代 公式 


0.0 


一 愉 十 4 十 和 一 0.5 
MX+1 二 SICPDk, 9gt) 一 7 


一 上 一 4g8 十 11qk 十 4 
Gk+1 一 82(PK， GE) 一 一 


(6) 


表 3.6 显示 了 如 何 利用 迭代 公式 (6) 求 第 二 个 解 。 
表 3.6 使 用 迭代 公式 (6) 中 的 不 动 点 和 迭代 




















大 

0 2.00 0.00 

1 1 .7 0.0 

2 1.71873 0.0832273 

3 1.753063 0.17700670 

4 1.808343 0.2504410 

8 1.903395 0.3160782 
1 2 1.9200924 0.3112267 
16 1.900652 0.3111994 
20 1.900677 0.3112196 

1.900677 0.3112186 





3.7.1 理论 


为 何 和 迭代 公式 (6) 适 合 求 (1.9,0.3) 附 近 的 解 ,而 公式 (5) 不 适合 求解 ? 在 2.1 节 中 ,通过 
分 析 不 动 点 导数 的 大 小 可 得 出 思路 。 当 有 存在 多 个 变量 的 函数 时 ,必须 使 用 偏 导 。 将 用 于 存 
在 多 个 变量 的 函数 的 方程 组 的 一 般 “ 导 数 ” 定 义 为 雅 可 比 矩 阵 ( 又 称 导数 和 矩阵 )。 这 里 只 介绍 一 
些 基 本 的 思想 ,更 多 的 细节 可 参见 高 级 微 积分 教材 。 


定义 3.8( 雅 可 比 矩 阵 ) 设 廊 (zx,y) 和 万 (zx,y) 是 包含 自 变量 sx 和 y 的 函数 , 则 它们 的 雅 可 比 
短 阵 J(x，,y) 表 示 为 
3 折 
0 0y 
护 扩 
0 0y 
辣 理 ,如 果 万 (x,y,z) Ps,y,z), (zy,z) 是 包含 自 变 量 xy,z 的 函数 , 则 3x3 雅 可 
比 短 阵 JCx,y,z) 定 义 为 


(7) 
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ort 有 Dy pz 
0 0 
2 (8) 
Or goy pz 
9Ox 0y 09z 
全 
例 3.30 对 下 列 3 个 函数 求解 在 点 (1,3,2) 处 的 3x3 维 雅 可 比 矩 阵 J(x,y,z)。 
户 Gr 四 一 和 一 关 二 一 胡 十 z 
亡 (x,y,z) 一 Xy 十 yZ 十 Xz 
方 (x， 少 ， Z) 一 二 
XZ 
解 : 雅 可 比 和 给 阵 为 
3 3 及 
or 67 9z 3x“ 一 2y 十 1 一 4z3 十 2z 
| 咏 旷 归 |_ yy+z x+z y 十 x 
“0 区 ] --》 
ap 3 户 3 用 X2Zz AZ Xi 
or by 83z 
这 样 , 在 点 (1,3,2) 处 的 雅 可 比 纸 阵 为 3x3 给 阵 
3 一 和 4 一 28 
J(1,3,2) 三 3 3 4 国 
3 1 3 
2 2 4 
3.7.2 广义 微分 


对 于 含 多 个 变量 的 函数 ,微分 用 来 表示 自 变量 (independent variables) 的 变化 情况 如 何 影 响 

因 变 量 (dependent variable)。 设 有 如 下 表达 式 ， 
4 二 帮 y2)，1= 户 yz)， 了 山 = 户 Gy,z) (9) 
必 已 知 表达 式 (9) 中 函数 在 点 (xo,yo,zo) 处 的 值 ,现在 希望 可 以 预测 在 邻近 点 (*,y,z) 处 


的 值 。 设 血 , 央 ,du 表示 因 变 量 的 微分 变化 ,而 必 ,dy, 它 表示 自 变量 的 微分 变化 。 这 些 变化 
服从 如 下 关系 : 


9 9 日 

dU 一 on y0, Zz0) dx 十 -on 7y0, z0) dy 十 -0 y0, Zz0) dz 
Dx 97 02Z 
90 户 3 户 0j/2 

d 一 -一 一 9 5 才 人 9 9 d 9 4 

一 下 (x0， y0, z0) dx 十 5 (xo, y0, z0) dy 十 9 (x0,， y0, Zz0) dz (10) 

9 六 0 户 0 

du = -一 (x0, yo,zo)dx 十 co 0, z0) dy 十 0 y0, z0) dz 
0X 30y 0z 


如 果 使 用 向 量 表示 , 则 关系 式 (10) 可 通过 使 用 雅 可 比 矩 阵 进 行 简化 。 郴 数 的 变化 用 dr 
表示 ,变量 的 变化 用 中 表示 。 
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1 dx 
dF=|du|=JGo,yozo) dy | = (xxo,y0,z0) qd 旦 (11) 
df 芭 dz 
例 3.31 对 如 下 方程 , 当 自 变量 从 (1,3,2) 变 化 到 (1.02,2.97,2.01) 时 ,使 用 雅 可 比 甜 阵 求 微分 
变化 (du ,加 ,do): 
一 万 (人 凡 相 三 一 内 十 一 于 十 于 
U 一 户 (ryz) 一 Xy 十 yZ 十 XZz 


妃 一 户 (x,y,z) 三 一 
XZ 


解 ; 利 用 表达 式 (11) 和 例 3.30 的 J(1,3,2), 以 及 微分 变化 ( 必 , dy, ) = (0.02， 
-0.03,0.01) ,可 得 到 


dl 3 -5 -28][「 0.02 -0.07 
dulj=| 5 3 4||-0031= 0.05 
dt -3 5 一 和 [001 一 0.0525 


注意 在 点 (1.02,2.97,2.01) 处 的 也 数 值 接近 方程 的 近似 解 , 即 微分 值 凤 = -0.07, 力 
=0.05, do = -0.0525 与 对 应 的 函数 值 (1,3,2) = -17,P01,3,2) =11,A01,3,2) =1.5 
相 加 ,表示 为 

广 (1.02, 2.97,2.01) = -17.072 s -17.07 = 户 (1,3,2) 十 du 
户 (1.02, 2.97, 2.01) = 11.0493 = 11.05 = 户 (1,3,2) 二 du 
有 (1.02, 2.97, 2.01) = 1.44864 汪 1.4475 = 户 (1,3,2) 十 du 国 


3.7.3 接近 不 动 点 处 的 收 鳃 性 


现在 给 出 对 2.1 节 中 的 定义 和 和 定理 针对 二 维和 三 维 的 扩展 ,这 里 没有 使 用 w 维 函 数 的 表 
示 。 读 者 可 在 许多 有 关 数 值 分 析 的 教材 中 找到 这 些 扩展 。 


定义 3.9 包含 两 个 方程 


XY 一 Si y)， ?= 三 82(,y) (12) 

的 方程 组 的 不 动 点 是 点 (p,9), 满 足 p=&gi(p,9q) 且 9g=&z(p,9q)。 在 三 维 情况 下 ,方程 组 

X 三 8 Z)， 了 三 82(X, yzZ)， z 三 83 2Z) (13) 

的 不 动 总 是 点 Lp，qgyr) ,满足 p=gl(p,qgr),qg=8g(p,q,r) 且 = 83(P,qg,r)。 全 
定义 3,10 对 于 方程 组 (12) 中 的 函数 ,不 动 点 迭代 为 

Pk+1 一 81CDK， 9k)， kjl 一 8S2(0PDk，9K) (14) 


其 中 天 =0,1,…。 同 理 , 对 方程 组 (13) 中 的 函数 ,不 动 点 迭代 为 
Pk+1 一 81CPDE，GK， 太 ) 
Gk+1 一 82(DK 9GK 六】 (15 ) 
FT 三 830 GE 由) 


其 中 KK=0,1，……。 全 
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定理 3.47( 不 动 点 迭代) 设 方程 组 (12) 和 方程 组 (13) 中 的 函数 和 它们 的 一 阶 偏 导数 分 别 在 包含 
(pP;,9) 或 (p,gyr) 的 区 域内 连续 。 如 果 初 始点 值 足够 接近 不 动 点 , 则 有 下 面 两 种 情况 。 


第 一 种 情况 (二 维 ): ee II)，, 而 且 


< ] 





(PP 2 巡 @ 9) 





(16) 


< ] 





十 有 oo 





则 先 代 (14) 将 收 化 到 不 动 点 (p,9)。 
第 二 种 情况 (三 维 ) 。 如 采 (pn 9 df0 9 ro) 足 够 接近 (P， ff， r) 9 而 上 且 


< 





081 
十 如 2 ，7 广 ) 
9Z 








081 081 
一 一 ， 一 一 (p,g,r 
(4 中 +| 王 人 ) 


< ] (17) 








082 
-和 (D,9g, 矿 ) 
DZz 





082 082 
可 en +| 囊 en 


9 
十 |223 (LpP,9g, 状 | 十 < 1 
07 

















垩 en 
则 迁 代 (15) 将 收 敏 到 不 动 点 (p,g,r)。 


如 果 条 件 (16) 或 条 件 (17) 不 满足 , 则 迭代 可 能 发 散 。 这 种 情况 通常 发 生 在 偏 导 的 绝对 什 
的 和 远 远大 于 ! 的 时 候 。 利 用 定理 3.17 可 说 明 为 何 迁 代 (5) 可 收敛 到 不 动 点 ( - 0.2,1.0)。 计 
算 图 数 有 1 和 局 2 的 偏 导 可 得 
] 


(xf，y) 一 (x，y) 一 
97Sl 和 ,yy 二 光 ， ay21 各 ， 少 太一 7 
人 


实际 上 ,对 所 有 的 (zx,y), 如 果 满 足 -0.5S<*<0.5 和 0.$S<y<1.5, 则 函数 gl 和 sg， 的 偏 
导 满 足 


0 大 0 
82 三 一 一 ， 一 8 二 一 > 十 1 
0xX 0y 


0 
下 + 一 BIG y)| 三 | 十 1- 0.S| < | 
0X 07 


0 9 一 
二 at 中 十 er 中 一 于 十 | 一 十 1 <0.62$ < 1 


因此 ,满足 式 (16) 中 的 偏 导 条 件 。 而 且 , 根 据 定 理 3.17 不 动 点 迭代 将 收 敏 到 (p,9) = 
( - 0.2222146 ,0.9938084) 。 在 其 他 不 动 点 (1.90068,0.31122) 附 近 ， 但 导 不 满足 条 件 (16) ,所 以 
收 伍 性 得 不 到 保证 。 即 


0 0 
01.90068 0.31 129) 十 二 si(L.90068 031122) 一 2.40068 > 1] 
从 了》 


9 9 
过 ga.90068 03022 十 二 0190068， 031122) = 1.16395 > 1 


3.7.4 赛 德尔 迭代 
玛 在 可 构造 一 个 与 高 斯 - 赛 德尔 法 类 似 的 改进 型 不 动 点 迭代 法 。 设 用 mr ,计算 w， (在 
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三 维 情况 下 ,用 mr 和 gw 计算 mt) ,并 将 这 些 改进 融和 人 公式 (14) 和 公式 (15) 中 时 ,这 个 方法 
称 为 赛 德尔 迭代 ; 
Pk+LE 王 81CPDK, 96)， Gk+1 一 82(CPDAK+H ESK) (18) 
以 及 
Phk+1 三 81 34，/) 
Gk+1 二 82(CPKTH 9K，) (19 ) 
+1 一 83(CPK+1 9AK+1， 闪 ) 


程序 3.6 实现 了 求解 非 线性 方程 组 的 赛 德 尔 迭 代 。 不 动 点 迭代 的 实现 留 给 读者 。 
3.7.5 求解 非 线 性 方程 组 的 牛顿 法 


现在 将 牛顿 法 扩展 到 二 维 情况 。 它 也 可 方便 地 扩展 到 更 高 维 。 
设 有 方程 组 
& 一 jy) 
1 一 关 (G,y) 
它 意 味 着 从 XY 平面 到 ZL 平面 的 变换 。 这 里 只 关心 在 点 ( 避 0 yn0 ) 处 的 变换 行为 ? 即 点 ( L&0 ， 00 ) 。 
如 采 两 个 函数 有 连续 的 偏 导 , 则 在 点 (xo, yo) 处 用 微分 表示 下 列 线性 近似 方程 组 是 合法 的 。 


〈20) 


d 0 

4 一 K0 一 示 刀 (0， y0j 一 20) 十 一 帮 (xo, yo0)O 一 0) 
人 (21) 
0 0 

5 一 0 一 区 万 Co， y0j(x 一 X0) 十 一 户 (x0, y0)(7 一 20) 
大 0y 


方程 组 (21) 是 一 个 局 部 线性 变换 , 它 将 自 变 量 的 微小 变化 与 因 变量 的 微小 变化 联系 起 来 。 
当 使 用 雅 可 比 抢 阵 J(xo ,yo) 时 ,这 个 关系 可 更 容易 地 表示 为 ， 


yu 一 U0 


0 了 
一 广 (xo 0) 一 万 (Go 力 ) 
玉 一 TO 0OX 07 X 一 X0 
| 0 一 时 《22 
7J2(x0， 7y0) 一 户 (xo, 加 0) 
龙 0y 


如 采 方 程 组 (20) 用 向 量 函 数 Y_ = 严 ( 于 ) 表 示 , 这 个 雅 可 比 抢 阵 J(x,y) 是 导数 的 二 维 近 
似 , 因 为 关系 式 (22) 可 表示 为 


A 下 祝 J(x0, y0) A 于 (23) 


现在 可 以 利用 上 式 (23) 推 导 二 维 情况 下 的 牛顿 法 。 
设 方程 组 (20) 中 , 必 和， 为 0: 


0 三 万 (xy) 

0= 户 Cr (24， 
议 (p,9) 为 方程 组 (24) 的 一 个 解 , 即 

= 万 (p,9) 

0= 户 (p,9) 4 


为 利用 牛顿 法 求解 方程 组 (24) ,需要 考虑 函数 在 点 (po, go) 处 的 微小 变化 ; 
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AU 三 ! 一 80， Ap =X 一 po0 

Ab 一 .一 1V0， Ad 一 yy 一 90 

设 方程 组 (20) 中 (x,y) = (P,9) ,并 利用 式 (25) ,可 得 到 (w,*) = (0,0)。 因 此 因 变量 的 变化 是 
zx 一 HL0 三 亡 (p,9qg) 一 (po,qo) 王 0- 万 (po,q0) 


(26) 


一 10 三 上 户 (p,4q) 一 po,qo)=0 一 户 (po,q0) 27 
将 式 (27) 中 的 结果 代 人 式 (22) 可 得 线性 变换 表达 式 
3 3 
5 几 (P0,90) 了 (Po0, 40) | ] COp m] 1 
A9 12(p0, 90) 


(po,g0 人 PCpo on 
5 2 2D0， 90 3y 2 D0， 00 


如 洒 式 (28) 中 的 雅 可 比 和 矩阵 7(po ,go) 非 奇异 , 则 可 解 出 AP= [Ap Aq] =[p9q]-[po go 为; 


A 忆 六 -JJ(po,qgo) 一 天 (po,qo) (29) 
然后 , 解 局 Lp zj 的 下 一 个 近似 值 己 为 
Pi = Po 十 A 忆 = Po- y(po,qo)-LF(po,a0) (30) 


注意 上 式 可 是 用 于 一 个 变量 的 牛顿 法 的 一 般 化 , 即 记 = pe -~ F(po)/F (po)。 
3.7.6 牛顿 法 概要 


设 户 已 知 。 
第 1 步 : 计算 函数 


| 万 (CPk, 9p) 
“人 机 二 1 枚 2 | 


第 2 步 : 计算 雅 可 比 矩 阵 


0 0 
了 妃 CPe 6) 到 妃 (Pe 98) 
JP) 一 


9 
江 刀 (PK 9 ) 到 疡 (Pt 9 


JPHDAP = 一 下 (P) 
的 解 AP。 
已 +1 一 忆 : 十 AP 


重复 上 述 过 程 。 
例 3.32 设 有 非 线性 方程 组 
0 一 太一 2x 一 十 0.5 
0 一 zx 二 47 一 4 
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设 初 始 值 (po ,9o ) 一 (2.00,0.2S) ,用 和 牛顿 法 计算 (Pi ” 寻 1 ) Pa， 92) (pa , 93 ) 。 
解 :函数 向 量 和 雅 可 比 甜 阵 为 


xz2 _2r 一 十 05 2x -2 一 1 
re =| x2+475 -4 | 7 ax 8 


在 点 (2.00,0.25) 处 的 值 为 


0.2> 


0.2> 


| 10.00.025) = |40 0 


微分 Ap 和 Ad 是 下 列 线性 方程 组 的 解 。 
“20 -1011Ap| 10.25 
40 20|| Ac| 三 一 |025 


_ AP| 1 -0.09375 
和 网 | 0.0625 | 


通过 直接 计算 可 得 


迁 代 的 下 一 点 为 
2.00] [于 0.09375] 「1.90625 
0+e [03 + | 0.0625 | 一 攻 | 


同 理 , 可 得 接 下 来 的 两 点 为 


PP _ 1.900691 PP _「1.900677 
“10.311213 | “|10.311219 
已 的 值 的 精度 为 小 数 点 后 6 位 。 求 解 已 和 己 ; 的 计算 过 程 如 表 3.7 所 示 。 国 


表 3.7 用 牛顿 法 求解 例 3.32 的 过 程 中 每 个 选 代 的 函数 值 . 雅 可 比 和 矩阵 和 微分 什 


求解 线性 方程 组 
有 / J (PK)AP = 一 严 ( 忆 5) 天 人 十 人 万 





2.00 2.0 一 1.0] [-0.09375] 10.25 1.90625 
0.25 40 ”2.0|| 0.0625| 一 ”|0.25 0.3125 
1.90625 1.8125 ”一 1.0] [-0.005559] ”0.008789 1.900691 
0.3125 3.8125 ”2.5| | -0.001287| 二 “| 0.024414 0.311213 
1.900691 1.801381 ”一 1.000000] 「--0.000014] ”0.000031 1.900677 
0.311213 3.801381 。 2.489700 | | 0.000006 | 二 “|o.000038 0.311219 





实现 牛顿 法 需要 求解 多 个 偏 导数 。 可 以 利用 数值 逼近 来 近似 这 些 偏 导数 ,但 必须 注意 评 
定 适 当 的 步 长 。 在 更 高 维 的 情况 下 ,有 必要 利用 本 章 前 面 讲述 的 线性 方程 组 求解 法 求解 AP。 


3.7.7 MATLAB 实现 
程序 3.6( 非 线性 赛 德 尔 迭 代 ) 和 程序 3.7( 牛 顿 - 拉夫 森 法 ) 需 要 把 非 线性 方程 组 厌 = 


C(X) . 非 线性 方程 组 严 ( 站 ) = 0 和 它 的 雅 可 比 矩 阵 J 严 分 别 保存 到 M 文件 中 。 例 如 .把 
例 3.32 中 的 非 线性 方程 组 和 相关 的 雅 可 比 矩 阵 分 别 保存 到 F.m 和 JF.m 文 件 中 。 
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function Z=F(X) function W=JF(X) 
X=X(1) ;y=X(2) ; X=X(1) ;Y=X(2) ; 
Z=Zeros( 1 ,2) ; W= [2*X-2 -1;2*X 8+yj] ; 


Z(1)=X”2-2*yX-Yy+O .5; 
Z(2)=x>2+4y ”~2-4; 
可 利用 标准 MATLAB 命令 计算 这 些 函 数 。 


>>A=feval('F), [2.00 0.25]) 
及 = 

0.2500 0.2500 
>>V=JF([2.00 0.25] ) 
B= 

忆 一 革 

4 2 


程序 3.6( 非 线性 赛 德尔 迁 代 ) 求解 非 线性 不 动 点 方程 组 疏 = G( 闷 ) ,给 定 初始 近似 值 已 ,并 
生成 序列 | 已 | ,收敛 到 解 严 。 


function [P,iter] = seidel(G,P,dqelta，max1) 


hpInPut - G is the honlinear System saved in the M-file G.om 
- P is the initial guess at the solution 
- delta is the error bound 
1 -~ max1l is the number of iterations 
ApOutput - P is the seidel approximation to the solution 
的 -~ iter is the number of iterations required 


N=JLength(P) ; 
tor KK=l1:maxl 


义 = 一己 ; 
Ah 人 i8 the kth approximation to the solution 
for ]j=1:N 


A=feval(2G:，,X) ; 
hp Update the terms of X as they are calculated 
X(j)=ACj) ; 
endC 
erI=abs (norm(X-P) ) ; 
relerr=err/ (norm(X)+eps) ; 
P= 人 X ， 
Iter= 葡 ; 
if(erTr<delta) | (relerr<deltay) 
bTreakK 
end 
enda 


在 下 面 的 程序 中 ,使 用 MATLAB 命令 A\B 求 解 线性 方程 组 4 下 = 下 (参见 Q=P-(IA 
Y ) )。 可 使 用 本 章 前 面 开 发 的 程序 代替 这 个 MATLAB 命令 。 选择 适当 的 程序 求解 线性 方程 
组 依赖 于 雅 可 比 矩 阵 的 大 小 和 特性 。 
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程序 3.7( 牛 顿 - 拉夫 森 法 ) 求解 非 线性 方程 组 下 (四 ) =0, 给 定 初始 近似 值 已 ,并 生成 序列 
[PP , 收 健 到 解严 。 


function [P,iter,errj=newdimCF ,JPF,P,delta,epsilon,maxl) 
%Input  - FF is the System 8avVved a8 the M-file F.m 


久 -~- JF is the Jacobian of F saved as the M-file JF.M 
- P is the :initial approximation to the Solution 

1 ~ delta is the tolerance for P 

1 -~ epsilon 1i18 the tolerance for F(P) 

A - maxl 1iS the maxinum numnber of iterations 

khOutput ~ P is the apProximation to the Solution 

闪 - iter is the number of iterations Tequired 

记 -~ err is the error estimate for P 


Y=feval(F ,P) ， 


for X=1:max1i 
J=fevalL(JF ,P); 
=P-(JNY2) ，; 
Z=feval(F,Q) ; 
eIIr=nozrm(Q-P) ; 
relerr=eII/ (norm(Q)+eps) ; 


P=Q ; 
YY=2 ; 
1 七 BZ= 攻 ; 
if (err<delta) | (relerr<delta)|(abs(Y)<epsilon) 
breark 
end 
ed 
3.7.8 习题 
1. 求解 下 列 方程 组 的 不 动 点 。 
(aj) zx 一 SiC y) 一 工 一 (b) xx=8iC 人 一 (人 一刀 一 x 一 3)13 
yy 一 820,y) 三 一 十 6y 7 三 82(x,y) 一 (一 十 7 一 1/3 
(c) 7x 一 8 y) 一 Sin(y) (d)x=8Iyz) 一 9 一 3y 一 2z 
7 二 8 人 妨 二 一 0x 十 》 一 82(t, yz) 一 2 一 YY 十 Z 


zZ 三 83(x, yz) 一 一 9 十 3x 十 47 一 Z 
2. 求解 下 列 方程 组 的 零点 。 计 算 每 个 方程 组 在 零点 处 的 雅 可 比 和 矩阵 。 


(a) 0 三 姓 ( 人 人 一 2x 十 y 一 6 (b) 0= Ai(x, 尹 =3xz2+2y7 一 4 
0= jx,y)=x 十 2y 0= 户 (xy)=2x 十 2y 一 3 

(e) 0= 帮 (xz,y) 一 2x 一 4cos(y) (d)0= (xz 三 好 十 只 一 
0= 户 (xc,y)=4xsin(y) 0= 户 Cr yy z) 一 x2 十 +z2 1 


0= .zy zz) 一 X 十 》 
3. 对 下 列 方程 组 求解 一 个 在 xy 平面 的 区 间 ,如 果 (m， 4o) 位 于 这 个 区 间 , 则 不 动 点 迭代 保证 
收敛 (参见 定理 3.17)。 


第 3 章 线性 方程 组 48 = 月 的 数值 解法 141 


xf 一 8 人 一 (一 呈 一 3)13 
yy 一 820y) 二 十》 十 1 3 
4. 用 不 动 点 形式 重 写 下 列 线性 方程 组 。 求 x*,y,z 的 边界 ,使 得 对 于 任意 满足 边界 条 件 的 初 
始 仁 (po ,go,ro) ,不 动 点 迭代 保证 收 敏 。 
Oox 十 y 十 Zz 王 | 
X 十 4y 十 Zz 一 2 
YXY 十 y 十 3z 王 0 


S. 对 下 列 给 定 的 非 线性 方程 组 ( 见 图 3.7) ,分 别 采用 (a) 不 动 点 迭代 和 方程 (14) ,(b) 利用 方 


程 (18) 的 赛 德 尔 迭 代 。 使 用 初始 近似 值 (po,9o) = (1.1,2.0) ,计算 接 下 来 的 3 个 不 动 点 近 
似 值 。 
8x 一 4x< 十 广 十 1 

8 
下 二 全 一 全 二 3 (加 
6. 对 下 列 非 线性 方程 组 ( 见 图 3.8) ,分 别 采用 (a) 不 动 点 迭代 和 方程 (14) ,(b) 利用 方程 (18) 
的 赛 德尔 迭代 。 使 用 初始 近似 值 (m,go) = (- 0.3, -1.3), 求 接 下 来 的 3 个 不 动 点 的 近 
似 值 。 


X 二 SI, y) 一 ( 双 虎 线 ) 


>》= 82 y) 一 


3 3 之 

xz 30 有 一 2 (立方 体 ) 
“十 27 一 研一 2 

y=8200 人 = 一 ~ 一 一 5 - (抛物 线 ) 





图 3.7 习题 $ 中 的 双 曲 线 和 圆 图 3.8 习题 6 中 的 三 次 曲线 和 双 曲 线 


7. 人 姑 有 非 线 性 方程 组 


0= 帮 xy) = 人 已 一 一 0.2 

0= 户 (cy) 王 六 一 x 一 0.3 
这 些 抛 物 线 交 于 两 点 ,如 图 3.9 所 示 。 
(a) 初始 近似 值 (mo ,go) = (1.2,1.2) ,利用 牛顿 法 2 计算 ( ,41) 和 (Pa ,9 )。 
(b) 初始 近似 值 (po,go) = ( -0.2， - 0.2) ,利用 和 牛顿 法 计算 (Pi ,9 ) 和 (p, ,9 )。 
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8. 设 有 下 列 非 线性 方程 组 ,如 图 3.10 所 示 。 
0 一 (tr, 妨 = 天 十 六 一 2 
0= 户 xy) 三 xy 一 ] 


(a) 验证 解 为 (1,1) 和 (-1, -1)。 
(b) 如 果 用 牛顿 法 求解 ,困难 是 什么 ? 
了 小 
2 





fA/ 
2 1 (人 1 2 
SS 
-] 
-2 
图 3.9 习题 7 中 的 抛物 线 图 3.10 习题 8 中 的 圆 和 双 曲 线 


9. 证 明 求 解 3 x 3 线性 方程 组 的 雅 可 比 迭 代 是 不 动 点 迭代 (15) 的 一 个 特例 。 验 证 如 果 该 线性 
方程 组 的 系数 抢 阵 具有 严格 对 角 优 势 , 则 满足 条 件 (17) 。 
10. 证 明 求 解 两 个 方程 的 牛顿 法 可 表示 成 不 动 点 欠 代 的 形式 ， 
YY 一 8lIJ 蕊 ， ?一 82(r，y) 
其 中 gx，y) 和 8(x,y) 表 示 为 
人 玉 户 ( 芒 一 户 G 态 六方 (J 


SI y) 一 并 det(J(x, y)) 
(Cr, y) = _ Cr 站 用 Co 一 户 Cc 罗 站 有 Co) 
S2t yy 一》 det(J (xy)) 


1 可 用 不 劲 扣 欠 代 求解 非 线性 方程 组 (12)。 使 用 下 面 的 步 双 证 明 条 件 (16) 是 保证 |{(p ，,o )| 
收敛 到 (p , 9 ) 的 充分 条 件 。 设 有 常量 上 ,0 < K < 1, 因此 对 位 于 和 矩形 区 域 尺 - tx yy): 
za<xy<bc<y<dij 中 的 所 有 (*,y), 有 


< 天 





< 必 并 





0 9 
二 ea 中 十 到 ec y) 


假设 e< pe< 且 c<o<d。 定义 
EK 一 疡 一 玫 下 二 9 一 9 以 三 mmaX1ex| ,天 | 


对 有 两 个 变量 的 函数 ,利用 如 下 形式 的 均值 定理 : 
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9 9 束 
一 -一 &1(Gr ,OO jer 十 -一 ， CE ) 瑟 
EK 十 1 58SI 5， GK JEK 378tP 人 ) 
玉 k 上 +1 一 开 82( 久 ,9K)ek 十 ap Gd ) 及 
人 0X 的 0y 


其 中 ,ar 和 8 位 于 [ea ,0 而 且 cy 和 必 位 于 [ec,dj。 证 明 下 列 命题 。 
(a) 1ell 近 有 丽 且 1 开 1 入 后。 
(b) le 过 丙 未 扩 mm 且 | 忆 1 过 厅 | 过 本。 
(cec) le 过 了 过 天 ro 且 1 丽 [过 机 过 了 ro 
(d) lim, -pm =pP 且 lm -ge=dgo。 
12. 正如 前 面 指出 的 ,方程 组 (20) 的 雅 可 比 和 矩阵 是 导数 的 二 维 模拟 近似 。 将 方程 组 (20) 表 示 
成 问 量 函数 Y = 羽 ( 于 ) ,而 且 让 7J(F) 为 这 个 方程 组 的 雅 可 比 和 矩阵。 给 定 两 个 非 线性 方程 
组 了 = 巨 ( 古 ) 和 =G() ,并 且 给 定 实数 c ,证 明 
(a) 7CcR)) = cy( 下 (大 ) ) 
(b) FE) +G( 下 )) = (下 ))+JCG( 天 )) 


3.7.9 算法 与 程序 


1. 使 用 程序 3.6 求解 习题 5 和 习题 6 中 方程 组 的 不 动 点 近似 值 。 结 果 精 确 到 小 数 点 后 
10 位 。 
2. 使 用 程序 3.7 求 解 习题 7 和 习题 8 中 方程 组 的 零点 近似 值 。 结 果 精 确 到 小 数 点 后 10 位 。 
3. 爸 和 追 一 个 程序 ,利用 不 动 点 和 迭代 求解 方程 组 的 不 动 点 。 使 用 此 程序 求解 习题 5 和 习题 6 
中 方程 组 的 不 动 点 近似 值 。 结 果 精 确 到 小 数 点 后 8 位 。 
4. 使 用 程序 3.7 求 解 下 列 方程 组 的 零点 近似 值 。 结 果 精 确 到 小 数 点 后 10 位 。 
(a) 0 一 如 一 X 十 凡 十 zx 一 5 
0 三 六 十 只 一 yy 十 于 一 4 
0 一 六 十 六 十 z 二 7 一 6 
() 0 一 纺 一 YY+272+yz -10 
U 一 9f 一 6y 十 2 


0 一 z 一 入 一 六 


(c)0=( 人 1 十 (7 十 D2 一 z 
0=( 人 一 上 十 六 一 2 
0 一 4x 十 2 半 十 z 一 16 
(d) 0= 9xr2 十 36y2 十 4z2 -36 
0 一 六 一 2 交 一 20z 
0 一 16x 一 妇 一 2y 一 16z2 
S. 为 了 求解 下 列 非 线性 方程 组 
0=7xz 妇 一 10r 一 y-1 
0= 王 8 六 -ly 上 +xr 一 1 


144 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


使 用 MATLAB 在 同一 坐标 画 出 两 个 曲线 。 根 据 画 出 的 图 验证 两 个 曲线 有 9 点 相交 ,并 佑 
计 相交 点 坐标 。 根 据 这 些 估计 值 ,并 使 用 程序 3.7 求解 这 些 点 的 近似 值 , 精 确 到 小 数 点 
后 9 位 。 
6. 上 题 中 的 方程 组 可 表示 为 不 动 点 的 形式 : 
Txt -一 1] 
10 
加 8y 二 xx 一 1 
1 
通过 用 计算 机 进行 练习 可 以 发 现 ,无 论 使 用 什么 初始 近似 值 ,利用 不 动 点 迭代 (利用 这 个 
特殊 的 不 动 氮 形 式 ) 只 能 找到 9 个 相交 点 中 的 一 个 。 是 否 存在 其 他 的 不 动 点 形式 ,可 求解 
方程 组 中 的 其 他 解 ? 


二 一 - 


》 
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计算 机 软件 中 经 常 要 用 到 库 函 数 ,如 sin(x) ,coe(x) 和 e* ,它们 是 用 多 项 式 台 近 来 计算 的 。 
虽然 目前 最 先进 的 通 近 方法 是 有 理 函 数 ( 即 多 项 式 的 商 ) ,但 多 项 式 和 逼近 理论 更 适 于 作为 数值 
分 析 的 人 门 课程 ,因此 本 章 讨论 多 项 式 逼 近 。 设 在 区 间 [ - 1,1] 上 对 函数 Ax) = ef 进行 二 次 
多 项 式 台 近 ,图 4.1(a) 为 其 素 勒 多 项 式 结果 ,图 4.1(b) 为 其 切 比 雪夫 多 项 式 结果 。 泰 勒 多 项 
元 的 最 大 误差 为 0.218282 ,而 切 比 雪夫 多 项 式 的 最 大 误差 为 0.056468 本 章 推导 考察 这 些 问 
题 所 需 的 基本 定理 。 





， 
~1.0 ”一 0.5 0U.0 0.3 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.3 1 .0 


图 4.1 (〈a) 区 间 [ -11 上 Kx) = e- 的 素 勒 多 项 式 p(z) = 1.000000+ 1.000000x + 0.500000% 逼近 ;(b) 区 
间 [ -1 上 A(x) = 天 的 切 比 雪夫 多 项 式 g(z) = 1.000000+1 129772，， 0.532042x: 逼近 


与 之 相关 的 一 个 问题 是 组 合 多 项 式 的 构造 。 给 定 平 面 上 的 m+ 1] 个 点 (其 中 任意 两 点 都 

个 在 同一 条 垂直 线 上 ) ,组 合 多 项 式 是 过 这 些 点 的 次 数 小 于 的 惟一 多 项 式 。 在 已 知 数据 具 
有 高 精度 的 情况 下 ,通常 用 组 合 多 项 式 来 构造 过 给 定数 据点 的 多 项 式 。 构造 组 合 多 项 式 的 方 
法 有 许多 种 ,如 线性 方程 求解 、. 拉 格 朗 上 日 (Lagrange) 系 数 多 项 式 以 及 构造 牛顿 多 项 式 的 分 段 差 
分 和 系数 表 ,这 3 种 方法 都 是 数值 分 析 中 的 重要 技术 。 例如 ,过 5 点 (1,2),(2,1),(3,5)， 
〈4,6) 和 (S$,1) 的 组 合 多 项 式 为 
Sx: 一 82x3 十 427x2 - 806x 十 $04 

斑 (x) 一 和 RIZR 


图 4.2 绘制 了 这 些 点 和 该 多 项 式 的 曲线 。 
了 


y= P(O] 


一 tm 人 mm 个 


0 2 3 4 9 


图 4.2 过 点 (1,2),(2,1),(3,5),(4,6) 和 (5,1) 的 组 合 多 项 式 





146 数值 方法 (MATLAB 版 儿 第 四 版 ) 


4.1 泰勒 级 数 和 郑 数 计算 


极限 过 程 是 微 积分 的 基础 ,例如 导数 

， e+ 有 一 Fr) 

1 0 一 
是 差 商 在 分 子 和 分 母 均 趋 于 0 时 的 极限 。 泰 勒 级 数 是 另 一 种 类 型 的 极限 过 程 , 即 无 穷 多 项 相 
加 ,并 求 部 分 和 的 极限 。 它 的 一 个 重要 应 用 是 表示 基本 函数 :sin(x),eos(x),e: 和 ln(z) 等 。 
表 4.1 是 -- 些 常用 的 泰 勤 级 数 展 升 。 部 分 和 可 求 到 满足 指定 的 精度 要 求 为 止 。 级 数 方法 用 于 
工程 和 物理 领域 中 . 

表 4.1 一 些 常用 函数 的 泰勒 级 数 展开 


区 刀 大 1 
sin 一 可 十 可 一 十 对 所 有 并 
x< 4 xx6 
cos0) 二 一方 十 布 一 页 十 对 所 有 
本 4 
eE ”一 二 二 二 对 所 有 
in(1 十 ) zx ] 和 xx 势 1 
站 _ ~ ~ 一 一 】 三 上古 丸 - 
n 一 5 了 
tan(x 下 [< xx 
arctan(xr) 一 一 一 十 一 一 二 -十 ... [过 的 
3 4 7 


(j 十 Y) 二 1 十 DY 十 


一 ] 一 一 之 


3 





怎样 利用 有 限 和 很 好 地 表 近 无 限 和 呢 ? 例如 ,用 表 4.1 中 的 指数 级 数 来 计算 e = el, 它 是 
日 然 对 数 和 指数 本 数 的 基 。 选 择 x = 1, 并 计算 级 数 


1 _ 11 上 上 
“二 [十 下 十 页 十 机 十 页 十 二 站 十 和 
集 据 1.1 节 无 穷 级 数 之 和 的 定义 ,部 分 和 Sw 应 收敛 于 一 个 极限 。 表 4.2 列 出 了 这 些 和 


的 值 。 
可 以 将 蝎 数 的 笑 级 数 表示 看 成 一 种 次 数 递增 多 项 式 的 极限 过 程 :只 要 有 足 够 的 项 相 加 ,就 
可 以 得 到 精确 的 盟 近 。 这 -点 需要 精确 化 ,选择 什么 次 数 的 多 项 式 ? 怎样 计算 多 项 式 中 各 次 
攻 的 系数 ? 定理 4.1 回答 了 这 些 问题 。 
定理 4.1( 泰 勒 多 项 式 逼 近 ) 设 Fe Ci[a,b], 而 xce[a,b] 是 固定 值 ， 如果。 Ela,D]， 
则 有 
JU) = Pr) 十 已 NOx) ( ) 
其 中 Pv(xz) 为 用 来 近似 F(x) 的 多 项 式 : 





0(Cx0) 
MX 


RN 
Jo) 多 PNOx) 一 2 1 


一 X0) (2) 
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误差 项 开 (CX%) 形 如 
Fw +)Cc) NT+1 
一 一 一-(Y 一 3 


c 为 x 和 xyxo 之 间 的 某 个 值 c= c(x)。 


让 明 :证 明 贸 给 读者 作为 练习 。 @@ 


表 4.2 用 于 计算 e 的 部 分 和 S， 


天 9 一 1 十 二 十 二 十 .十 寺 


2.0006060666666 
2.108333333333 ，…， 
2./1100006666066 … 
2./1803333S553S 
2.7182539682534 …. 
2./18278769841 …. 
2.118281523573 
10 2./18281801146 …- 
] 2./18281826199 …. 
12 2.118281828286 …. 
] 3 2.118281828447 …. 
14 2.118281828438 
1> 2.1/182818284S9 .…. 


人 一 


多 项 式 (2) 说 明 如 何 计算 泰勒 多 项 式 的 系数 。 虽 然 误 差 项 (3) 中 有 一 个 类 似 的 项 ,但 


六 (ce) 在 一 个 不 确定 的 点 c 处 求 值 ,而 e 依赖 于 * 的 值 。 因 此 不 能 对 guv(《xz) 进 行 求 值 ,而 
只 能 用 它 来 确定 一 个 界 ,作为 逼近 的 精确 度 。 


例 4.1 斌 证 要 得 到 表 4.2 中 的 13 位 数字 的 近似 。 = 过 .718281828459 ,只 需 15 项 。 


证 明 : 在 点 xz =0 处 将 F(x)= ec 展开 为 15 次 泰勒 多 项 式 , 其 中 的 指数 项 为 (zx -0)4 = 奏 ， 
而 所 需 的 导数 项 为 A'(z) = A"(z) = …= 矿 09 = ec， 用 前 15 个 导数 项 计算 系数 ， 
e /Ki! ,可 写 为 
2 3 15 
区 工 可 士 僵 十 (4) 
在 式 (4) 中 令 x= 1 得 到 部 分 和 Sis5 = Psi(1)。 余 项 用 于 计算 逼近 的 精度 ， 
ULo(c)xrle 

]061! 5 
由 于 选择 了 xu =0 和 y*=1, 因 此 值 v 位 于 它们 之 间 ( 即 0<c< 1), 从 而 有 ec < el。 注 意 
表 4.2 中 的 部 分 和 上 限 为 3, 合 并 两 个 不 等 式 ,得 到 ee <3, 代 入 下 面 的 计算 .有 


[Je ec 3 _13 
T = 了 < 6 < 1.433844 x 10 


5(X) 一 1 十 二 十 


下 15(x) 一 





[ES(D)| 一 
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因此 在 近似 值 e=2.718281828459 中 的 每 一 位 都 是 有 效 数 字 ,因为 实际 误差 (无 论 是 多 少 ) 

在 小 数 点 后 第 13 位 必然 小 于 2。 轿 

以 下 讨论 有 关 逼 近 的 一 些 特点 ,而 不 给 出 定理 4.1 的 严格 证 明 (读者 可 在 任何 一 本 微 积分 
标准 教材 中 找到 更 多 详细 讨论 )。 仍 以 函数 FLx) = e 和 值 x =0 为 例 , 由 基本 微 积分 可 知 ,在 
点 (xy,er) 处 曲线 y = 6 的 斜率 为 A(x) = e ,因此 点 (0,1) 处 曲线 的 斜率 为 大 (0) =1 ,点 (0,1) 
处 曲线 的 切线 为 y = 1+ x。 在 定理 4.1 中 令 N = 1 可 得 到 相同 公式 , 即 P(*) = F(0) + 
广 (0)x/11=1+x, 因 此 P(x) 为 该 曲线 的 切线 方程 , 见 图 4.3。 


7=e- 
9 
二 
了 
yy 三 站 (0) 
2 
一 了 
一 了 一 0 ] 2 
一 | 


图 4.3 y=e 和 yy=P=1+x 的 曲线 


可 以 看 出 , 通 近 e =1+x 在 中 心 xo =0 附 近 较 好 ,而 随 着 * 远离 0 点 ,两 条 曲线 之 间 的 臣 
离 增 加 。 两 条 曲线 在 (0,1) 处 的 斜率 相等 , 由 微 积 分 可 知 , 一 条 曲线 的 二 阶 导数 指示 它 上 四 还 
是 下 上 四。 如 果 曲 线 y= fx*) 和 7y = g(x) 满 足 F(xzo) =g(z),r0z)=eg(x) 和 J”"(xo) = 
sxo) 则 它们 在 xe 处 有 相同 曲率 @。 对 于 逼 近 函 数 F(x) 的 多 项 式 ,这 是 一 个 良好 的 属性 , 推 
论 4.1 说 明 , 对 wz>2, 泰 勒 多 项 式 具 有 这 一 属性 。 


推论 4.1 如 果 Pv(x) 为 定理 4.1 给 出 的 N 次 泰勒 多 项 式 , 则 
PyY Co) = FO(xo) 其 中 上 0 1. ，N (6) 


证 明 : 令 式 (2) 和 式 (3) 中 x = xo, 结 果 为 Pv(zo) = Fo), 则 当 大 =0 时 式 (6) 成 立 。 对 式 (2) 二 
端 求 导 , 得 





六 A 一 | 
/ 0)(0xo) 人 一 1 FC+D(xo) 
AN CCxY) 三 (x 一 20) 一 一 一 一 (人 一 20) (7) 
类 一 ] 必 0 2 4 
令 式 (7) 中 * = xo, 则 得 Pw(xo) = 矿 (x), 故 当 大 = 1 时 式 (6) 成 立 。 对 式 (7) 连 续 求 导 可 证 明 
式 (6) 对 其 他 等 式 也 成 立 ,详细 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 全 


由 推论 4.1 知 ,y = P:(x) 具 有 属性 F(xo) 一 Pi(xo), (xz ) 一 Pi (xo) 和 (xn ) 一 己 2(x0)， 


由 曲线 y= (xzx) 在 (xo,yo) 处 的 曲率 大 定义 为 天 = 1P(xo)1CE+EA CCxo)] 2)32 。 
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故 它们 在 xo 处 有 相同 的 曲率 。 例 如 ,图 4.4 为 Fx)=e 和 已 (xx)=1+x+2o/2 的 曲线 ,可 以 
看 出 ,它们 在 (0,1) 点 处 有 相同 的 上 凹 曲线 形式 。 





10 二 EC 
四 
0 
4 = (X) 
了 一 万 (车 2 
yex 
re Le 志 
一 了 一 ] 0 ] 了 


图 4.4 yy=er 和 7y= 忆 (xz)=1+x+ 入 /2 曲线 


过 近 理 论 总 是 试图 寻找 解析 函数 @ _F(x) 在 区 间 [c,] 上 的 精确 多 项 式 逼 近 , 这 是 开发 计算 
机 软件 时 使 用 的 技术 之 一 。 泰 勒 多 项 式 的 精度 随 着 N 的 增长 而 提高 。 通 常 ,任何 给 定 多 项 式 的 
精度 都 将 随 着 * 远离 中 心 点 xo 而 降低 ,因此 必须 选择 足够 大 的 ,并 限制 最 大 值 1x - x1 ,才能 
使 误差 不 超过 给 定 限 度 。 如 果 选 择 区 间 宽 度 为 2 尺 , 而 zx。 位 于 区 间 中 心 ( 即 lz ~-x 1 < 有) , 则 误 
差 绝 对 值 满足 关系 
MYRN+1l 
ITT 《8) 
其 中 MHz>maxflA(z)1:xo-R<szsxzo+ 及 }。 如 果 所 有 导数 一 致 有 界 , 则 式 (8) 中 的 误差 界 
正比 于 及 ”WwW+1), 并 且 在 w 增加 而 尺 轩 定时 或 w 男 定 而 尺 趋 于 0 时 递减 。 表 4 .3 显示 了 
这 两 个 参数 的 选择 如 何 影响 区 间 1x | 三 尺 内 ee= Py(x) 的 逼近 : 当 N 最 大 而 及 最 小 时 误差 最 
小 。 图 4.5 给 出 了 已 , P; 和 已 , 的 曲线 。 


刻 差 | = |EN(G)| 所 


y= 万 人) 





Ta ee | 寻 
一 2 一 ] 0 ] 2 


图 4.5 y=ey=P(z),7y=Pi(z) 和 7y= 己 (x) 的 曲线 


@ 曲 数 败 x) 在 xz 处 是 解析 的 ,是 指 它 在 x 附近 的 一 个 区 间 中 有 连续 的 各 阶 导数 ,并 可 表示 为 泰勒 级 数 。 
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表 4.3 在 区 间 1 误 闫 | < 失 F1IN+1)L 上 通 近 6 ~- P,( 放 的 误 闫 春 1X 三 月 


R = 2.0， R = 1.5， R = 1.0， R = 0.5， 

过 2.0 M 受 1.5 ix| 肥 1.0 | 过 0.5 
ex 色相 (] 0.65680499 0.07090172 0.00377539 0.00003578 
er 入 玫 (Cr 0.18765857 0.01519323 0.00053934 0.00000256 
ex 尺 疡 (r) 0.04691464 0.00284873 0.00006742 0.00000016 
ex 入 PR(r) 0.01042548 0.00047479 0.00000749 0.00000001 





例 4.2 求 逼 近 多 项 式 拓 = Pitx) 在 区 间 1x1 过 1.0 和 1zl 达 0.5 的 误差 界 。 


解 : 若 1z1 生 1.0, 令 尺 =1.0, 由 式 (8) 中 的 1f9(c)1=1eclselo= 及 得 
el100 .0)? 





误差 | 一 |Eg(Cx)| 委 一 0 0.00000749 
若 1x1l 和 0.3$, 令 尺 =0.5, 由 式 (8) 中 的 1fre(c)1=lel<eo5=M 有 
口 .$ 0.512 
误差 | = East < 一 -0 0.00000001 四 


例 4.3 对 j(x)= 拓 ,证 明 N=9 是 使 得 区 间 [ -1,1] 上 1 误差 | = 1 尼 (xz)1<0.0000005 的 最 小 
整数 ,因此 可 用 Ps(x) 来 计算 er 的 近似 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 


解 :需要 找到 最 小 整数 ,使 得 : 
ec()A+Il 
(N 十 Hi 
由 例 4.2 知 ,N=8 不 能 满足 要 求 , 故 试用 N =9, 并 发 现 | 已 (xs)|1 达 el(1)9+11(9+ ] )! 
0.000000749 ,该 值 略 大 于 所 需 值 ,因此 可 以 选择 W = 10。 但 在 确定 误 善 界 时 使 用 的 是 
e 过 e 作为 粗略 估计 ,因此 0.000000749 只 比 实 际 误差 稍 大 了 一 点 、 图 4.6 星 示 了 已 (x) = 
e -Po(xz) 的 曲线 ,注意 最 大 垂直 距离 在 右 端点 (1, 丁 (1)) 处 , 约 为 3x10-7?。 实 际 上 ,该 区 
闻 革 的 最 大 误 兰 为 Eo(1) = 2.7118281828 - 2.718281526= 3.024 x 10-?7 ,因此 N=9 能 够 满 
尽 需 要 。 加 


| 误差 | = IEN()| 和 <- 0.0000005 


一 万 go(:) 


一 .0 一 0 .5 0.0 0.4 ] .0 
4.6 旋 关 y= 局 (xz)=e- P (xz) 的 曲线 
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4.1.1 多 项 式 计 算 方法 
多 项 式 求 值 有 多 种 数学 上 的 等 价 方法 。 例 如 , 函数 


oz) 一人 一 1 (9) 
的 计算 需要 用 到 指数 函数 ,也 可 以 用 二 项 式 公式 将 FLx) 展 开 为 x 的 宕 : 
- 8 名 一 天 天 
Fo 一 >》 (中 (--DU 0 


类 一 人 
= 六 一 8r' 十 28x6 -56x5 二 70x4 一 56x3 十 28z2 一 Sr 上 二] 
年 纳 方法 ( 见 1.1 节 ) ,也 称 为 几 套 乘法 ,可 以 用 来 计算 式 (10) 中 的 多 项 式 的 值 , 式 (10) 用 起 纳 
方法 改写 为 
jx) = ((((((x 一 8)xr 十 28)x 一 S6)r 十 70)x 一 S6)x 十 28)x 一 8)x 十 1] (11) 
这 样 ,计算 几 x) 需 要 7 个 乘法 和 8 个 加 ( 减 ) 法 ,而 消除 了 指数 函数 的 计算 。 
下 面 给 出 了 与 表 4.1 中 的 泰勒 级 数 和 定理 4.1 中 的 泰勒 多 项 式 相 关 的 定理 。 


定理 4.2{ 秦 勒 级 数 ) 设 /xz) 在 包含 如 的 区 间 (a,b) 中 是 解析 的 。 设 泰勒 多 项 式 (2) 越 近 于 


一 个 极限 
放 : ) 
4S(x) 一 WIIm_ PN 一 Vim 全 名 -0 0 六 (12) 
则 Ax) 有 泰勒 级 数 展开 
WO(x0) 
三) -二 人 一 X0) (13 ) 


证 明 : 直接 由 1.1 节 中 的 级 数 收敛 定义 得 到 。 极 限 条 件 通常 措 述 为 当 N 趋 于 无 穷 大 时 .误差 
项 趋 于 0, 因 此 式 (13) 成 立 的 一 个 充 要 条 件 是 


FMY+Dej(Gx XOJA+1l 


]1 严 一 ]: 
Ne NA Nm 4 


( 太 十 1)! 

其 中 ce 依赖 于 N 和 x。 @@ 
4.1.2 习题 
E. 设 Aix) =sin(x), 应 用 定理 4.1， 

(a) 对 xo =0, 计 算 P;(x),P(Ox) 和 已 (x)。 

(bi 证明: 如果 1x1s<s1 则 通 近 多 项 式 

XXX 2 
sin(z) sx 一 二 十 一 一 一 十 


3 9 7 9 
的 话 差 界 为 1Eo(x)1< 1/10! 三 2.75574 x 10-7 
(c) 对 xo = r/4, 计 算 P:(x) ,其 中 包含 (x - r/4) 的 等 函数 。 
2. 议 Ax) = cos(x), 应 用 定理 4.1， 
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(al) 对 %0 =0, 计 算 PCx) ,PCx) 和 Pi (zx)。 
(b) 证 明 : 如 果 1x1 反 1, 则 台 近 多 项 式 


0 8 


此 4 帮 性 
cost) 们 1 一 可 十 而 一 页 十 机 
的 误差 界 为 1E,(x)1<191 过 2.7SS74 x 10-5。 
(c) 对 xo =r/4, 计 算 P,(x) ,其 中 包含 (x - ry4) 的 者 函数 。 
3. 上 数 Kx) = x* “在 点 x=0 和 x = 附近 是 否 存在 泰勒 级 数 展开 ? 试 证 明 你 的 结论 。 
4. 〈a) 求 函 数 FKx) =L(I+x) 在 xo=0 附 近 的 N=Ss 的 泰勒 多 项 式 。 


(b) 求 (a) 中 台 近 多 项 式 的 误差 项 玉 (x)。 


5. 求 函 数 Kx) = e- ?在 zx =0 附 近 的 N = 3 的 泰勒 多 项 式 。 
6. 求 函 数 Fxz) = 和 -2x+2x 在 xo 附 近 的 N=3 的 泰 勤 多 项 式 和 =1, 并 证 明 
xi) = PC(x)。 
. (al) 求 函数 F(x) = zz2 在 xo=4 附 近 的 =5 的 泰勒 多 项 式 。 
(b) 求 函 数 Kx) = x2 在 xe=9 附 近 的 N=5 的 泰勒 多 项 式 。 
(ec) 判断 (a) 和 (b) 中 哪个 多 项 式 更 好 地 通 近 (6.5)52。 
8. 对 几 x)=(2+x)”“ ,应 用 定理 4.1， 
(a) 求 xo =2 附近 的 泰勒 多 项 式 P(x )。 
(b) 用 P(x) 计 算 32 的 近似 值 。 
(c) 求 区 间 1<c<3 上 LA (cec)1 的 最 大 值 ,并 计算 1 有 (x)1 的 界 。 
9. 求 在 xo = 0 附近 需要 展开 的 泰勒 多 项 式 P (xz) 的 次 数 ,使 得 对 eo: 的 和 逼近 的 误差 小 
于 10-。 
10. 求 在 zx = x 附近 需要 展开 的 泰勒 多 项 式 P, (x) 的 次 数 ,使 得 对 cos(33r/32) 的 青 近 的 
误差 小 于 10 。 
11. (a) 求 严 (x) =/ cos(2) 地 在 xo=0 附 近 的 W=4 的 泰勒 多 项 式 。 
(b) 用 泰 勤 多 项 式 求 必 (0.1) 的 近似 值 。 
(ec) 求 (b) 中 近似 计算 的 误差 界 。 
12. (a) 对 1x1<1 区 间 上 的 几何 级 数 
] 


| 


一 一 一 一 一 ] 一 < 4 6 3 
[二 X 十 YX 一 宙 十 坟 其 中 jxl < 1 
两 闪 逐 项 积分 ,得 
3 5 了 
必 站 
arctan(z) 一 工 一 本 十 二 一 可 十 … 其 中 [zl < 1 


(b) 利用 r/6 = arctan(3- 妈 ) 和 (a) 中 的 级 数 .证明 


3- 3 3-3 3-4 
r=-3U2x2(1_ >- 3 
| 3 本 也 


(ec) 利用 (b) 中 的 级 数 , 计 算 精 确 到 8 位 数字 的 x 值 ( 注 . x=3. 141592653589793284.…: ) 。 
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1i3. 对 Ax)=in(li+x),xo=0, 应 用 定理 4.1， 
(a) 证 明 F(x)=(-141C(-1)1ACE+Y%)。 
(b) 证 明 wN 次 泰勒 多 项 式 为 


Xe 4 (一 DJN-LxN 
(c) 证 明 Pv,(x) 的 误差 项 为 
(一 了 六 AT 


ODNTDOTONTI 


(d) 计算 P(0.$) ,Po(0.53) 和 P,(0.5) 并 与 mm(1.5$) 进 行 比较 。 
(e) 证 明 ,如 果 0.0 达 x 达 0.5, 则 积 近 多 项 式 


7 XXX 


大 < 
DO Si 林 十 本 一 人 二 本 
具有 误差 界 1 有 1 过 0.00009765。 
14. 二 项 式 级 数 。 设 Kx)=(1+x)2" 目 x0 =0， 
(a) 证 明太“(x*) = p(p -~ 1) (pp 一 天 +1)(1+x)P 
(b) 证 明 其 N 次 泰勒 多 项 式 为 
pr- I++ 2 二 D AD 
(c) 证 明 
ENU) =P(P 一 TD (一 Nir +/ +c)N+I-P(ON 十 1 
(d) 令 P= 12, 计 算 已 (0.5),P,(0.5) 和 Pi(0.5) ,并 与 (1.5) 吧 进行 比较 
(e) 证 明 ,如 果 0.0 达 x 和 0.5, 则 有 各 近 多 项 式 
d+Ds1+ 了 -+ 二 -和 + 
有 误差 界 1 51 近 (0.5)5(2111024) = 0.0003204… 
\1 证 上 明 , 如 果 疡 = N 为 正 整 数 , 则 
NO 一 Dr 


了 二 ANxA 一 1 十 YA 


Pt) 一 1 十 Nr 十 


注意 ,这 是 著名 的 二 项 式 展开 。 
生 . 求解 c ,使 得 对 任意 1x - xsol<c, 有 1 已 1<10-5。 
(aj) 庆 几 x) = cos(x), 且 xo =0。 
(b) 设 Ax)=sin(x), 且 > =Tr/2。 
(cj 设 Fx)= 拓 , 且 x=0。 
16. (a) 设 y=Ax) 为 偶 本 数 , 即 对 于 厂 定 义 域内 的 所 有 *,j( -xy) = (xz*), PKz) 具 有 什么 
性 质 ? 
(b) 设 y= 及 x) 为 奇 函 数 , 即 对 于 定义 域内 的 所 有 >* ,大 -~x%) = -xzx),P(x) 具 有 什 公 
性 质 ? 
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17. 设 y=Axz) 为 w 次 多 项 式 , 如 果 xj)>0, 是 请 (xzo) ,三 ”(xzo)20, 证 明 : 太 的 所 有 实 
根 小 于 x*o。 提 示 : 将 了 在 xo 附近 展开 为 N 次 泰勒 多 项 式 。 

18. 设 FLx) =e ,利用 定理 4.1 计算 xo =0 附 近 的 Pv(z),N=1,2,3,…, 证 明 : Pv(x) 的 每 个 实 根 
有 小 于 等 于 1 的 重 数 。 注 :如 果 疡 为 多 项 式 P(x) 的 1M 重 根 , 则 它 是 己 (x) 的 -1 重 根 。 

19. 通过 写 出 P(*) 的 表达 式 和 证 明 

Po0) = Oo) 其 中 [=2, 3 N 
完成 推论 4.1 的 证 明 。 
习题 20 和 习题 21 完成 了 对 泰 勤 定 理 的 证 明 。 

20. 设 85(0) 及 其 导数 g“ (人 ,=1,2,…,N+I 在 区 间 (a,) 上 连续 ,zx 为 区 间 内 一 点 。 如 果 
仔 在 两 个 不 同 的 点 x 和 xo ,满足 g(x*)=0, 且 g(xo)=g(xz)=…=gm(xz)=0, 证 明 ; 存 
在 一 个 信 < 介 于 zx 和 xz 之 间 ,满足 gr(c) =0。 

注 :注意 gr) 为 的 图 数 , 值 党 和 x。 应 看 成 是 与 下 量 相关 的 向 数 。 

提示 :利用 罗 尔 定理 ( 匈 1.1 节 ,定理 1.5) ,在 以 xs 和 >x 为 端点 的 闭 区 间 上 找到 点 c ,满足 
8 ci) =0。 再 在 以 xo 和 c: 为 端点 的 区 间 上 对 &( 昌 应 用 罗 尔 定理 ,找到 满足 式 ,的 数 ， 
满足 好 (c: ) = 0。 依 次 类 推 , 直 到 找到 cv， ,满足 g(v+D(cv，) = 0。 

21. 利用 习题 20 的 结果 和 郑 数 

( 一 XOyAT+1 

(一 xo)N+1 

其 中 Pv(z) 为 N 次 泰勒 多 项 式 ,证 明 : 误 差 项 太 (x*) = Kx) - P (xz) 形 如 


(rr 一 X0)A+1 
(AN 二 Ti! 


8 三 上 厂 门 一 Pr 一 EN(Or) 


EN(r) 三 FA+Dc) 


提示 : 找 出 g “全 (0 ,并 求 其 在 上 = ec 处 的 值 。 
4.1.3 算法 与 程序 


MAILAB 的 算 阵 特性 使 其 能 够 快速 计算 一 个 函数 在 多 个 点 处 的 值 。 例 如 , 如 果 六 = 
[L-10 菇 , 则 sin(X) 将 得 到 [sin( -1) sin(0) sin(1)]。 类 似 地 ,如 果 X- - 1:0.1:1, 则 
Y= sin(X) 将 得 到 与 X 同样 维 数 的 矩阵 Y, 其 值 为 正弦 函数 的 值 。 通 过 定义 矩阵 D -= fx' Y]， 
可 将 这 两 个 行 矩 阵 输出 为 表 的 形式 。 注 意 :矩阵 X 和 Y 必须 有 相同 的 长 度 。 

1.(a) 用 plot 命令 ,在 同一 幅 图 中 绘制 区 间 - 1< xs 和 1 上 的 sin(x) ,习题 1 中 计算 出 的 户 (x )， 
PCx) 和 PCx)， 
(b) 创建 一 个 表 , 它 的 各 列 分 别 由 区 间 [ - 1,1] 上 的 10 个 等 距 点 x 处 的 sin(x) ,Pi(x) ,PCx) 
和 P 忆 (x) 值 构成 。 
2. (a) 用 plot 命令 ,在 同一 幅 图 中 绘制 区 间 - 1<x<1 上 的 cos(x) ,习题 2 中 计算 出 的 
Pix), Pi(xz) 和 Po(x)。 
(b) 创建 一 个 表 , 它 的 各 列 分 别 由 区 间 [ ~ 1,1] 上 的 19 个 等 点 * 处 的 coe(x), P (xz)， P5(x ) 
和 Ps(x) 值 构成 。 
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4.2 播 值 介绍 


4.1 太 讨 论 了 怎样 用 泰勒 多 项 式 逼 近 函 数 FLx)。 构 造 泰 勒 多 项 式 需 要 知道 zx 处 的 /及 
其 寻 数 值 , 该 方法 的 缺点 之 一 是 必须 知道 永 数 的 高 阶 导 数值 , 而 通常 的 情况 是 ,它们 或 者 无 法 
得 到 ,或 者 难以 计算 。 

假设 晒 数 y= 护 x) 在 N+I 个 点 (zxo,yo),…,(xw,yw) 处 的 值 已 知 , 其 中 值 % 在 区 间 [a， 
上 ,并 满足 

4 和 X0<Xl< <XN 云 D 人 一 三 (xp 

可 以 构造 经 过 这 + 1 个 点 的 次 多 项 式 P(x )， 这 种 构造 只 需 知道 和 和 入 的 数值 , 而 不 需要 
阶 导数 值 。 可 在 整个 区 间 {foe ,86] 上 用 多 项 式 P(x) 来 逼近 fx)。 然 而 ， 和 年 第 要 多 道 误 关 
晒 数 ECx) = FLx) - P(x), 刘 需要 知道 (>*2(x) 及 其 值 的 范围 , 即 


M = max{l e+)l:a<x 扩 日 


统计 和 科学 分 析 中 经 常 出 现 函 数 y = F(*) 只 在 w+ 1 个 点 ( 六) 处 已 知 的 情况 ,因此 需 
要 一 种 求 所 xz) 在 其 他 点 上 的 近似 值 的 方法 。 如 果 已 知 值 存在 显著 误差 , 则 应 该 考虑 第 5 章 中 
的 曲线 拟 合 方法 。 而 如 果 确 知 (* ,y ) 具 有 高 精度 , 则 应 该 考虑 构造 经 过 这 些 点 的 多 项 式 函 数 
y=Pxz)。 当 xo<x<x 时 ,近似 值 P(x) 称 为 “内 播 值 ”(interpolated value) ; 当 x < x0 或 ww < 
x 时 , 称 P(x) 为 "外 插值 (extrapolated value)。 在 数值 差分 .数值 积分 以 及 绘制 过 给 定点 的 曲 
线 的 软件 算法 中 ,都 有 用 多 项 式 来 计算 函数 的 近似 值 的 情况 。 

简要 回顾 一 下 多 项 式 P(x) 的 计算 ， 











P(r) 一 CNX， 十 QaN_IxY-1 十 .十 Cox 十 aix 十 C0 (1 ) 
起 纳 方法 是 一 种 有 效 的 计算 方法 。 导 数 PP (zx) 为 
P 忆 (rr) 一 NaNxl 十 (AN -- ])av_it 一 十 .十 2a2r 十 Ga (2) 
而 满足 7(x) = P(x) 的 不 定 积分 Kx) =/pP(x)d 为 ， 
QNXA+1 CN_TXA 0DX 3 QI1X“ 
7(r) 一 NT+ AN 二 二 二 二 or 十 C (3) 


其 中 C 为 积分 常数 。 算 法 4.1( 见 本 节 未 尾 ) 给 出 了 如 何 将 霍 纳 方 法 用 于 PC(x) 和 10xz) 的 计算 。 
例 4.4 多项式 PUx) = -0.0223 +0.2x -0.4x +1.28 通 过 4 个 总 :(1,1.06),(2,1.12)， 


(3,1.34) 和 (5,1.78)。 计 算 ,(a) P(4),(b) 户 (4),(c) 矿 PUz) 丰 和 (d) P(5.$) ,最 后 (e) 
表明 如 何 计算 P(x) 的 系数 、 
解 : 对 x =4, 利 用 彰 法 4.1(0i) ~ 算法 4.1(iii)( 等 价 于 表 2 中 的 过 程 ) 进 行 计 算 : 
p3 一 4a3 = 一 0.02 
p2 一 42 十 p3x 一 (0.2 十 (一 0.02)(4) = 0.12 
pi 一 Q1 十 px 一 -0.4 二 (0.12)(4) = 0.08 
2o 一 ao+P 一 128 二 (0.08)(4) = 1.60 
由 插值 为 P(4) =1.60, 见 图 4.7(a)。 


(a) 
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收 = 3a3 = -0.06 
(b) di 一 202 十 dx 三 0.4 二 (-0.060)(4) 三 0.10 
d=a+dx=-0.4+(0.16)(4) = 0.24 


数值 导数 为 P(4) =0.24, 见 图 4.7(b)。 


. 43 
4 王 下 一 一 .0U05 


i = 到 十 zx 一 0.06666667 十 (一 0.005)(4) = 0.04666667 


(c) 六 = 2 + ix = 一 0.2 十 (0.04666667)(4) = -0.01333333 


!1 二 00 十 27 一 1.28 十 (-0.01333333)(4) = 1.22666667 
10 三 0 十 0x 一 0 二 (22666667)(4) = 4.90666667 


于 是 得 ,1(4) = 4.90666667。 同 理 可 计算 出 , 1(1) = 1.14166667。 因 此 , 厂 p(x)d = 
(4) - 51) =3.765, 见 图 4.8。 
(d) 对 x=5.5, 利 用 算法 4.1(i) 有 
23 一 aa 一 一 0.02 
22 三 42 十 p3x 王 0.2 十 (-0.02)($.3$) = 0.09 
请 = al 十 bx 一 一 0.4 十 (0.09)(5.5) = 0.095 
b 一 ao 二 pxr 一 1.28 十 (0.095)(5.5) = 1.8025 


外 插值 为 P($.5) =1.8025 , 见 图 4.7(a)。 

(e) 用 第 3 章 的 方法 来 计算 系数 。 设 PUx)=4+ 朴 + Cxz + Pr 则 在 xx=1,23 和 5 处 
分 别 代 入 ,得 到 关于 4, 下,C 和 也 的 线性 方程 ， 

x=1: 4+1838+ IC+ 1D=1.06 

x=2: 4+2B8+ 4C+ 8D=1.12 


xY 二 3: 4+3B8+ 9C+ 277D=134 (4) 
X 一: 4 十 3 有 十 2SC 十 125D 一 1.78 
式 (4) 的 解 为 :4=1.28,B= -0.4,C=0.2 和 DD= -02 加 
y 》 斜率 为 P(4) 
2.0 (3.$，P(S.S)] 
(4,P(4)) 





(4, PC4)) 





(3) (b) 


图 4.7 《〈a) 逼近 多 项 式 P(*) 可 用 来 计算 点 (4, P(4) ) 的 内 播 值 和 点 (5.5, P(5)) 处 的 外 
捅 值 ;(b) 对 逼近 多 项 式 P(*) 求 导 , 且 用 瑚 (*) 计 算 内 揪 点 (4, P(4)) 的 斜率 
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用 这 种 方法 来 求解 系数 在 数学 上 是 可 行 的 ,但 有 时 和 矩阵 难以 精确 求解 。 本 章 设 计 了 专门 
针对 多 项 式 计算 的 算法 。 

重新 来 看 用 多 项 式 计 算 已 知 晒 数 的 近似 值 问题 。 在 4.1 节 中 已 经 知道 ,F(x) =ln(1+x) 
的 5 次 泰勒 多 项 式 为 


2 3 


芝 
全 ) 
一 《Te 本 十 本 二 二 艺 


在 区 间 [0,1j 上 用 7T(x) 来 近似 jn(1+x), 则 在 x =0 处 其 误差 为 0, 而 在 x =1 处 ( 见 表 4.4) 误 
差 最 大 ;实际 上 ,7T(1) 与 正确 值 nm(2) 之 间 的 误差 为 13% 。 本 节 要 找 一 个 能 在 区 间 [0,1] 上 更 
好 地 通 近 In(1+x) 的 5 次 多 项 式 。 例 4.5 中 的 多 项 式 P(x) 是 择 值 多 项 式 , 它 在 区 间 [0,1] 上 
对 ln(1+x) 的 通 近 误 差 不 超过 0.00002385。 


要 





着 


区 2 1 
图 4.8 对 通 近 多 项 式 P(x) 求 积分 ,并 用 其 不 定 积分 计算 区 间 1<x< 和 4 上 曲线 下 的 面积 
表 4.4 区 间 [0,1] 上 的 5 次 泰勒 多 项 式 T( x) ,函数 n(1+ x) 以 及 误差 In(1+ x) -~ T( x) 的 值 






误差 
ljn(] 十 x) 一 T(x) 





泰勒 多 项 式 函数 
(OO) In(] 十 x) 
0.00000000 0.00000000 


















0.00000000 

0.18233067 0.18232150 一 0.00000911 

0.33698133 0.33647224 一 0.00050909 
0.0 0.47515200 0.47000303 一 0.00514837 
0.8 0.61380207 0.387786606 一 0.02601601 
0.78333333 0.69314718 一 0.09018615 






例 4.5 考虑 函数 FLx) =ln(1+x) 和 基于 6 个 节点 xi =1/5, 丰 =0,1,2,3,4 和 5 的 多 项 式 
P(x) = 0.02957206x” -- 0.12895295x4 十 0.28249626x3 
一 0.48907554x“* 十 0.9991073Sx 
以 下 是 对 逼近 P(x)=ln(1+x) 的 经 验 描 述 ， 
1. 在 每 个 节点 上 有 P(x ) = F(x, )( 见 表 4.5)。 


2. 区 间 [ - 0.1,1.1] 上 的 最 大 误差 在 x= -0.1 处 , 且 对 -0.1<x<1.1 有 1 误差 | 三 
0.00026334( 见 图 4.10) ,因此 曲线 y= P(x) 与 y=ln(1+x) 几 乎 一 致 ( 见 图 4.9)。 
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0.0 y= ln(l + 如 


0U.4 


0 .2 


0U.0 U.2 0.4 0U.6 U.S8 1 .0 
图 4.9 7y= P(z) 的 曲线 , 它 “ 在 曲线 7y=lnl+x) 上” 
3. 区 间 [0,1j 上 的 最 大 误差 在 yx = 0.06472456 处 , 旦 对 0 二 * 二 1 有 1 误差 | 二 
0.0000238S( 见 图 4.10)。 
表 4.5 例 4.5 中 的 通 近 多 项 式 P( x) ,函数 f( xj = n(1+ X) 以 及 误差 El x) 在 区 间 [ -0.1,1.1] 上 的 值 


通 近 多 项 式 函数 如 佐 
大 疡 (x) (xx) 三 ln(l 十 2 (xx) 一 Frx) 一 P(r) 














一 心 . | 一 0.10509718 一 .10536052 一 0U00026334 
0U.0 0.00000000 4.00000000 0.00000000 
.| .09528988 0.09531018 0U.00002030 
0U.2 0.1823215S6 U.1823215S6 0.00000000 
0.3 0.20237015 0.26236426 一 0.00000S89 
0U.4 0.336047224 0.33047224 0.00000000 
0.” 0.40346139 0.403546S11 0.00000372 
0U.0 0.47000363 0.47000363 0.00000000 
0U. 7 0.53063292 0.2>3002825 一 人 .00000467 
0.8 0.38778066 0.58778660 0.00000000 
0.9 0.64184118 0U.04183389 0U.00001i271 
1 .0 0.09314718 0.69314718 0.00000000 
1 j 0.742065S29 0.14193734 一 0.00012795 








如 4.10 误差 曲线 y= 严 (x)=]ln(l1+xy- P(xz) 
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批注 在 节点 双 处 有 wx)=P(x), 因 此 在 每 一 节点 处 有 开 (x)=0。 瑟 (xz)= xz)-P(x) 





看 起 来 像 一 个 振动 的 弹簧 , 它 的 节点 都 在 振幅 为 0 的 横 轴 上 。 国 
算法 4.1( 多 项 式 计 算 ) 用 堆 纳 方法 计算 多 项 式 P(x), 其 导数 己 (x) 以 及 积分 | P(x) 必 的 值 。 
INPUT AN { 忆 (x) 次 数 ] 
INPUT 4(0), 4( 上 ,4(N) {P(x) 的 系数 } 
INPUT C | 积分 常数 } 
INPUT X { 独立 变量 } 
(0 计算 己 (x) 的 算法 压缩 版 : 
B(AN):==4(N) Poly := 4(N) 
FOR KK = AN 一 上 上 DPOWNTOO DO FOR KK 一 N 一 1DOWNTOODO 
忆 ( 帮 ) :一 (天 ) 十 吾 ( 状 十] 水 时 Poly := 4( 并 ) 十 Poly* 其 
PRINT ”TIhe value P(x) is”，B(O0) PRHNTI “The value P(xz) is Poly 
(ii 计算 忆 (x) 的 算法 求 缩 版 : 
已 (和 一 1): 王 有 +*rA4(CN) Deriv :一 入 *kA(CN) 
FOR KK = AN 一 IDOWNTO IDO FOR KK = AN 一 DOWNTO 1 DO 
DR 一 :一 天 *4( 开 ) 十 万 (天 7 水 时 Deniv := 天 4( 氏 ) 十 Denv+r 大 
PRINT “The value P“(x) is”，D(0) PRINT ”The value Pr is Deriv 
(1) 计算 Z(x) 的 算法 焉 缩 版 ， 
INT+lD):=4N)ACON 二 DT Integ := 4(N)ACN 十 二 
FOR KK = N DOWNTO 1 DO FOR K = N DOWNTO 1 DO 
1) :一 4( 天 一 1 天 十 7( 扩 十 抽水 里 Integ := 4( 天 一 1)/ 天 十 Integ* 大 
/(W :一 CC 十 7() 杰 大 Integ := C 十 Integ :其 
PRUNIT "The value 7(x) is 7(0) PRINI "The value 7(x) is” Integ 
4.2.1 习题 


1. 考虑 过 4 个 点 (1,1.54),(2,1.5),(3,1.42) 和 (5,0.66) 的 函数 PUx) = -0.02w3 0 122 - 
0U.2x +1.66。 
(a) 计算 P(4)。 
(b) 计算 已 (4)。 
(c) 计算 P(x) 在 区 间 [1,4] 上 的 定 积分 。 
〈d) 计算 外 插值 P($.5)。 
(e) 表明 如 何 计 算 P(x ) 的 系数 。 
2. 考虑 过 4 个 点 (0,2.08),(1,2.02),(2,2.00) 和 (4,1.12) 的 函数 PUz) = -0 042 +0.14x2 - 
0.16x +2.08。 
(a) 计算 P(3)。 
(b) 计算 己 (3)。 
(c) 计算 P(x) 在 区 间 [0,3] 上 的 定 积 分 。 
〈《d) 计算 外 插值 P(4.5)。 
(e) 表明 如 何 计算 PUx) 的 系数 。 
3. 考虑 过 4 个 点 (1,1.05) ,(2,1.10) ,(3,1.35) 和 (5 1. 75) 的 了 郴 数 P(x) = - 0.0292166667x3 + 
0.275x- - 0.570833333x + 1.375 。 
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(a) 证 明 : 函 数值 1.05,1.10,1.33 和 1.75 与 例 4.4 中 的 值 相 差 小 于 1.8% ,而 * 和 x 的 系 
数 相 差 大 于 42 钨 。 

(b) 计算 P(4) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 

(cec) 计算 已 (4) ,并 与 例 4.4 相 比较 。 

(d) 计算 P(x) 在 区 间 [1,4j 上 的 定 积分 ,并 与 例 4.4 相 比 较 。 

(e) 计算 外 插值 P($.$) ,并 与 例 4.4 相 比 较 。 

批注 (〈a) 部 分 表明 , 播 值 多 项 式 系数 的 计算 是 一 个 病态 问题 。 


4.2.2 算法 与 程序 


1 . 


io 


用 MATLAB 实现 算法 4.1, 多 项 式 P(x) = awy +a xz-1+…+ai+ax+oa 的 系数 以 
1xAN 垂 阵 已 =[av av ia,aiyaoj| 的 形式 输入 。 


(aj Ax)=e 

(b) FAx) =sin(x) 

(cec) Fx)= (w+1) 2 

5 次 插值 多 项 式 P(* ) 过 6 个 点 (0,70)),(0.2,F0.2)),(0.4,F(0.4)),(0.6,F0.6)) (0.8. 
所 0.8)) 和 (1 AL))。P(x) 的 6 个 系数 为 ao ,a ，……ay ,其 中 


瑚 (X) 一 CS 十 G4X4 十 q3x 十 0DX 十 alx 十 Ga0 
《jb 利用 4i 一 (7 - 1)71S,/= 1,2,3,4,5$,6, 求 解 6x6 线 性 方程 组 
Ga0 十 妈 1 区 十 CD” 十 gay 十 GdX4 十 gx 一 三 xi 


找 出 P(x ) 的 系数 |a.15.，。 

(ii) 利用 习题 ! 中 的 MATLAB 程序 分 别 计算 内 插值 P(0.3), P(0.4) 和 已 (0.5) ,并 与 了 (0.3)， 
扩 0.4) 和 拟 0.$) 比 较 。 

(证 ) 利用 上 述 MATLAB 程序 ,分 别 计算 外 插值 P( -0.0) 和 P(1.1 ,并 与 7 -0. 切 和 大 1.1) 比 较 。 

(iv) 利用 上 述 MATLAB 程序 ,计算 P(x) 在 [0,1] 上 的 积分 ,并 与 Kx) 在 [0,1] 上 的 积分 比较 .在 同 
一 幅 图 中 绘制 [0,H 区 间 上 APx) 和 P(x) 的 曲线 。 

(v) 为 Ph 六 7) 和 天 (和 )= ii)- P(x) 制 作 一 个 表 , 其 中 Mt = 8&/100,5 = 0,1 ,100。 

一 个 游乐 园 的 骑马 路 径 采 用 3 个 多 项 式 来 建 模 。 第 1 段 路 径 为 1 次 多 项 式 ， PP (x) ,其 水 平 

赋 离 为 100 英 太 ,起 始 高 度 为 110 英尺 ,在 60 英尺 处 结束 ;第 3 段 路 径 也 是 一 个 1 次 多 项 

却 ,Q(x) ,水 平 距 离 为 50 英尺 ,起 始 高 度 为 65 英尺 ,终点 高 度 为 70 英尺 中 间 段 的 多 项 

式 P(x)( 次 数 为 最 小 可 能 ) ,其 水 平 距 离 为 1$0 英尺 。 

(a) 找 出 P(x),P(xz) 和 QU(Cxz) 的 表达 式 ,使 得 P(100) = Pi(100) ,已 (100) = 疡 (100)， 
P(250) = 0 (2S0) 和 已 (250) = 04(250) 成 立 ,并 且 P(x) 的 曲率 在 * -= 100 处 与 忆 (x) 
的 曲率 相等 ,而 在 x = 250 处 与 O,(x) 的 曲率 相等 。 

(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 PC(*),P(*) 和 0O(x) 的 曲线 。 

(ec) 利用 算法 4.1( 证 ) , 找 出 给 定 水 平 距离 上 路 径 的 平均 高 度 。 
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4.3 拉 格 朗 日 逼近 


插值 就 是 利用 邻近 点 上 已 知 函 数值 的 加 权 平 均 来 估计 未 知 函 数值 。 线 性 插值 使 用 的 是 过 两 
点 的 线段 ,点 (xn ,yo ) 与 (x， ,yY1) 之 间 的 斜率 为 7113 一 (7 一 yo ) /2 一 x0 ) ,直线 y 一 mL 人 YX 一 Xo ) 二 Y0 
的 点 - 斜率 公式 可 写 为 ; 


X 一 X0 





7 二 二 为 二 9 一 7 一 (1) 


公式 (1) 展 开 的 结果 是 一 个 次 数 小 于 等 于 | 的 多 项 式 。 在 万 0 和 多 1 计算 PCx) ,得 到 y0 和 1 
(xo) 一 yo 十 (7 一 加)(0) = 加 (2 
fx 一 MX 二 OOI-)) 三 光 


法 国 数学 家 约瑟夫 .路 易 . 拉 格 朗 日 (Joseph Louis Lagrange) 使 用 略微 不 同 的 方法 ,也 得 出 了 该 多 
项 式 。 他 注意 到 该 式 可 以 写成 


yy 一 己 (xr) 三 攻 





光一 二 一 X0 
0 


(3) 


式 (3) 右 端的 每 一 项 都 包含 了 一 个 线性 因子 ,因此 该 式 是 一 个 次 数 小 于 等 于 1 的 多 项 式 。 
式 (3) 中 的 商 式 用 


X0 一 二 | 久 1 一 0 


汪 一 区 必 一 XI0 
L100) = 一 一， 100) = 一 一 一 (4) 
X0 一 人 灵 1 一 X0 


表示 。 很 容易 看 出 , Do(xo) =1 记 oz)=0,D (zx)=0 和 Zi(Cx) =1, 因 此 式 (3) 中 的 多 项 
式 已 (x) 也 经 过 两 个 给 定点 : 

六 (xzo) = 十 71(0) = y0， xD 一 y0(0) 十 7=y (5) 
式 (4) 中 的 项 Co(z*) 和 忆 ，(x) 称 为 基于 节点 x 和 x, 的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 、 利用 这 种 记 
法 , 式 (3) 可 写 为 和 式 


] 
CCx) 一 其 ZIKC) (6) 


K 一 10 
议 % 由 公式 % = Ax) 计 算 。 如 果 在 区 间 [x, ,x ] 上 用 Ptx) 台 近 AF(x), 称 该 过 程 为 内 播 ; 如 
末 龙 娘 xn0( 或 和 ] 福 x“) , 则 使 用 P,(x) 称 为 外 择 。 下 面 的 例子 表明 了 这 些 概念 。 


例 4.6 考虑 [0.0,1.2] 上 的 曲线 y = Fr(x) = cos(z)。 
(a) 利用 节点 和 =0.0 和 xl =1.2 构造 线性 插值 多 项 式 忆 (xz )。 
(b) 利用 节点 多 0 =0.2 和 光 1 二 ] .0 构造 线性 插值 多 项 式 WiCx)。 


解 :(a) 利用 式 (3), 由 横 坐 标 xo =0.0 和 % =1.2 及 纵 坐 标 yo = cos(0.0) = 1.000000 和 
yl = cos(1.2) = 0.362358 ， 可 得 


X 一 .2 X 一 (0.0 
Po = 1.000000 0.362 
1 00 二 1 二 058 00 


= 一 0.833333(x -- 1.2) 十 0.301965(x -0.0) 
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(b) 当 使 用 节点 加 =0.2 和 和 =1.0 及 力 =cos(0.2) =0.980067 和 7 = ecos(1.0) = 0.540302 


时 ,结果 为 
1.0 一 0.2 


点 一 
_ 一 一 2 二 一 一 … 
Ci0D = 0.980067 芋 一 0 十 0.540302 一 5 


= 一 1.225083(x -1.0) 十 0.675378(x 一 0.2) 
图 4.11(a) 和 图 4.11(b) 显 示 了 y = cos(x) 的 图 形 , 并 将 它 分 别 与 y= 忆 (x) 和 y= O(z) 
比较 。 表 4.6 给 出 了 其 数值 结果 ,可 以 看 出 ,O(x) 对 满足 0.1 三 和 过 1.1 的 点 和 有 较 小 
的 误差 , 表 中 显示 , 当 采 用 O(x) 时 ,最 大 误 盖 由 (0.6) - 已 (0.6) = 0.144157 降 至 
0.6) -~ 0 (0.6) = 0.0651$1。 






7= 马 |() 





0 02 04 06 08 10 1.2? 00 02 04 06 08 10 12 
(3) (b) 
图 4.11 (〈a) 线 人 性 逼近 y = P (zx) ,其 中 节点 ze =0.0 和 xi =1.2 为 区 间 [a, 罗 的 端点 ， 
(b) 线性 台 近 y = O(x) ,其 中 节点 a =0.2 和 zx =1.0 在 区 间 [a , 少 ] 内 


囊 4.6 帮 x) = cos( x) 与 线性 逼近 P ( x) 和 Q (X) 的 比较 


[oem /en 一 mm Go - Cu 









































































0.0 1.090008 一 0.090008 
0.1 0 995004 0 946863 0048141 1.03S037 一 0.040033 
0.2 0.980067 0.893 720 0.086340 0.980067 0.000000 
0.3 0.95$330 0.840589 0.114747 0.925090 0.030240 
0.4 0.921061 0.787453 0.133608 0.870120 0.050935 
0.3 0U.877S83 0.734316 0.143207 0.815155 0.002428 
0.6 0.82S336 0.681179 0.144157 0.700184 0.063141] 
0.7 0.704842 0.628042 0.136800 0.703214 0.059628 
0.8 0.096707 0.374905 0.121802 0.650243 0.046463 
0.9 0.621610 0.3217068 0.6090842 0.395273 0.0206337 
] .0 0.540302 0.468631 0.071671 0.340302 0.000000 
1 .1 0.4353596 0.415495 0.038102 0.485332 一 0.031736 
1.2 0.362358 0.30235S8 0.000000 0.430361 一 0.068003 






推广 式 (6) ,得 到 过 N+1 个 点 (xyo), (xy )， (xyyv) 的 次 数 最 高 为 有 的 多 项 式 


N 
PN(r) = 》 次 LNk(r) (7) 
类 一 必 
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的 形式 ,其 中 及 ,是 基于 节点 

(xc 一 X0) ppCx 一 区-UG 一 共 +D (CCx 一 XN) 
CR 一 30) 一 区 -HG 一 区 + (xc 一 XN) 
的 拉 格 妆 昌 系数 多 项 式 。 很 容易 看 出 ,(x - 和 ) 和 (xz - 和 妈 ) 不 出 现在 式 (8) 的 右 端 。 引 入 和 匀 式 
表示 法 , 式 (8) 可 写 为 


(8) 


岂 Nk(X) 一 


LNk(XZ) 一 和 和 交 《9) 
j 
式 (9) 的 表示 法 表示 ,分 子 是 线性 因子 (* -~ x ) 的 乘积 ,但 不 包含 因子 (x -  )。 在 分 母 中 
有 类 做 的 构造 。 
直接 计算 表明 ,对 每 个 固定 的 大 , 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 上 ,(x) 具 有 性 质 
LNkxh 站 三 1， 汝 = 大 时 ， ZNAkh 门 =0， 当头 大 时 (10) 
直接 把 这 些 值 代入 式 (7) ,可 知 多 项 式 曲 线 y = Phv(xz) 过 点 (和 yi): 
FN CD 让 二 ONOGJ) 十 十 yEN IC) 十 十 yNLNNCC 
一 0 十 十 妇 ( 人 十 十 yw(OD = 
本 证 明 PCx) 惟 一 ,需要 用 到 代数 基本 定理 :一 个 次 数 小 于 等 于 N 的 多 项 式 7TACx) 至 多 有 
AN 个 根 。 换 言 之 ,如 果 7(x) 在 横 坐标 上 N + 工 个 不 同 点 处 为 0, 则 它 便 为 0。 设 P (zx) 不 惟一 ， 
则 存在 另 一 个 次 数 小 于 等 于 w 的 多 项 式 Ov(x) 也 通过 这 N+ 1 个 点 。 爸 造 差 多 项 式 7(x) = 
Px) -Or(x)。 注 意 到 ,7 了 (x) 次 数 小 于 等 于 N, 且 对 j = 0,1,…, N， 7 人 人) = 已 (%)- 
oOvto)=Y-y=0, 故 7(x)=0, 从 而 Ov(x)=P(x)。 
式 (7) 展 开 的 结果 与 式 (3) 类 似 。 过 3 个 点 (xo,yo), (xz ,yi) 和 (xy ) 的 拉 格 朗 日 二 次 插 
值 多 项 式 为 


户 (x) = 


(11) 


(一 XXX 一 22) (一 10)G 一 3) ， (一 20)G 一 X1) 
(zxo 一 xD(Cxo 一 和) (cl 一 X0)GI 一 xz2) Oo 一 xz0)Gr 一 x]) 


过 4 个 点 (xoyyo),(x， yi) (xy2) 和 (xs ,ys3) 的 拉 格 朗 日 三 次 插值 多 项 式 为 


一 2 一 0) 一 7) (一 X0)G 一 2) 一 妇 ) 
三 () 一 加 0 1 一 一 一 一 一 
(x0 一 XGO 一 322)(C0 一 轴 ) (xi 一 X0)CT 一 12)GKI 一 妈 ) 


十 力 - 攻 一 II 作 一 菩 )C 一 性 ) CE 一 xz)(G 一 拉 )G 一 32) (13) 
Gp 一 z0)Gr2 一 XU)Gc2 一 3) (3 一 210)(x3 一 JJ)(C3 一 22) 


例 4.7 考虑 [0.0,1.2j] 上 的 函数 y= F(x) = cos(x)。 
(aj) 用 3 个 节点 xz =0.0,x, =0.6 和 sa =1.2 构造 二 次 播 值 多 项 式 P(z)。 
(b) 用 4 个 节点 xz =0.0,x, =0.4, 和 =0.8 和 xs =1.2 构造 三 次 播 值 多 项 式 P(x)。 


〈12) 


解 ;(a) 在 式 (12) 中 使 用 xo =0.0,xl =0.6,x? =1.2,yo =ocos(0.0) = ], y = cos(0.6) = 
0.825336 和 7y: = cos(1.2) = 0.362358 , 短 
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(一 0.0)(x 一 1.2) (x 一 0.0GX 一 1.2) 
一 1 .0 一 -一 -一 一 一 一 十 0.8253330 一 一 一 一 一 一 -一 
0 一 (0.0 一 0.0)1(0.0 一 下 2) 下 (0.6 一 0.0)(0.06 一 1.2) 
一 尖 . 一 0.06 
二 0.362358_ 攻 一 CC 一 一 


(1.2 一 0.0)(1.2 一 (0.0) 
一 1.388889(x 一 0.6)(x 一 1.2) 一 2.2923599( 一 0.0)(x 一 12) 
十 0.3032730x 一 0.U0)x 一 0.0) 


(b) 在 式 (13) 中 利用 xo =0.0,xi =0.4,x =0.8,xi; =1.2 和 yo=ocos(0.0) =1.0,yi = 
cos(0.4) = 0.921061 ,y = cos(0.8) =0.696707 和 7y3 = cos(1.2) =0.36235S8 ,得 
(一 0.4)(x 一 0.8)(x 一 1.2) 
(0.0 一 0.4)(0.0 一 0.8)(0.0 一 1.2) 
(GE 一 0.0)( 一 0.8)(Gx 一 1.2) 
(一 0.0)(x 一 0.4)(x 一 1.2) 
(0.8 一 0.0)(0.8 一 0.4)(0.8 一 1.2) 
(x 一 U0)Gx 一 0.4)(x 一 0.8) 
(1.2 一 0.0)(1.2 -0.4)(1.2 一 0.8) 
一 一 2.0041607(x 一 0.4)( 一 0.8)(x 一 1.2) 
十 7.194789(x 一 0.0)(x 一 0.8)(CGx 一 1.2) 
一 2.443021(x 一 0.0)( 一 0.4)(x 一 1.2) 
十 0.943041(x 一 0.0) 人 rr 一 0.4)(x 一 0.8) 


y=cos(%4) 和 多 项 式 y= Po(x) 及 y= P 忆 (xz*) 的 曲线 分 别 在 图 4.12(a) 和 图 4.12(b) 中 
给 出 。 国 


卢 (x) 一 1.000000 


十 0.921061 


十 0.696707 


十 0.3023358 





三 大; (0) 


(b) 





图 4.12 (〈a) 基于 节点 xz =0.0,xi; =0.6 和 >x =1.2 的 二 次 通 近 多 项 式 y= 已 (x);(b) 基 
于 节点 =0.0,x =0.4,x =0.8 和 x; = 1.2 的 立方 通 近 多 项 式 y= 忆 (xyx) 


4.3.1 误差 项 和 误差 界 


在 使 用 拉 格 朗 日 多 项 式 来 通 近 连续 函数 Kx) 时 ,了 解 其 误差 项 的 属性 非常 重要 。 它 与 素 
时 多 项 式 的 误差 项 相似 , 只 是 用 乘积 (> 一 %o ) 儿 区 一 区 1 ) … 人 区 一 xw) 巷 换 了 因子 (x 一 Xo ) + 这 


与 预期 相符 ,因为 插值 是 在 W + 1 个 节点 内 上 进行 的 ,在 这 些 节 点 上 有 玉 ,(x ) = 六 (xi ) - 
Po)= 和 -和 =0=0,1,2…,N。 
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定理 4.3( 拉 格 朗 日 多 项 式 逼 近 ) 设 FE Clc,p, 且 ”xsXvE[a bj 为 凡 +1 个 节 
点 。 如 果 xcla,p|, 则 


jx) 三 PN) 十 严 N(Or) (14) 
其 中 Py(x) 是 可 以 用 于 通 近 F/(x) 的 多 项 式 : 
帮 xs PNGOD = 》 CDLNECr) (15) 
一作 
_ _- . .fr 一 ( 信 十 | 
FU 区 一 0)G 一 2 一 xD)JAC  (c) 016 


(A 人 十 1 
c=ecelx) 为 区 间 [a ,5 |] 内 的 某 个 值 。 


证 明 : 作 为 一 般 方法 的 例子 ,证明 式 (16) 中 N = 1 的 情况 。--- 般 情况 在 习题 中 讨论 。 首 先 定 义 
曙 数 8(t): 

起 一 X0)0 一 并 
(xc 一 X0)(Gx 一 2 


注意 *,xe 和 x; 是 与 变量 上 有 关 的 常数 ,并 且 g( 在 这 3 个 点 上 的 值 为 0 即 


SC) 三 oo) 一 忆 (Gx) 一 BO 区 二 一 革 0 一 /OO 一方 0 一 EC) 三 0 
60 = yo) 一 有 Co) 一 机 加 癌 r2 一 o) -Po) 一 0 
so0=7CD 一 AD 一 写生 2 一) 一 户 GD 一 0 


议 化 在 开 区 间 (x>， xi ) 内 。 在 区 间 [xo,x] 上 对 gt 利用 罗 和 尔 定 理 ， 可 找到 一 个 值 do ， 
xo< di<y, 满 足 


8C) = F0) 一 疡 (一 已 (Or) (17) 


8 (do) = 一 0 (18) 
在 区 则 [xx， ] 上 再 次 对 | 切 应 用 罗 和 尔 定 理 ,可 找到 一 个 值 d,A<K diK<Xi , 满足 
8 (di) 一 0 (19) 


式 (18) 和 式 (19) 说 明 函 数 g(b) 在 = 由 和 :=a 处 为 0 对 gt 在 区 间 [d ,d, ] 上 应 用 


罗 和 尔 和 理 ,得 到 值 ,有 
go)(c) 一 0 (20) 


回 到 式 (17) ,计算 导数 gr( 划 和 eg ()， 
一 X0) 十 信 一 X1) 


/ / ) ( 
8 (人 一 了 (人 一 玉 (及 一 到 
了 TO) 1() (二 XIG 一 


8 人 = 三 作 一 0- BC; 


一 MXONX 一 郑 ] 


《21) 
(22) 


在 趟 (22) 中 利用 已 ( 旨 的 次 数 为 W = 1, 得 到 其 2 阶 导数 天 (站 =0 ,在 点 ;= 。 处 计算 式 (22)， 


并 利用 式 (20) 得 
2 


0 一 广 (c)y 一 的 -一 
厂 (C) 1(x TEST 


【《23) 
由 式 (23) 解 得 已 (x) ,得 到 形 如 式 (16) 的 余 项 : 
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(一 X0)G 一 3) Fi(c) (24) 
21 

证 明 完 毕 。 @ 
下 面 的 结果 表明 了 在 下 拉 格 朗 日 多 项 式 的 等 距 节点 w = xo+ 由 ,=0,1,…,N 时 的 特殊 

情况 ,该 多 项 式 Puv(x) 只 用 于 求 区 间 [xu,xw] 内 的 播 值 。 

定理 4.4( 等 距 书 点 拉 格 朗 晶 多项式 的 误 关 界 ) 设 F(x) 定 义 在 [a,8] 上 ,其 中 包含 等 距 节 点 
xx = %o+ 了 , 并 设 凡 zj) 大 Cxz) 及 其 直到 N+1 阶 导数 分 别 在 子 区 间 [xo,xi],[xv,x] 和 
[ xo ,xj] 上 连续 且 有 界 , 即 ,对 N=1l,2,3, 有 


2 三 








LT+ OO 和 MN+I 其 中 加 委 z 雪 xN (25) 
对 应 于 N=1,2 和 3, 误 差 项 式 (16) 具 有 如 下 的 界 : 

/NA 

| 有 (xz)| 和 当 x e [xo,xlj 时 有 效 《26 ) 

3 

122z(x)| 所 7 当 x E [xzo,x2] 时 有 效 (27) 
A41M4 

1 居 全 下 < 5 当 x e [ro, xz3] 时 有 效 (28) 


证 明 : 这 里 只 证 式 (26) ,其 余 留 给 读者 。 利 用 变量 替换 x - x = 上 和 yx-x =1- 帮 误差 项 
5 (X) 可 写 为 
2 _ (2) 
BCD = 杞 Co+D = 一 一 人 其 中 0 委 ! 委 《29 ) 
其 中 导数 的 界 为 
LO 入 AM 其 中 加 过 c 扫 2 (30) 
现在 来 确定 式 (29) 分 子 中 (二 - 产 ) 的 界 , 称 该 项 为 惠 ( 上 ) = 关 - 形 。 由 于 种 (0) =27 大 
帮 存 在 一 个 临界 点 上 = A/2, 它 是 色 (1) =0 的 解 。@(b 在 [0, 庆 ] 上 的 极 值 在 端点 @(0) = 0 
2(j) =0, 或 临界 点 @(A/2) = -~ 请 /4 处 得 到 。 由 于 后 者 的 值 最 大 , 故 可 得 
2 2 
OO- 一 则 < 一 二 一 其 中 0 和 过 (31) 
利用 式 (30) 和 式 (31) 来 估计 式 (29) 分 子 中 的 乘积 ,得 


(2) 7 
CD 二 (一 丰 42 

2 
从 而 式 (26) 得 证 。 
4.3.2 精度 与 OU jn+1) 


定理 4.4 的 重要 性 在 于 , 它 给 出 了 线性 .二 次 和 三 次 插值 的 误差 规模 的 简单 关系 。 在 这 3 
种 情况 中 ,误差 界 1 有 (xz)1 在 两 个 方面 依赖 于 天， 户 ” 是 显 式 的 , 故 1 尼 (xz)1i 正 比 于 M2+1; 值 
Mv ,依赖 于 ”, 并 随 着 刀 趋 近 于 0 而 趋 近 于 1F 5(x)1。 因 此 , 当 大 趋 近 于 0 时 .| 玖 v(x) | 


(32) 
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收 往 于 0 的 速度 与 天 ” 收 伍 于 0 的 速度 相同 。 这 一 特点 用 O( 局 一) 表示 , 式 (26) 的 误差 界 可 
表示 为 
ECO= OU 当 ze [ro,xzi] 时 有 效 
用 疡 (4f2)/8 代替 式 (26) 中 的 O( 和 大 ) ,表示 误 善 项 的 界 大 致 为 贿 的 倍数 , 即 
LEI 和 Ch m Op 
结果 是 ,如 果 .A(x) 的 导数 在 区 间 [ e ,5] 上 一 致 有 界 ,并且 1A1<1 则 选择 大 的 N 将 得 到 小 
的 六 ”, 而 且 高 次 逼近 多 项 式 将 产生 较 小 的 误差 。 
例 4.8 考虑 [0.0,1.2] 上 的 y=Hx)=ocos(x)。 利 用 式 (26) ~ 式 (28) 来 确定 例 4.6 和 例 4.7 
中 构造 的 拉 格 朗 目 多 项 式 Pi(x),P(x) 和 Pi;(x) 的 误差 界 。 
解 :首先 确 定 导 数 1f (xz)1, LA (xz)1 和 IO(xz)1 在 区 间 [0.0,1.2] 上 的 界 NM ,ML 和 有 ; 
17 呈 GD = -cos 委 |-- cos(0.0)| = 1.000000 = AM 
LOOooDl = |sin(o)| 过 |sin(1.2)| = 0.932039 = 1M4; 
Lo)l = 1cos(Or 委 1cos(0.0)| = 1.000000 = M， 
对 于 Pi(xz), 节 点 间距 为 户 =1.2, 其 误差 界 为 


2 2 
局 CI 和 一 生生 人 多 Cong 000000) _ 0 180000 (33) 
对 于 已 (x), 节 点 间距 为 天 =0.6, 其 误 盖 界 为 
13Mh3 (0.6)3 X (0.932039) 
|E2(x)| 反 了 万 沁 万 《34) 
对 于 Pi(xz), 节 点 间距 为 天 =0.4, 其 误差 界 为 
才 帮 
本 (DJ 过 44 < (4 X(1.000000) _ 0 001067 (35) 
24 24 
由 


由 例 4.6 可 知 ,1 天 (0.6)1 = lecos(0.6) - 已 (0.6)1 = 0.14157, 故 式 (33) 中 的 界 0.180000 是 合 
理 的 。 图 4.13(a) 和 图 4.13(b) 分别 显 示 了 误差 本 数 灵 (x) = oos(x) -~ PLx) 和 局 (xx)= 
cos(x) - Ps(x) ,其 数值 计算 在 表 4.7 中 给 出 。 利 用 表 中 的 值 可 以 得 到 1 忆 (1.0)1 = cos(1.0) - 
已 (1.0)1=0.008416 和 1 有 (0.2)1 = lcos(0.2) - 已 (0.2)| = 0.000855 ,它们 与 式 (34) 和 式 (35) 中 的 
人 务 0.012915 和 0.001607 一 致 。 


4.3.3 MATLAB 实现 


下 面 的 程序 构造 各 分 量 为 拉 格 朗 日 多 项 式 系数 的 向 量 ,从 而 计算 出 过 给 定点 的 组 合 多 项 
式 。 程 序 使 用 了 命令 poly 和 conv。poly 命令 创建 一 个 向 量 ,其 分 量 为 一 个 多 项 式 的 系数 ， 
该 多 项 式 具 有 给 定 的 根 。 conrv 命令 生成 一 个 向 量 ,其 分 量 为 多 项 式 系数 ,该 多 项 式 是 另外 两 
个 多 项 式 的 积 。 
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一 .0UU8 


(8) 
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(b) 
图 4.13 《〈a) 误差 图 数 玉 (x)= cos(x)- 已 (xx); (b) 误差 函数 碟 (x) = cos(x)- Pi(x) 


表 4.7 有 LxX) = cos(X 及 二 次 和 三 次 通 近 多 项 式 户 (x) 和 P(xX) 的 比较 

































w Bar 
0U.U 1] .UUUU0U0 1.000000 0.0 1.000000 U.0U 
0.1 8.993004 0U.990911 0U.004093 0.995835 一 0.00083 1] 
0.2 0.980007 U.973813 0.0062533 0.98092] 一 0.000855 
唱 .3 0.999330 0U.948 707 0.006629 0.9SS812 一 0.000476 
0U.4 0.921061| 0.919 和 92 0.005409 0.921061 唱 .U 
0.53 0U.377383 0.83744068 U.003114 0.877221 0.000361 
0.0 0.823336 0U.823330 0.0 0.824847 U.00089 
OU.7 0.764842 U.708194 一 0.0033352 U.704491 0.000351 
U.8 0.096707 0.703044 一 0.000338 0.690707 0.0. 
0.9 0.621010 0.629886 一 0.0082706 0.022048 一 .000438 
] .0 0.3540302 0.548719 一 0.008410 0.3941068 一 0.000764 
] .1 0.4439S90 0.4S9542 一 0.0059406 0.434320 一 0.000724 
] .2 0.302358 0.3023S8 0U.0 0.362358 0U.0 
例 4.9 求 两 个 1 次 多 项 式 P(x) 和 Q@(x) 的 积 ,它们 的 根 分 别 为 2 和 3。 

>>P=Poly(2) 
忆 = 

1 -2 
>>Q=poly(3) 
QU= 

1 -3 
>>ConV(P ,0Q) 
angS= 

1 -5 6 

因此 P(x) 与 O(x) 的 乘积 为 刀 -Sr+6。 卓 


程序 4.1( 拉 格 朗 日 逼近 ) 基于 N+1 个 点 P(z)= > yilws(z), 大 =0,1,…,N 计算 拉 格 


溉 日 多 项 式 (xs yt)。 
function [C,L]=lagran(X,Y) 


hpInput - X is a Vector that contains a list of abscisgsgag 
扩 ~ Yis a vector that contains a List of ordinates 
phDOutput ~ C is a matrix that contains the_ coefficients of 
人 the Lagrange interpolatory polynomial 
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1 - 工 is amatrix that contains the Lagrange 
人 coefficient Polynomials 

VW=JLengthbh(X) ; 

有 =W 一 二 ; 


L=zeros(w, WwW) ; 
AhForm the Lagrange coefficient polynomials8 
for =T:n+l 
V=T， 
for j=1:n+i 
if kw=j 
V=conv(CV ,Poly(CX(j)))VACGXCGK)-XCjD)) ; 
end 
end 
LICK ，: )=V; 
end 
hpDetermine the coeftficients of the Lagrange interpolating 
/hpPolLynomial 
L=YLL ; 


4.3.4 习题 


1 


找 出 逼近 F(x) = zx 的 拉 格 朗 日 多 项 式 。 

(a) 利用 节点 xo = ~1 和 xi =0 求 线性 择 值 多 项 式 P (xy )。 

(b) 利用 节点 xo = -~ 1x =0 和 % =1 求 二 次 插值 多 项 式 PCx)。 

(c) 利用 节点 xz = -1x =0,x =1 和 xi =2 求 三 次 逼近 多 项 式 Pi 4x)。 
(d) 利用 节点 =1 和 x* =2 求 线性 插值 多 项 式 P (x)。 

(e) 利用 节点 xz = 0,x = 工 和 * =2 求 二 次 插值 多 项 式 P(x)。 


. 设 Fxz)=x+2Ax。 


(a) 用 基于 点 x = lx =2 和 =2.5 的 二 次 拉 格 朗 日 多 项 式 求 (1.5) 和 1.2) 的 近似 值 。 
(b) 用 基于 点 x = 0.>,% =1,x =2 和 yw，=2.5 的 三 次 拉 梅 翩 日 多 项 式 求 大 (1.$) 和 
A1.2) 的 近似 值 。 


. 世 AIx)=2asin(rx/6), 其 中 为 弧度 。 


(a) 用 基于 点 xo =0,x =1 和 > =3 的 二 次 拉 格 朗 日 插值 求 A2) 和 A2.4) 的 近似 值 。 
(b) 用 基于 点 x =0,x = lx =3 和 ”=5 的 三 次 拉 格 朗 晶 揪 值 求 K2) 和 A2.4) 的 近似 值 。 


. 庆 Ax)=2sin(rx16), 其 中 x 为 弧度 。 


(a) 用 基于 点 xz =0,x =1 和 x =3 的 二 次 拉 格 六 日 插值 求 K4) 和 FA3.5) 的 近似 值 。 
(b) 用 基于 点 zx =0,x =1x =3 和 > =5 的 三 次 拉 格 朗 晶 插值 求 FK4) 和 (3.5) 的 近似 值 。 


。 写 出 Ax) 的 3 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 的 误差 项 Fi(x) ,在 节点 X0 三 一 1 ,>x， = 0,x， = 3 和 


x4 = 4 处 择 值 结果 精确 。 xz ) 为 
(aj (xzx)=4x3 -3x+2 

(b) 5X) 三 和 2 和 妇 

(c) zx)= 知 一 Sx4 


一 


10， 


1 


13. 


170 数值 方法 (MATLAB 版 儿 第 四 版 ) 


, 信 帮 x) = 和 


(a) 求 节点 为 xo=l,x,=1.23 和 xx =1.S 的 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 P(x)。 
(b) 用 (a) 中 的 多 项 式 估计 F(x) 在 区 间 [1,1.$] 上 的 平均 值 。 
(ec) 利用 年 理 4.4 中 的 式 (27) , 求 用 P,(x) 通 近 FLx) 的 误差 界 。 


. 考虑 让 所 为 zx 和 > 的 2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 的 系数 多 项 式 记 s(x), 定 义 g(z) = 


Lao) 十 ZX 1) 十 2 (2X) 一 。 

(a) 证 明 :g 为 次 数 小 于 等 于 2 的 多 项 式 。 

(b) 证 明 : 对 有 =0,1,2,g(x )=0。 

(c) 证 明 : 对 任意 *,g(x) =0。 提 示 : 利 用 代数 基本 定理 。 


。 设 notxz) ,ZiCxz),… 和 xy wx) 是 基于 AN+1 个 节点 和 0 ， 稳 1 和 和 7 的 拉 格 朗 日 多 项 式 


的 系数 多 项 式 ,证 明 : 对 任意 实数 *，>\， 有 Ms(x) = 1。 


a 设 FLx) 为 次 数 小 于 等 于 必 的 多 项 式 ,P,(x) 为 基于 Ar+l 个 节点 钞 0y， 交 19”””9 和 N 的 次 数 小 


于 等 于 N 的 拉 格 朗 日 多 项 式 。 证 明 : 对 所 有 x*,/(x) = Pv(x)。 提 示 : 证 明 误差 项 已 (x) 
恒 为 0。 
考虑 区 间 [0,1j] 上 的 函数 Kx) = sin(x) ,利用 定理 4.4 来 确定 步 长 户 ,使 得 ; 
(a) 线性 拉 格 朗 日 插值 的 精度 为 10-5( 即 , 求 产 使 得 | 尼 (x)1<Sx10-7)。 
(b) 2 次 拉 格 六 日 插值 的 精度 为 105( 即 , 求 记 使 得 | 已 (xs)1<Sx10-7)。 
(c) 3 次 拉 格 明日 插值 的 精度 为 10( 即 , 求 六 使 得 1B,(x)E<Sxl0-7)。 
由 式 (16) 和 N =2, 证 明 不 等 式 (27)。 设 %i = %o 十 产 ,X = Xo+28 证明: 如 果 xio 肥 X 过 和 , 则 
-mlzk-alz-al<-2 
3Xx31/ 
提示 :在 区 间 - 记过 上 三 大 上 ,利用 变量 替换 上 =x-xi,t+A=x-x 和 1 一 上 亚 YX， 以 及 
果 数 v(i) = 二- 太 。 令 (=0 并 求解 上 为 大 的 函数 。 


ee 二 维 线性 择 值 。 考虑 过 3 个 点 (xzo,yo,z),(x ,72 ) 和 (xy7 2) 的 多 项 式 必 一 PCx yy) 一 


4+ 殉 +Cyr, 则 4, 有 8 和 f 为 线性 方程 组 
4 十 有 xo 十 Cyo 王 z0 
4 十 8xi 二 C7 一 zl 
4 十 Bxz 二 C 加 王 2z2 


的 解 。 
(a) 求 4,B 和 C, 使 得 z= P(x,y) 过 点 (1,1,5),(2,1,3) 和 (1,2,9)。 
(b) 求 4, 有 和 C, 使 得 z= P(x,y) 过 点 (1,1,2.5),(2,1,0) 和 (1.2 .4)。 
(c) 求 4, 有 和 C, 使 得 z= P(*,y) 过 点 (2,1,5),(1,3,7) 和 (3,2.4)。 
〈d) 能 否 找到 值 4,B 和 C ,使 得 > = P(x,y) 过 点 (1,2,5),(3,2,7) 和 (1,2.0)? 为 什么 ? 
利用 定理 1.7 的 广义 罗 和 尔 定理 和 函数 
加 (一 X0)L 一 Xp 一 XN) 
SG) = 一 PNwGOD) 一 PDT GCT OA 


其 中 Pv(x) 为 N 次 拉 格 朗 日 多 项 式 , 证 明 : 误 差 项 太 (*) = F(x) -已 (xz) 具 有 形式 
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人 +TD(Kc) 


2EwC0) 一 CC 


提示 : 找 出 g “全 ( 划 , 然 后 在 上 = ec 处 求 其 值 。 


4.3.5 算法 与 程序 


1. 利用 程序 4.1, 求 4.2.2 节 中 第 2 题 (iD 小 题 ,(a) ,(b) 和 (ec) 中 择 值 多 项 式 的 系数 。 在 同一 坐 
标 系 中 画 出 每 个 函数 和 对 应 的 插值 多 项 式 的 曲线 。 
2. 下 表 给 出 了 11 月 8 日 美国 洛杉矶 的 一 个 郊区 在 5 小 时 内 的 测量 温度 。 
(a) 利用 程序 4.1, 对 表 中 的 数据 构造 一 个 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 
(b) 利用 算法 4.1( 证 ) ,估计 在 这 $ 小 时 内 的 平均 温度 。 
(ec) 在 同一 坐标 系 中 画 出 表 中 的 数据 和 由 (a) 得 到 的 多 项 式 。 讨 论 用 (a) 中 的 多 项 式 计算 平 


均 温 度 可 能 产生 的 误差 。 
时 间 ( 下 午 ) 华氏 度 
1 00 
2 60 
3 065 
4 64 
5 03 
和 63 
4.4 牛顿 多 项 式 


有 时 需要 找 出 若干 逼近 多 项 式 已 (x), P; (zx),…, Pv(x), 然 后 从 中 选择 最 合适 的 一 个 
如 果 采 用 拉 格 朗 日 多 项 式 , 则 由 于 忆 -, (xz) 和 P(x) 之 间 没 有 构造 上 的 联系 ,所 以 每 个 多 项 趟 
需要 单独 构造 ,而 且 计算 高 次 多 项 式 需 要 大 量 的 工作 。 以 下 采用 一 种 新 方法 来 构造 牛顿 多 项 
式 , 它 们 具有 递归 关系 : 


(xz) 三 ao 十 QH 一 30)， (1 ) 
心 (0 一 G0 十 CE 一 xz0) 十 az(G 一 X0)(G 一 2 【2) 
站 00 三 00 二 ax 一 如) 十 az 一 加 )G 一 嫩 ) (3) 


十 03(f 一 X0)G 一 XU 一 22) 


NO) 一 00 十 aa 一 20) 十 aa2(r 一 2X0)G 一 2X) (4) 
十 0 一 XO)X 一 xx 一 72) 
十 a4(x 一 X0)G 一 2 一 2)G 一 妇 ) 十 …: 
十 GNG 一 2X0) Cr 一 XN-D) 
其 中 多 项 式 Pv(x) 可 由 PP _,(*) 通 过 递归 关系 
LNOO0) 一 PN-lIC) 二 TaNG 一 20)C 一 xDG 一 x2) (一 XN_]) 《5 ) 
得 到 。 
多 项 式 (4) 称 为 具有 六 个 中 心 xo yx yx， 的 牛顿 多 项 式 , 它 是 线性 因子 匀 积 的 和 ,其 
中 的 最 高 次 项 为 
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GN(K 一 X0)G 一 FJ 一 了) (一 XN 一 1 
因此 忆 (x) 是 一 个 次 数 小 于 等 于 WN 的 平凡 多 项 式 。 
例 4.10 给 定 中 心 xu =1,xi =3,x， =4 和 xi=4.5 以 及 系数 ai=S$,al= -2,a =0.$,ai = -0.1 
和 a4 =0.003。 求 己 (x),P(x), PCx) 和 忆 (x), 并 对 上 =1,2,3,4 计 算 已 (2.5)。 


解 :利用 式 (1) ~ 式 (4) ,有 
天 (一 3 一 2 一 全 
已 (一 3 一 2 一 恐 十 0.3( 一 (一 3) 
记 O) 一 户 人 一 0 一 UDCG 一 3 一 4) 
4) 一 站 (rr) 十 0.003( 一 [DG 一 3)x 一 4)(0x 一 和.9) 
在 x=2.5 处 计算 多 项 式 的 值 , 得 到 
Pi(2.9) 王 9 一 2(1.$) 一 2 
忆 (2.3) 三 疡 (2.9) 十 0.3(1.S)( 一 0.9$) 王 1.625 
记 (2.3) 一 户 (2.3) 一 0.1(1.$)( 一 0.9$)( 一 1.$) = 1.$125 
F4(2.3) = 声 (2.9) 十 0.003(1.5)( 一 0.$)( 一 1.9)( 一 2.0) = 1.$S0S75 图 


4.4.1 人 尹 套 乘法 


如 采 w 固定 并 多 次 对 多 项 式 y(*) 求 值 , 则 应 当 使 用 骨 套 乘法 。 该 过 程 与 平凡 多 项 式 的 
藤 套 来 法 拓 似 ,只 是 必须 从 独立 变量 x 中 将 中 心思 减 去 。P3(x) 的 税 套 乘法 形式 为 


户 () 一 (ax 一 22) 十 Ga2)(x 一 X1) 十 GI)(Cx 一 X0) 十 ao (6) 
要 对 给 定 x 值 计 算 PP (x) ,从 最 内 层 开始 ,逐步 地 得 到 值 
53 一 G3 
952 一 33(X 一 2X2) 十 G2 
91 一 9%2(x 一 X1) 十 ai (7) 


30 一 10 一 20) 十 a0 
值 S。 即 为 P;(x)。 
例 4.11 用 训 套 乘法 计算 例 4.10 中 的 已 (2.5)。 
解 :利用 式 (6), 可 写 出 
已 (x) 三 (( 一 0.1(x 一 人) 十 0.$)(x 一 3 一 2)(x 一 1) 十 5 
么 (7) 中 的 值 为 
S3 = -0.1 
952 一 一 0.1(2.5 一 4) 十 0.5 = 0.65 
1 一 0.03(2.$ 一 3 一 2 一 一 2.325 
30 一 一 2.323(2.9 一 ) 十 $ 王 1.$1254 
因此 ,P;(2.$) = 1.5125。 加 


4.4.2 多 项 式 通 近 、 节 点 各 中 心 
假设 要 找 出 逼近 给 定 函 数 ,ALx) 的 所 有 多 项 式 P(z),…,Pv(z) 的 系数 o , 则 P (xz) 应 该 
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基于 中 心 光 0， 光 1 9 ”9 和 ,并 有 节 氮 龙 0y，X19 ”Mo 对 多 项 式 Pi(x) ,系数 他 0 和 他 ] 的 含义 是 类 


似 的 。 在 这 种 情 次 下 ,有 
情 (x0) 三 厂 (xo)， 王 (xl 一 三 (xl) 
利用 式 (1) 和 式 (8) 求 解 ou ,得 
Jox0) = 忆 (xo) = 一 ao 十 ai1(xo0 一 x0) = a0 
因此 有 ae = FLxo)。 然 后 利用 式 (1) , 式 (8) 和 式 (9) ,得 到 
jx = 六) 三 ao 二 alxl 一 2X0) = xzo) 十 CC 一 20) 
由 它 可 解 出 (Y 1 ,于 是 有 
GD 一 ro0) 
点 1 一 0 
因此 ai 是 过 两 点 (xo,Axo)) 和 (xx ,FF(x)) 的 割 线 的 斜率 。 
对 于 Pi(xz) 和 忆 (x), 系 数 ao 和 ai 是 相同 的 。 在 节点 x2 处 计算 式 (2) ,可 得 
jx2) 三 已 (x2) 三 0a0 十 al 一 xz0) 十 a2(x2 一 X0)(Cr2 一 Xi) 
坏 (9) 和 式 (10) 中 的 值 oo 和 ac, 可 用 于 式 (11) 的 计算 ,得 到 
_ jx2) 一 ao 一 al 一 20) 
(x2 一 XD](x2 一 区 
_ (3 一 jxo) xl) 一 2 /on 下) 
加 X2 一 X0 Xi 一 0 
为 了 计算 方便 ,该 值 写 为 
已 一 ( 字 一 xl) GD 一 放 人 ) /oo -x 


XY2 一 效 [ 龙 ] 一 X0 


《8) 


《9) 


(10) 


(11 ) 


(12) 


将 上 述 两 个 关于 他 2 的 公式 写 为 对 公分 母 (x。 一 二 )X， 一 Yo )( 和 一 xo) 的 商 , 可 以 证 明 两 者 
等 价 。 具 体 的 证 明 过 程 留 给 读者 考虑 。 式 (12) 中 的 分 子 是 两 个 1 次 差 商 的 差 ,为 了 继续 下 面 


的 讨论 ,需要 首先 引入 差 商 的 概念 。 


定义 4.1 函数 F(x) 的 差 商 定义 为 ， 
[xf 三 7 ) 
了 [2 一 1 和 | 一 - jj 二 7 了 Lu- 
XK 一 了 KK 一 1 


[oa xi] = 2- 共 一 了 ka 下- 


卡 太 一 
[3， 区 2， 了 1 ,2 一 J 区-2 其- 其] 一 了 Pt-3, 区 -2 聊 - 
< 一 XK 一 3 
构造 高 次 差 商 的 递归 公式 为 
Fo 二 一 Dr 
- 趟 帮 一 一 / 


它 用 米 构 造 表 4.8 中 的 差 商 - 


(13) 


(14) 
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Puv(x) 的 系数 w 依赖 于 值 AFx ),j=0,1,…, 大 。 下 面 的 定理 说 明 , ww 可 用 差 商 计算 : 
ak 一 了 三 [x0, X1 XU (15) 
4.8 yY= fX) 的 状 商 表 


X0 
《1 
2 
X3 
44 












JExo,xlj 
[Exl ,zx2j] 
J [xz2 ,xz3j 
J [ra ,x4] 









三 [xo， 拉 ] ， X2 
三 [xt， X2，X3j 
Jrx2, 53，14] 





JExo, xl,x2,X3] 


J [xl x2,X3，x4] 了 [ro, 1，x2，53，X4] 





定理 4.5( 牛 顿 多 项 式 ) 设 xoxi，……xn 是 区 间 [a,b] 内 N+1 个 不 同 的 数 ,存在 惟一 的 至 多 
AN 次 的 多 项 式 Pw(x), 具 有 性 质 
J xxh 门 = PNGj) 其 中 =01 pvN 
该 多 项 式 的 牛顿 形式 为 
AN) 一 0 十 ax 一 X0) 十 :十 aNG 一 xz0)(Gr 一 x) .CCx 一 <N_1) (16) 
其 中 a， = 上 几 xoyxi… 和 yx |] 天 =0,1… AN。 
批注 如 果 攻 zy)j 产 "是 一 组 横 坐 标 不同 的 点 , 则 可 用 F(x;) 来 构造 过 这 N + 1 个 点 的 惟 
一 的 次 数 小 于 年 于 N 多 项 式 。 
推论 4.2( 和 牛顿 这 近 ) 设 已 ,(x*) 是 定理 4.5 中 给 出 的 牛顿 多 项 式 ,并 用 来 通 近 函数 F(x ), 即 ， 
Jo) = Pa) 十 开 NCr) (17) 
如 果 JE C [ee, 外 , 则 对 每 个 xc[a,b], 对 应 地 存在 (a,5) 内 的 数 c = c(x) ,使 得 误差 
项 形 如 
G 一 to)G 一 旭 ) (一 zw)AW+D(c) 
(NT 二 Di 
批注 误差 项 术 (x) 与 4.3 节 中 等 式 (16) 的 拉 格 朗 日 插值 误差 项 相同 。 
从 已 知 的 NW 次 多 项 式 F(x) 开 始 计 算 其 盖 商 表 是 很 有 意思 的 。 此 时 ,对 所 有 的 和 
太 (x)=0, 而 计算 显示 其 N+1 次 差 商 为 0。 这 是 因为 差 商 (14) 正 比 于 阶 导数 的 数 
值 通 近 。 
例 4.12 设 /x)=> -4x。 构 造 基于 节点 m =1,xi=2,…,xi,=6 的 差 商 表 ,并 求 基于 X0 ， 
xi，xX2 和 xz3 的 牛顿 多 项 式 P(x)。 
其 解 见 表 4.9。 国 
Pi(x) 的 系数 av = -3,al=3,a =6 和 al=1 出 现在 差 商 表 的 对 角 线 上 ,中 心 点 X0 二 上 ， 
xi =2 和 >x =3 是 第 一 列 的 值 ,由 式 (3) 可 写 出 
让 (x) 王 一 3 十 3 一 DJ 十 6 一 DG 一 2)+ 人 一 TD 一 2)(x 一 3) 


2N(x) 三 (18) 
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表 4.9 用 于 构造 例 4.12 中 的 牛顿 多 项 式 户 ( 如 的 兰 商 表 


X0 三 

X1 蒂 二 

Xa 一 14 语 
X3 一 48 33 
X4 一 3 | 109 57 
x5S 一 0 | 192 8 7 


例 4.13 基于 S 个 点 (kt,cos( 人 )), 大 =0,1,2,3,4, 构 造 F(x) = cos(x) 的 差 商 表 , 并 用 它 求 出 系 
数 ok 和 4 个 牛 顿 多 项 式 P(x),8=1,2.3,4。 


解 :为 简单 起 见 , 表 4.10 中 列 出 的 结果 四 舍 五 入 到 小 数 点 后 7 位 。 在 式 (16) 中 使 用 节点 
0 名 1] 9 2 9 畴 3 和 对 角 元 素 aoy Gily cy，603 04， 可 写 出 前 4 个 牛顿 多 项 式 ， 


PC) 一 1.0000000 -- 0.4$96977(x 一 0.0) 

1(2) 一 1.0000000 -- 0.45$96977(x -0.0) -- 0.2483757(x -- 0.0)C 一 1.0) 

23(0) 一 1.0000000 一 0.4596977(x 一 0.0) -- 0.2483757(x -0.0)(x 一 1.0) 
十 0.1465592(x 一 0.0)(xz 一 10)G 一 2.0) 

《4(x) 一 1.0000000 -- 0.4596977(x 一 0.0) -- 0.2483757(x -0.0)CG 一 1.0) 
十 0.1405592(x -0.0)G -1.0)CG -2.0) 
一 0.0146568(x 一 0.0)(x 一 1.0)(x 一 2.0)(x -3.0) 


表 4.10 用 于 构造 例 4.13 中 的 牛顿 多 项 式 P_( xj) 的 闫 商 表 


AT 
ril = 1.0| ”0.5403023 -| 


-0.4161468 | -0.9564491 
0.1913017 | ”0.1465592 
0.4550973 | ”0.0879318 -0.0146568 
下 面 的 计算 说 明 怎 样 计算 系数 a? 。 


一 -0.373845S7 
FLxi] - FIxol “0.5403023 _ 10000000 


3 民 






X2 二 2.0 









x3 一 3.0| 一 0.9899925 


一 0.60330430 









X4 二 4.0 





0.3363499 





三 xxo, xi 一 四 一 一 1T000 一 一 心 .4S396977 
一 一 0.4161468 -- 0.S40302 
站 [x1, x2] 一 刀 x2] 一 了 5] JE 一 一 一 0 了 3403023 2 一 一 0.9464491 
X2 一 ] 2.0 一 .0 
) 一 ， 一 0.9$04491 十 0.4$96977 
X2 一 X0 2.0 一 0.0 


图 4.14(a) ~ 图 4.14(c) 分 别 绘制 了 y=cos(x),y= Pi(xz),y=P(x) 和 yY= Pi(Cx) 的 
曲线 。 
为 便于 计算 ,需要 将 表 4.8 中 的 差 商 存 储 在 数组 万 (下 , 门 中 ,使 得 
已 人 亡 三 [天 克 -1 其 中 太 雪 有 (19) 
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利用 式 (14) ,得 到 递归 计算 数组 元 丸 的 公式 ; 

D(Uk,j -TD-DK-17 -2 
4 一色 K 一 / 
注意 式 (1$) 中 的 值 w 为 对 角 线 元 素 a = 三 (5)。 下 面 给 出 计算 差 商 及 求 已 (yx) 值 
的 算法 ,4.4.4 节 中 的 第 2 题 讨 论 了 如 何 修改 该 算法 ,使 得 可 以 用 一 个 一 维 数组 计算 
值 1 ai+。 | 


六 二 〈《20) 





(Cj 


图 4.14 (al) y = cos(x) 和 基于 节点 xs =0.0 和 xi=1.0 的 线性 牛顿 多 项 式 y= P(xz);(b) 二 
cos(x) 和 基于 节点 如 =0.0， 和 1 一 1.0 和 xy。 =2.0 的 2 次 牛顿 多 项 式 7 二 PC(z)i(c) y 二 
cog(x) 和 基于 节点 x = 0.0， xl =1.0,x: =2.0 和 x3 = 3.0 的 3 次 牛顿 多 项 式 7 = 甩 ;(x) 


程序 4.2( 牛 顿 插值 多 项 式 ) ”构造 和 计算 过 (加 , 和 ) = (和 7)) ,天 =0,1,…,N 的 次 数 小 于 
等 于 六 的 牛顿 多 项 式 : 
to 三 do+dIG 一 20) 十 由 2 一 X0)Gr 一 加 
+ av 一 x0G 一 可) CN 1 
其 中 


,二 人 ,六 1 一 起-1 | 
JE 一 X 一 ) 


人 dk.0 一 从 ， 
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function [C,D]=newpoly(CX,Y) 

AhInput -~ X is a vector that contains a list of abscissas 
A -Yi a Vector that contains 3a list of ordinates 
AhOutput - C is a Vector that containe the coefficientg 

放 of the Newton intepolatory polynomial 

人 - D is the divided-difference table 


n=1ength(X) ; 
D=zeros(n,Dn) ; 
DC: ,17=Y，; 
4 Use formula (20) to form the divided-dqifference tab1e 
tor ]=2:Dn 

tor KX=j :mn 

Dtk,j)=(D(K,j-12-D(Kk-1,j-1)7)V(CXCGK)-X(Kk-j+l)) 
endad 

enda 


phDetermine the coefficients of the Newton interpolating 
hpPolynomnial 
C=D(n,n) ; 
for k=(n-1) :-t:L 
C=conv(C ,poly(X(k) ) ) ; 
m=1Iength(C) ; 
Cnmn)=CGmn)+D(k ,Kx) ; 
end 


4.4.3 习题 


在 习题 ] 一 习题 4 中 ,利用 中 心 点 秒 0 ， 和 多 1 5 光 7 和 xi ,系数 C0， CC2，C3 各 人 4 , 求 牛顿 多 项 式 


PAx)P(x),P(xz) 和 Pi(x), 并 在 点 x=e 处 求 其 值 。 提 示 : 使 用 式 (1) ~ 式 (4) 和 例 4.9 中 


的 技术 。 

1 a0 王 4 ci 一 一 | d2 一 0.4 
x0 一] XI 一 3 X2 一 才 

2，40 一 al 三 一 2 02 一 0.3 
xX0 一 0 Xl1 王 1 X2 一 2 

3. ao 一 7 21 一 3 02 一 人 
X0 一 一 ] Xl 一 (0 X2 一 ] 

4，a0 兰 一 2 2Zl1 一 4 42 三 一 0U.04 
X0 三 一 3 Xl 一 一 ] X2 一 ] 
在 习题 S ~ 习题 8 中 


(a) 计算 阔 数 的 差 商 表 。 


(b) 瑟 出 牛顿 多 项 式 P (*),P,(x*),P;(xz) 和 P 忆 (xz)。 


403 一 0.0] 
X3 一 4.3 
03 一 一 U.1 
X3 一 3 

d3 一 (.05 
X3 一 4 

43 一 0.006 
X3 一 4 


(ec) 在 给 定 值 * 处 求 (b) 中 牛顿 多 项 式 的 值 。 


(d) 比较 (c) 中 的 结果 与 实际 函数 值 yx)。 


CC4 一 一 0.002 
C 一 2.5 

id4 一 0.003 

C 一 2.5 

44 一 一 0.04 
C 一 3 

2a4 王 0.004 
C 一 了 


178 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


6。 让 (x) 一 3.0/x 
X 一 2.$ 3.5 





7。FC) = 3sin2(rx/6) 8。 F(xr) = e 一 
x 一 1.$, 3.5 丰 一 0.5, 1.5 






0.36788 
0.13534 
0.04979 
0.01832 





9. 考虑 N + 工人 个 点 (xoyyo)，…, (xuwryyv)o 
(a) 如 采 (N+1) 次 差 商 为 0, 则 证 明 (N+2) 直 到 1M 次 差 商 都 为 0。 
(b) 如 果 (Nw+1l) 次 差 商 为 0, 则 证 明 存 在 一 个 w 次 多 项 式 记 (x) ,使 得 
Next 三 以 其 中 人 三 0 1 …，HM 
在 习题 10 ~ 习题 12 中 ,用 第 9 题 的 结果 找 出 过 M + 1 个 点 (W < 1M) 的 多 项 式 已 (x)。 
10. 11. 12. 





13. 利用 推论 4.2, 当 在 区 间 [0,x] 上 用 中 心 点 为 x =0,x; = r/2 和 xz =r 的 牛顿 多 项 式 己 (x) 
通 近 Ax) = cos(rx) 时 ,计算 其 最 大 误差 (1 尼 (x)1) 的 界 。 


4.4.4 算法 与 程序 


1. 用 程序 4.2 重新 计算 4.3.3 节 中 的 第 2 题 。 
2. 在 程序 4.2 中 ,和 矩阵 D 用 来 保存 差 商 表 。 
(a) 证 明 下 面 的 修改 是 计算 牛顿 插值 多 项 式 的 等 价 方法 。 
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for X=0O:N 
&CK)=YCK) ; 
end 
for j= 寺 :和 
Tor KX=N:-1:] 
A(K)J=(A(K)-ACK-1)7AOXCKE)-XCGk-jy)); 
end 
end 


(b) 利用 该 修正 程序 重新 计算 上 题 。 


4.5 切 比 雪夫 多 项 式 ( 选 读 ) 


考虑 FLx) 在 区 间 [ - 1,1] 上 基于 节点 -1<x < 和 <…<xi sl 的 多 项 式 揪 值 。 拉 格 朗 晶 
多 项 式 和 牛顿 多 项 式 都 满足 
J (OO) 三 PN) 十 匹 NOr) 


其 中 ， 
四 FT+Dfc) 
尼 N YX) 一 co0TNTIT (1 ) 
O(x) 为 六 +1 次 多 项 式 ， 
只 (0) = 一作 一 X0)(G 一 2) (xx 一 XN) (2) 
利用 了 关系 式 


max- lj<x<ifl 太 w+Dxz)l 
(N 二 HI 


下 面 要 根据 切 比 雪夫 的 推导 ,选择 节点 集 {x| 六 ,使 max_iexsli110(x)1| 最 小 。 这 将 需要 讨论 
切 比 雪夫 多 项 式 及 其 性 质 , 表 4.11 列 出 了 切 比 雪夫 多 项 式 的 前 8 项 . 


表 4.11 切 比 走 夫 多 项 式 ( 订 到 志 (X 


700) 三 1 

71(Cx) 一 书 

TD() 一 2x2 一 1 

73(x) 一 4x3 一 3x 

7T4C) 一 8x4--8xr2+1 

75(x) = 16x5 - 20x3 十 Sx 

76(x) =32xr0 一 48x4 二 18x2 1] 
7T(r) = 64x -112x5 十 S6x3 _Tx 


IN 过 1C(x)| 


4.5.1 切 比 雷 夫 多 项 式 性 质 


性 质 1 递归 关系 
切 比 雪夫 多 项 式 可 以 按 如 下 方法 生成 。 设 7o(xz)=1 和 六 (x)=>x, 利 用 递归 关系 
(xz) 一 QtTk-I) 一 7 2(r) 其 中 下 =2. 3 .. (3) 
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性 质 2 首 项 系数 
当 Nz>1l 时 ,7w(x) 中 并 的 系数 为 2 一。 
性 质 3 ”对称 性 
当 N=2MH 时 ,72w(x) 为 偶 本 数 , 即 ， 
7PM( 一 X) 一 TDPM(Cr) 《4) 
当 N=2M+1 时 ,7T2wri(x) 为 奇 函 数 , 即 
12M+L 一 贡 二 一 PNA+ITCT) (5 ) 
性 质 4 [=-1,H 上 的 三 角 函 数 表 示 
Nt) 一 COoS(CN arccos()) 其 中 一 1 入 xs 入 1 (6) 
性 质 $ [ -1, 切 上 的 不 同 零 点 
TvwGx) 在 区 间 [ -1,1] 上 有 wN 个 不 同 的 零点 x( 见 图 4.15S)， 


cos( 一 其 中 上 三 0 1 ,AN--1 《7 ) 
这 妊 值 称 为 切 比 雪夫 点 (节点 )。 
性 质 6 极 值 
TvwCoOl<1 其 中 -1<r<l (8) 





CA 72( 7 二 73 (7) 
4.1s [ 一 1,1j 上 的 切 比 雪夫 多 项 式 7o(x) ,7 (xzx)，…， 7 (x) 有 曲线 


性 质 1 通常 用 来 作为 高 次 切 比 雪夫 多 项 式 的 定义 ,下 面 证 明 Ti (x) =2x7 (x) - 7 (x)。 
利用 表 4.11 中 PCx) 和 74x) 的 表达 式 , 有 
2x72(x) 一 Tix) 一 2x(2x 一 1) 一 二 4xz3 一 3xr 一 态 () 
由 网 归 关 系 可 知 , 7?w(x) 的 首 项 系数 是 Tv_,(*) 首 项 系数 的 2 倍 ,因此 可 得 性 质 2 
可 以 证 明 , Tauw(z) 只 包含 x 的 偶 次 寡 , 而 思 (xz) 只 包含 % 的 奇数 次 款 , 由 此 可 证 性 
质 3。 详 细 证 明 留 给 读者 完成 。 
性 质 4 的 证 明 利 用 了 三 角 人 恒等式 
cos(kO) = cos(20) cos((K 一 2)9) 一 Sin(20) sin((k 一 2)0) 


用 cos(20) =2 cos (6) ~ 1 和 sin(20) =2 sin(g)cos(b) 代 换 , 得 
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coSs(KO) = 2cos(g)(cos(O) cos(( 一 2)0) 一 Sin(2) sin((K 一 2)9)) 一 cos((K 一 2)9) 
简化 得 
coOS(KO) 一 2cos(O) cos(( 一 1)0) 一 cos((K 一 2)0) 
最 后 ,代入 0 = arecos(x) 得 


2X COS(C( 一 1) arccos(xY)) 一 cos(( 一 2) arccos(x)) 
一 COS(K arccos(x))， 其 中 一 1 科 x 科 1] 
最 前 面 的 两 个 切 比 雪夫 多 项 式 是 Tu(x) = cos(0 arecos(x)) =1 和 了 (x) = cos(1 arccos(x))=x， 
设 对 4= 2,3，，N- 1 有 和 (xz) = cos(t arccos(z))。 将 式 (9) 代 人 式 (3), 得 到 一 般 情 况 : 
NO 一 LTN_ICG) 一 7TN 2(0r) 
一 crYcosS((N 一 1arccos(Gr)) 一 cos((N 一 2)arccos(r)) 
一 CoOS(AN arccos(x))， 其 中 一 1 入 xx 迄 1 


性 质 5 和 性 质 6 是 性 质 4 的 推论 。 
4.5.2 最 小 上 界 


俄罗斯 数学 家 切 比 雪夫 研究 了 如 何 使 1 玉 , (x)1 的 上 界 最 小 、 一 种 方法 是 采用 区 间 [ - 1,1] 
上 1Q(Cx)1 的 最 大 值 与 区 间 [ -1,1] 上 Jp (x)MN+DIDII 的 最 大 值 之 积 。 切 比 雪夫 发 现 ,要 
使 因子 max | OCxz) 最 小 ,应 该 选择 和 0 ， 稳 ] ,……,%N 使 得 OUCx) 一 (12 )Tv (xx)。 
定理 4.6 设 N 固 定 ,在 满足 等 式 (2) 的 所 有 O(x) 中 ,从 而 在 区 间 [ - 1 ,1 中 所 有 可 能 的 不 同 
节点 12xi 中 9 了 (x) 一 7 (Cx)A2 是 惟一 具有 性 质 


_InaX 工人 和 ax 寻 人 (zx 儿 


《9) 


的 多 项 式 。 并 且 ， 
] 
_Pnax (IT 上 = 7 (10) 
该 结果 可 以 叙述 为 ,对 于 区 间 [ - 1,1] 上 的 拉 格 朗 日 插值 Fr(x) = 已 (z) + 已 (x) 当 
节点 | zj 为 切 比 雪夫 点 Ti(z) 时 ,得 到 误差 界 的 最 小 值 
(max{lIC(CoD)ID)(maxfLCG+DCz)ACN 二 TI 
以 构造 Pi(*) 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 为 例 , 首 先 使 用 等 距 节 点 ,然后 再 用 切 比 雪夫 节点 3 
次 拉 格 衣 上 日 多项式 具 有 形式 
13(x) = Joxo)L3.0(0) 十 CDL3ICD 十 FGxz)L320r) 填 J (xz3)7L3.3(7) (11) 
本 


4.5.3 等 距 节点 


在 区 间 [ - 1,1] 上 用 至 多 3 次 的 多 项 式 通 近 孙 数 (xz) 可 直接 将 等 忠 节 点 xz = -1 和 = -1/3， 
”=13 和 xs =1 代 入 4.3 节 中 的 式 (8) ,简化 后 得 到 表 4.12 中 的 系数 多 项 式 六 (zx)。 
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表 4.12 基于 等 距 节 点 六 = -1+2K3 的 拉 格 朗 日 系数 多 项 式 , 用 来 构造 P, (X) 


L3 0(x) = 一 0.06250000 上 + 0.06250000x 十 0.562$0000x“ -0.S62S0000x3 
L3 1 (xz) 一 0.56250000 -- 1.687S0000x -- 0.56250000x“ 十 1.68750000x3 
73 2(x) = 0.$6250000 + 1.68750000x ~- 0.562S0000x2 一 1.687S0000x3 
1.3 3(r) = 一 0.06250000 -- 0.062S0000x 十 0.5625$0000x“? 十 0.$62S0000x3 


4.5.4 切 比 雪夫 节点 


在 区 间 [ - 1,1j 上 用 至 多 3 次 的 多 项 式 盘 近 函数 A(x ) ,使 用 切 比 雪夫 节点 wx = cos(7r/8) ， 
xi = cos(S$r/8) , x2 = cos(3r/8) 和 x3 = cos(r/8) ,系数 多 项 式 的 计算 很 烦琐 (但 可 以 由 计算 机 来 
完成 ) ,其 简化 后 的 系数 多 项 式 在 表 4.13 中 给 出 。 
表 4.13 基于 户 ( 轨 切 比 蔬 夫 节点 的 = cos({(7-2K)r8) 的 系数 多 项 式 ,用 来 构造 户 (yx) 


Co(x) = 一 0.10355339 + 0.11208538x 十 0.70710678x2 -- 0.76536686x3 
CC) = 0.603S$339 -- 1.$7716102x -- 0.70710678x2 十 1.84775906z3 
C2(x) 一 0.603$S339 二 1.57716102x - 0.70710678x2 -1.84775906x3 
C3(xr) = 一 0.10355339 -- 0.11208$38x 十 0.70710678x2 十 0.76536686x3 


例 4.14 ”比较 分 别 用 表 4.12 和 表 4.13 的 系数 多 项 式 得 到 的 F(x)= e* 的 N =3 的 拉 格 朗 日 多 项 式 。 
解 :采用 等 距 节 点 的 多 项 式 为 
P(x) = 0.99519$77 二 0.99904923x 二 0.54788486x2 十 0.17615196x3 
首先 由 函 数 求 值 
1(xo) = eC ) = 0.36787944，” Form) = eCU3) = 0.7165313] 
or) = e07) = 1.39561243， Fo) = e(D = 2.71828183 
并 利用 表 4.12 中 的 系数 多 项 式 Zi; (zx ) ,构造 线性 组 合 
PCx) = 0.367879447.3.0(x) 十 0.7165313173.1(xz) 十 1.39561243Z3 2(x) 
十 2.7182818373 3(x) 
用 类 似 的 计算 过 程 可 得 到 采用 切 比 雪夫 节点 的 多 项 式 ， 
V () = 0.99461532 十 0.99893323x 十 0.54290072x2 十 0.17$17569x3 
注意 其 系数 与 P(xz) 的 系数 不 同 , 这 是 使 用 不 同 节点 和 函数 值 
(ro) = e 4022387553 一 0.39697597 
Fri) = e ”03843 一 0.68202877 
Fa) = e038268343 一 1.46621380 
Or3) = e092387953 ~- 2 519044J7 
的 结果 。 使 用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 Ci(x) 构 造 线性 组 合 ,得 到 
几 x) = 0.39697597 Co(x) + 0.68202877C; (x) + 1.46621380C.(x) + 2.51904417C;(x ) 


为 了 比较 P(x) 与 Y(x) 的 精度 ,图 4.16(a) 和 图 4.16(b) 中 分 别 绘 出 了 其 误差 函 教 的 
曲线 。 服 大 误差 1e* - P(x)1 在 xx=0.75490129 处 出 现 , 且 


第 4 章 播 值 与 多 项 式 和 通 近 183 


le 一 Pi 委 0.00998481， 其 中 一 1 委 x 委 1] 
而 最 大 误 善 1er - Y(x)1 在 wx=1 处 出 现 , 且 
lex 一 Vol 委 0.00665687， 其 中 -1 委 xx 入 1 
注意 了 (X%) 的 最 大 误差 约 为 P(y) 误 差 的 2/3 ,而且 误 差 在 区 闻 上 的 分 布 也 更 均匀 。 图 





图 4.16 《〈a) 区 间 [ - 1,1] 上 拉 格 朗 日 逼近 的 误差 函数 y= 拓 ~ P(Ox); 
(b) 区 间 [ -1 避 上 拉 格 遍 日 逼近 的 误差 丽 数 y = er - (xy) 


4.5.5 龙 格 现象 


现在 来 更 进一步 考察 使 用 切 比 雪夫 播 值 节点 的 优越 性 。 考 虑 F(x) 在 区 间 [ - 1.1] 上 基于 
等 距 节 点 的 拉 格 朗 日 插值 。 当 N 增加 时 ,误差 玉 (z) = F(x) - Pv(x) 随 之 而 趋 近 于 0 吗 ? 对 
于 尖 似 sin(x*) 或 e 的 函数 ,其 所 有 导数 有 同样 的 常数 界 1 ,答案 是 肯定 的 。 而 在 一 般 情况 下 ， 
答案 是 否定 的 ,而 且 很 容易 找到 序列 | Pv(x)} 不 收敛 的 函数 。 如 果 F(z) = 1/(1+ 12x2 ) , 则 当 
N 一 o 时 ,误差 项 久 (x) 的 最 大 值 增加 。 这 种 不 收敛 性 称 为 龙 格 (Runge) 现 象 。 该 函数 基于 11 
个 等 距 节 点 的 10 次 拉 格 朗 日 多 项 式 在 图 4.17(a) 中 给 出 ,在 区 间 的 端点 附近 发 生 了 剧烈 的 振 
水 。 当 节点 数 增 加 时 , 振 划 变 得 更 剧烈 。 产生 这 一 现象 的 原因 正 是 由 于 节点 是 等 上 距 的 | 

如 果 用 切 比 雪夫 节点 来 构造 Kx) = 1/(1+ 12xz2) 的 10 次 插值 多 项 式 ,误差 就 会 小 得 多 ,如 
图 4.17(b) 所 示 。 使 用 切 比 雪夫 节点 ,误差 太 (*) 将 随 着 NW-> om 而 趋 于 0 一 般 情 况 下 ,如 果 
八 x) 和 万 (*) 在 [ -1,1 上 连续 , 则 可 以 证 明 , 切 比 雪 夫 揪 值 产 生 的 多 项 式 序 列 | Puv(x) 儿 在 
[ -1.1 上 一 致 收 伍 于 F(x)。 


4.5.6 区 间 变 换 


有 时 需要 将 在 区 间 [a,%] 上 描述 的 问题 变换 到 区 间 [e djJ 上 表示 ,因为 在 这 一 区 间 中 问题 
的 解 已 知 。 要 得 到 区 间 [c, 包 上 A(x) 的 各 近 Pv(x) ,可 进行 变量 变换 ,使 得 问题 在 [ -1,1] 上 
表示 为 : 











六 一 4 G 十 疡 大 一 d 
*=( )+ 本 或 1 一] (12) 


其 中 <x<p, 且 -1< 和 上 过 1。 
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Tv (ti) 在 区 间 [ -11 上 所 需 的 切 比 雪夫 节 扣 为 











久 三 COS (evw+1-20 庆 5) 其 中 大 三 0，1，……，N (13 ) 
利用 式 (12) 可 得 |e,2j 上 的 插值 节点 : 
修一 古寺 和， 其 中 上 人 = 0，1，……，N (14) 


了 
1.0 


0.5 
y= 门 080) 有 兴 
na 2 = 
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 
(b) 
图 4.17 (a) y=L1(1+12 志 ) 的 多 项 式 逼 近 , 基 于 [ - 1 世上 的 等 距 节 点 ;(b) y = 
1 人 (1+12x* ) 的 多 项 式 逼 近 ,基于 [ -1,1] 上 的 切 比 雪夫 节点 


定理 4.7{ 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 盘 近 多 项 式 ) 设 局 (xz) 为 基于 式 (14) 所 给 切 比 雪夫 节点 的 拉 
格 朗 日 多 项 式 。 如 果 和 FE Cn+fa,b]，, 则 


2 人 (一 C)A+1] 
THINTTI af (| 〈15) 





[Jo 一 PNCG)| 反 
例 4.1S 对 [0,r4] 上 的 (xz)= sin(x), 求 拉 格 朗 日 多 项 走 Pi (xz) 的 切 比 雪夫 节点 和 误差 
界 (15S)。 


解 :利用 式 (12) , 式 (13) 和 式 (14) 计 算 节 点 ， 
weos( 一 证 )+ 其 中 大 一 0， 1，.…. 5 
利用 式 (15) 中 的 界 1 太 (xz)1 三 1-sin(r4)1=2- 喧 = M ,得 


61/ 2 
[fx) 一 PNGxcil 委 (5) ( 避 22s 0.00000720 国 


4.5.7 正 交 性 


例 4.14 使 用 切 比 雪夫 节点 来 求 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 。 这 意味 着 , N 次 切 比 雪夫 多 项 式 可 
由 以 Twsi(x) 的 N +1 个 零点 为 节点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 求 得 。 然 而 ,直接 求 逼 近 多 项 式 的 方法 
是 将 Pv(x) 表 达 为 表 4.11 中 多 项 式 (zx) 的 线性 组 合 。 因 此 , 切 比 雪夫 插值 多 项 式 可 写 为 
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N 
PN = 》 ckTkOo) 三 C0d000) 十 cm 十 十 CNTNCG) (16) 
k=0 
的 形式 。 
很 容易 求解 式 (16) 中 的 系数 | cj} ,其 技术 上 的 证 明 需 要 使 用 如 下 的 正 交 性 质 。 设 
xcos(r5) 其 中 丰 = 0，1，….，N (17) 
及 
> TCD7CxoD = 0， 当 关 /时 (18) 
KK 一 0 
一 NT+1l 
2 Tao0DGoo = 一， 当 i=7 关 0 时 (19) 
大 一 0 
N 
>》 ,7bCooD7oCo =N+1 (20) 
k=0 


利用 性 质 4 和 等 式 (18) ~ 等 式 (20) 可 以 证 明 如 下 定理 。 


定理 4.8( 切 比 雷 夫 逼 近 ) /(x) 在 区 间 [ - 1,1] 上 次 孝 小 于 等 于 N 的 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 
Puv(x) 可 写 为 |7(x)} 和 : 


AN 
jos Po = 》 cjT(Gr) 
7 一 ] 


系数 ci 可 用 公式 


1 证 1 这 
C0 一 NT 7 CT) 一 NT 2 (22 ) 
和 
) AN 
0 一 入] 》 FGxDTiCcb) 
KK 一 0 (23) 
2 上 jr(2 十 1) 
一 NTTZL7Ceas (3 其 中 /) 一 ] 2 ， AN 
计 莽 。 


例 4.36 求 区 间 [ - 1,1j 瞬 近 函 数 F(x) = ex 的 切 比 雪夫 多 项 式 P;(x)。 
解 :利用 式 (22) 和 式 (23) ,以 及 节点 妈 = cos(x(2 有 +1)18) 大 =0,1,2,3 计 算 系 数 。 
3 3 
C0 一 ee zt0(0xk) 一 en 一 .20660065S68 
人 一 0 k=-0 


3 3 
] ] 
Cc1 一 7 》 e7T(OC ) 一 7 》 etk 一 1.13031S00 
大 一 人 《一 0 
多 十 ] 





3 了 3 
] ] 
C2 一 一 》 e72(X) 一 一 》 ecCos | 2 = 0.2714S036 
“人 志 “人 


186 数值 方法 (MATLAB 版 儿 第 四 版 ) 





C3 一 > 2 Z3() 三 5 2 COS (zx 一 - 一 UU4379392 

故 e 的 切 比 雪夫 多 项 式 P;(x ) 为 

疡 (xz) = 1.26606$6870(z) 十 1.1303150071 (xz) 
二 0.2714S03672(r) 十 0.0437939273(x) 
如 有 果 将 式 (24) 展 开 为 xx 的 需 函 数 ,结果 为 
户 (z) = 0.99461532 十 0.99893324x 十 0.54290072x2 十 0.17517568x3 

与 例 4.14 中 的 多 项 式 Y(x) 相 同 。 如 果 计 算 的 目的 是 求 切 比 雪夫 多 项 式 , 则 最 好 用 
式 (22) 和 式 (23)。 国 


〈24) 


4.5.8 MATLAB 实现 


下 面 的 程序 使 用 eval 命令 ,而 没有 用 前 面 程序 中 用 到 的 feval 命令 。eval 俞 令 将 一 个 
MATLAB 字符 串 解 释 为 表达 式 或 语句 。 例 如 ,下 面 的 伍 令 将 快速 地 计算 有 =0,1… .5 时 > = 
5/10 处 的 余弦 值 : 

>> X=0:.1:.5: 

>> BeValL(ICoS(X)，) 

angs = 

1.0000 0.9950 0.9801 0.9553 0.9211 0 .8776 
程序 4.3{ 切 比 雷 夫 通 近 ) ”构造 并 计算 [ - 1,1] 上 的 N 次 切 比 雪夫 逼近 多 项 式 ,其 中 
N 
Pr = 》 cjTOr) 
0 

基于 节点 

(2K 十 1)T 


xx=eos( 2N 十 2 


function [C,X,Y]=cheby(fun,n,a,b) 


AInpPut - fun is the string function to be approximated 
A ” N 18 the degree of the Chebyshev interpolating 
1 Polynomial 

/ -~ a is the left end point 


b 18 the right end point 
phOutput - C is the coefficient list for the Polynonmial 
内 -~ X contains the abs8cissag 
-~ 上 contains the ordinates 
If Dargin==2，a=-1l1;b=l;end 
Q=pi/(2*n+21) ; 
C=Zeros (1 ,n+1) ; 
for KX=1:n+l 
X(k)=cos((2+Kk-1)*#d) ， 
end 
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X=(b-a)*+X/A2+(a+b)72; 
X= 欠 ; 
Y=eval (funy) ; 
for K = :n+L 
Z=( 人 2#K-17)d ， 
for j=1:n+l 
Cj)=CGCj)+Y(K)*cos((j-T)*#Z) ; 
end 
end 
C=2xkC/A (n+1) ， 
CCt)=CC1)V72; 


4.5.9 习题 


1 


有 kw 


o 


10 


利用 性 质 1， 
(a) 由 7 xx) 和 7 (x) 构 造 Ti(x)。 
(b) 由 7 (xx ) 和 7;(x) 构 造 7 (YX)。 


. 利用 性 质 1L， 


(a) 由 7 Cx) 和 了 (xx) 构 造 人 (zx)。 
(b) 由 Te(x) 和 7(x) 构 造 7(x)。 


, 利用 数学 归纳 法 证 明 性 质 2。 
. 利用 数学 归纳 法 证 明 性 质 3。 
,计算 区 间 [ - 1 可 上 丈 (x) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 
. 计算 区 间 [ - 1,1] 上 7 (x) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


提示 :2 (1H2)=0 和 有 于 (-12) =0。 


. 计算 区 间 [ - 1,1] 上 mx) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 


提示 :14(0) =0, 有 (2-2) =0 和 他 (-2-2)=0. 


. 设 在 [ - 1,j 上 ,AKCx) = sin(x)， 


(a) 利用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 求 切 比 雪 夫 通 近 多 项 式 P,(x)。 
(b) 求 误差 界 lsin(x) - P,(x)1。 


. 放 在 [ -1,1j 上 ,FCx)=In(z+2)， 


(a) 利用 表 4.13 中 的 系数 多 项 式 求 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 P(x)。 
(b) 求 误 差 界 1ljn(x +2) - 已 (xz)1。 
2 次 拉 格 朗 日 多 项 式 具 有 
j 4) 三 了 (x0)L2.0(x) 十 FiD)L21(z) 十 FCx2z)Z2 2(0x) 
的 形式 ,如 果 切 比 雪夫 节点 采用 xo = coa($r6) ,z =0 和 * = cos(x/6) ,证 明 ; 系 数 多 项 式 为 


站 2x7 
了 2.0(X) 三 本 十 了 
4X 
L2.1(00) 三 ] 一 本 
2D Xe 


此 
于 2.2(xY) 一 < 记 十 了 
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11. 设 在 [ -1,1] 上,Fx) = ceos(x)。 
(a) 利用 习题 10 中 的 系数 多 项 式 求 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 P(x)。 
(b) 计算 误差 界 lcos(x)- PC(x)1。 

12. 设 在 [ -1, 划 上 ,ARx)= er。 
(a) 利用 习题 10 中 的 系数 多 项 式 求 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 P2(x)。 
(b) 计算 误差 界 1e< - 已 (x)1。 


习 趣 13 ~ 习题 153 对 区 间 [ - 1,1] 上 函数 FCx) 的 泰勒 多 项 式 和 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 
式 进行 比较 ,计算 它们 的 误差 界 。 
13. 几 x) =sin(x),NW=7; 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 为 
Sin(x) 盖 0.99999998x 一 0.16666599x“ 十 0.00832995x5 ~ 0.00019297x7 
14. Ax) =ceos(x),N=6; 拉 格 朗 日 - 切 比 雪夫 逼近 多项式 为 
cos(r 所 1 ~ 0.49999734x2 十 0.04164535x4 ~ 0.00134608x6 
1S. Fx) =e,N=7; 拉 格 衣 日 - 切 比 雪夫 通 近 多 项 式 为 
e- 写 0.99999980 二 0.99999998x 十 0.50000634x? 

十 0.16666737x ”十 0.04163504x4 十 0.00832984x5 

十 0.0014392Sxe 十 0.00020399x7 
16. 证 明 等 式 (18)。 
17. 证 明 等 式 (19)。 


4.5.10 算法 与 程序 


在 第 1 题 至 第 6 题 中 , 当 (a) W=4,(b) W=5,， (ec) W=6 和 (d) N=7 时 ,利用 程序 4.3 计 
算 [ -1,1] 上 Ax) 的 切 比 雪夫 多 项 式 Py(x) 的 系数 | c | 。 在 每 种 情况 下 ,在 同一 坐标 系 中 画 
出 Fx) 和 Puv(x) 的 曲线 。 


1.F(xz) = ez 2. F(x) = sin(x) 

3. (yx ) = cos(yY) 4 ALx) =jn(xz+2) 
S，F(x)= (x+2)72 6. F(x)=(x+2)442) 
7. 利用 程序 4.3(N = 5) , 求 /cos( 疡 ) 必 的 逼近 。 

4.6 由 德 逼 近 


本 节 引 进 函数 的 有 理 逼 近 的 概念 。 在 函数 AFLx) 的 定义 域 的 一 个 小 区 间 上 对 它 进 行 逼 近 。 
例如 九 x) = cos(x) ,只 需 找到 它 在 区 间 [0,r/2] 上 的 允 近 公式 ,然后 利用 三 角 恒 等 式 即 可 计算 
该 区 间 之 外 的 函数 值 。 

在 区 间 [ ,如 上 .Asx) 的 有 理 通 近 是 两 个 w 次 和 1 次 多 项 式 已 (z) 和 0O,(z) 的 分 式 。 用 
记 与 Rww(x) 来 表示 这 一 分 式 : 


CN Cr) 
GOwGJ 关中 7 及 人 





NT) 一 
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远近 的 目标 是 使 最 大 误差 尽 可 能 地 小 。 对 给 定 的 计算 能 力 , 通 常 可 以 构造 出 有 理 逼 近 , 它 
在 La, 上 的 整体 误差 小 于 多 项 式 通 近 。 以 下 的 推导 只 是 一 个 导论 , 且 仅 限于 帕 德 逼近 。 

帕 德 ({Pad6) 方 法 要 求 FLx) 及 其 导数 在 * =0 处 连续 。 选 择 * = 0 这 个 点 有 两 个 原因 ,第 
一 , 它 使 计算 变 得 简单 ;第 二 ,可 以 通过 变量 变换 把 计算 平移 到 包含 0 的 区 间 。 式 (1) 中 用 的 多 
项 式 为 


和 


PC) 一 po 十 PIx 十 P2xz 十 .十 DNXAN (2) 


CNC)=1+9qI 十 gt 十， 十 9HMXM (3) 
多 项 式 (2) 和 多 项 式 (3) 的 构造 为 ,在 yx=0 处 ,F(x) 和 Rvv(x) 相 等 , 旦 它们 直至 NW+1M 
除 导 数 也 相等 。 当 0u(x*) = 工时 ,该 台 近 其 实 就 是 AAAx) 的 麦克 田林 (Maclaurin) 展 开 。 对 于 恩 
定 的 NW+M, 当 Pu(x) 和 QOuw(x) 有 相同 次 数 时 ,或 者 当 Pv(x) 的 次 数 比 O, (xz) 次 数 高 1 次 时 误 
差 最 小 。 
注意 Ow(x) 的 常数 项 为 ge = 1。 这 是 允许 的 ,因为 它 不 能 为 0, 而 当 RvwwCx) 和 Pv(x) 被 
同一 常数 除 时 , Qw(x) 不 变 。 因 此 有 理 函 数 Ruv(x) 有 N+ 及 +1 个 未 知 系数 。 设 A(x ) 是 解 
析 的 , 且 有 麦克 劳 林 展开 


F(x) 王 ao 二 ax 十 ax 十 十 CkxK 十 .…， (4 ) 
差 几 zx)Ovw(x)- Phv(xz)= 2Z(x) 表 示 为 : 
Do 8 N Oo 
车 公交 
Jj=( J=0 J=0 J=Nf+HMT 上 1 
去 (5) 右 端 和 式 的 下 标 选 择 为 7= N+ MH+1, 因 为 Kxz) 和 Ruv(z) 在 *=0 处 的 前 N+i 阶 导 
数 相 等 。 
将 式 (5) 左 端 乘 开 , 并 令 让 =0,1……，,N+ 村 的 系数 为 0, 可 得 到 N+ MN+1 阶 线性 方程 组 ， 
40 一 Po 三 0 
9120 十 G1 一 记 II 一 0 
924G0 十 qial 十 42 一 p2 一 0 (6) 
93040 十 4241 十 912 十 043 一 站 二 0 
和 dhCN- 杂 十 9H-IGN-H+L 十 :十 CQN 一 PN 二 0 


4MCN-M+1 十 9M-1QN_MH+2 十 … :十 01CN 十 GN+L 一 (0 
4MGN-M+2 十 9M-1IGN-MH+3 十 … 十 9IQN+1L 十 QN+2 一 0 


(7) 


GdMQGN 十 9H-1IGN+L 十 … 十 41CN+N_I 二 ax =0 
注意 ,在 每 个 等 式 中 , 相 乘 的 两 个 因子 的 下 标 和 相等 ,日 该 和 从 0 赐 增 到 AN + MH。 式 (7) 中 的 
月 个 等 式 只 包含 人 个 未 知 量 di 92，“”，0N ,应 该 先 求 解 ,然后 利用 等 式 (6) 求 出 忆 0 Pit Do 
例 4.17 证 明 帕 德 逼 近 


1$120 -- 6900x2 十 313x4 


cos(zJ 之 尺 一 -二 一 一 人 人 ~- 
0 44 15120 + 660x2 十 13x4 8 
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解 :区 间 [ -5$,$j] 上 cos(x) 和 民 Cx) 的 曲线 见 图 4.18。 


上 
1.0 


三 关 44(00) 


万 
一 9 一 忆 /> 
yy 二 CoOS(X) _0 5 
一 1 .0 


图 4.18 y = cos(x) 及 其 帕 德 逼近 尽 ,(x) 的 曲线 图 


如 采 使 用 cose(x) 的 考 克 劳 林 展 开 , 则 将 得 到 包含 9 个 未 知 量 的 9 个 方程 式 。 而 cos(x ) 和 
Rs(Cx) 都 是 偶 函 数 , 并 且 包 含 袜 项 ,因此 从 F(x) = cos(x22) 开 始 可 简化 计算 ， 


] ] ， ] 3 ] 4 
1 00) 二 1 一 5 十 4 一 0X 十 40350XZ (9) 


在 这 种 情况 下 ,等 式 ($) 变 为 


2 ”24 720” 403207 
=0 十 0xz 十 0r 十 0r3 十 0x4 十 csx5 二 cax6 十 .. 
比较 x 的 前 5 个 指数 项 系 教 ,得 到 如 下 的 线性 方程 组 ， 


] ] ] ] 
(+ 4 (+ox+eoe] 一 mm 一 Pr 一 pa 


1 一 po=0 
] 
一 一 -Di 一 0 
7 十 91 六 1 
1 二 =0 
L 1 1 _ 0 
720”4 和 一 57922 二 
] ] | 
二 -91 十 一 42 王 0 


40320 “720 24 
必须 先 求解 式 (10) 中 的 后 两 个 方程 ,它们 可 改写 为 易于 求解 的 形式 ， 


] 一 ] 
-120， = -一 一 一 -一 


先 通 过 等 式 相 加 解 出 q ,再 求 出 g， 
呈 ( )- 13 
人 一 1\30 一 天 /= 了 5 
146 0 11) 
30 15120 ”252 
利用 式 (10) 的 前 3 个 方程 ,显然 po = 工 ,并 利用 式 (11) 中 的 9 和 9 ，, 解 得 p 入; 


f 弛 1 
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| | 115 


六 1 = 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 
7 ”257 二 一 252 
1 11 13 313 《12) 


P 一 下 -53504150 一 20 
利用 式 (11) 和 式 (12) 中 的 系数 可 构造 F(x ) 的 有 理 通 近 : 
1 - 115x/252 十 313x2/115120 
] 十 11x/252 十 13x<2/1S120 


由 于 cog(x) = 搬入) ,可 以 用 入 代 换 式 (13) 中 的 ,得 到 的 结果 是 式 (8) 中 的 及 (Cx ) 的 
公式 。 国 
4.6.1 连 分 式 


例 4.17 中 的 帕 德 和 逼 近 R,:(x) 每 求 1 个 值 需要 至 少 12 个 算术 运算 ,而 利用 连 分 式 可 以 减 
少 到 7 个 运算 。 从 式 (8) 开 始 , 求 其 多 项 式 余 项 : 
1$120/313 -- (6900/1313)x2 十 x4 





(xf) 包 013 ) 


R4.4(X) 一 


1$120/13 十 (660/13)x2 十 x4 
313 296280 ) 12600/1823 十 xx 
13 169 15120/13 十 (600/113)x2 十 2X4 


对 余 项 再 次 进行 这 一 过 程 ,结果 为 
313 296280/1169 


4 17 二 
12600/823 十 X 
313 296280/169 
13 ”379380 。 ，， 4200789607677329 





10699 ”一 15007823 二 大 


为 了 计算 ,将 分 式 写 为 小 数 形式 ,得 
R44(x) 三 24.07692308 
1753.13609467 (14) 
35.45938873 十 X2 十 620.199282771(15.30584204 二 X2) 
要 计算 式 (14) ,首先 计算 并 保存 刀 , 然 后 从 分 母 的 最 右 端 开始 ,依次 进行 加 法 .除法 ,加 法 ,加 
法 ,除法 和 减法 。 这 样 总 共 需 要 7 个 算法 运算 来 求 得 式 ( 14) 中 的 连 分 式 民 (xz) 的 值 。 
比较 Rs(x) 与 6 次 泰勒 多 项 式 Ps(x) , 当 后 者 写成 褒 套 形式 


访 人 一 1+ (it (二 -而 中 )) (15) 

= 工 十 六 (一 0.5 十 x2(0.0416666667 - 0.0013888889x2)) 
时 也 需要 7 个 算法 运算 的 值 。 图 4.19(a) 和 图 4.19(b) 分 别 给 出 了 [ -1,1] 上 羽 (x)=cos(xz) - 
R, xx 和 交 p(x) 一 cos(Y ) 一 Pi(x) 的 曲线 图 。 最 大 误差 在 端点 处 出 现 ,分 别 为 尼 R (1 1) 一 
-0.0000003599 和 有 (1) = - 0.0000245281, R (xz) 的 最 大 误差 约 为 Pi(xz) 的 1.467%。 区 间 越 
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小 , 帕 德 逼 近 优 于 泰勒 逼近 越 多 。 在 | - 0.1,0.J 上 ,有 尽 (0.1) = - 0.0000000004 和 太 (0.1) = 
0.0000000966 , 因 Rsxz) 的 误差 大 小 约 为 P.(x) 误 差 大 小 的 0.384%。 


0.000023 









0.000020 






4.000015 







0.000010 


0.000005 





(3) (b) 


图 4.19 (〈a) 帕 德 逼近 玉 ,.(xz) 的 误差 原 (z) = cos(z)- 玉 (zx) 曲 线 ; 
(b) 泰勒 通 近 疡 (x) 的 误差 柬 (z)= ecoe(x)- P(xz) 曲 线 


4.6.2 习题 


2 十 其 
D _ 


2 (a) 求 FCx) = In(1 + %)/X 的 由 德 逼近 届 , (xz)。 提示 :由 麦克 劳 林 展开 


e ”名 RiEICG) = 





2 
JoD =1 一 + 村 一 … 








3 
开始 。 
(b) 用 (a) 中 的 结果 证 明 逼 近 
2 
jn(1 十 Xx) 多 Ra ICr) 一 这 二 
3. (a) 求 Fx) =tan(x2)/xz2 的 民 ,(x*)。 提 示 ; 由 麦克 劳 林 展开 
2 
F(x) 一 1 十 了 十 十 
开始 。 
(by) 用 (a) 中 的 结果 证 明 逼 近 
1Sx 一 X3 
lan(z) s Ra2(z) = 


4. (al) 求 ALx) = arctan(x2)1xz2 的 R (xz)。 提 示 : 由 麦克 劳 林 展开 


2 
首 才 
一 1] 一 一 age Pi 
J (0) 了 十 志 


开始 。 


局 


起 


10， 
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(b) 用 (\a) 中 的 绑 采 证 明 远 近 


1Sx 十 4x3 
arctan(x) 久 R3 2(x) 一 


15 十 9x“ 
(c) 将 (b) 中 的 有 理 末 数 Ri (xx ) 用 连 分 式 形式 表示 。 





.《〈a) 证 明 帕 德 通 近 : 


12 十 6xr 十 X 
12 一 6x 十 X 


(pb) 将 (a) 中 的 有 理 了 郴 数 R :(x) 用 连 分 式 形 式 表示 。 


e” ”入 RR2 2(xY) 一 


9 (al) 求 F(x) = ln(1+x)/x 的 帕 德 逼近 RR ;(x)。 提示 :由 才 克 劳 林 展开 


xz 24 


2 
HAOD =1- 了 + 可 一 元 + 本 一 … 
开始 。 
(b) 利用 (a) 中 的 结果 证 明 
30x 十 21x2 十 23 
30 十 36x 十 9x2 


(e) 将 (b) 中 的 有 理 函 数 RR,:(x) 表 示 为 连 分 式 形式 。 


In(1 十 x) < Ra3,z(x) 一 


.〈a) 求 Fx) =tan(x“”)/x22 的 帕 德 逼近 及 ;,(x) ,提示 ;由 玫 克 劳 林 展开 


faD=1+z+2 DG 
3 1 31$ 2835 
开始 。 
(b) 利用 (a) 中 的 结果 证 明 
94Sx 一 10S$x3 十 x5 
945 一 420x2 十 1Sx4 


(c) 将 (b) 中 的 有 理 杖 数 Rs 4:(x) 表 示 为 连 分 式 形式 。 


tan(zj) 名 RS 4(X) 三 


.(a) 求 Fx) = aretan(x2)/x2 的 帕 德 逼近 R (> ) ,提示 ;由 麦克 劳 林 展开 


区 3 区 4 


Xi 
1 0 二 1 一 了 + 可 一 可 十 可 一 
开始 。 
(b) 利用 (a) 中 的 结果 证 明 
94Sx 十 73Sx3 十 64x5 
945 十 10$0xz 十 22Sx4 


(ec) 将 (b) 中 的 有 理 函 数 R,(x) 表 示 为 连 分 式 形式 。 


arctan(x) 祥 RS5.4(X) 一 


. 证 明 帕 德 允 近 : 
cs Ri 0 二 120 二 60x 二 12 十 妇 
0060 二 17 一 

证 明 帕 德 欢 近 


1680 十 840x 十 180x2 十 20x3 十 X4 


4 民 一 ”一 一 一- 
44() 1680 一 840x 十 180x< 一 20x3 十 Y4 
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4.6.3 算法 与 程序 


1 


比较 对 函数 /xz) = er 的 通 近 : 
2 3 4 
泰勒 多 项 式 通 近 ， PCD = 1+x 十 二 十 二 十 五 

本: 12 十 6x 十 冯 

帕 德 通 近 : 民 2 2(X) 一 厂 


(a) 在 同一 坐标 系 中 画 出 Ax) ,7 x) 和 Rs(x) 的 曲线 。 
(b) 分 别 求 出 在 区 间 [ ~ 1 上 用 有 xz) 和 R2(xz) 逼 近 Fx) 的 最 大 误 莽 。 


.比较 对 函数 fx) =jn(1+x) 的 通 近 : 


2 3 4 5 
泰勒 多 项 式 逼 近 : TD = 一 本 十 本 一 本 二 三 
.可 : 30x 十 21x2 十 克 3 
帕 德 逼 近 : Ra3 2(X) 一 30T36T 了 TO 
(a) 在 间 一 坐标 系 中 画 出 所 xz), 75(z) 和 尼 ,:(x) 的 曲线 。 


(b) 分 别 求 出 在 区 间 [ 一 1,1j 上 用 7 (xx) 利 Ra 2(x) 远 近 FLx) 的 最 大 误 关 。 


.比较 对 旺 数 凡 x*) =tan(x) 的 逼近 ， 


、_、 xx 2x5 17x7 627x9 
泰 勤 多 项 式 通 近 : PCD) =x+ 本 十 十 本 5 十 了 035 
94Sx 一 10$x3 十 5 
945 一 420x2< 十 1Sxy4 
(a) 在 同一 坐标 系 中 天 出 Kx) ,7(x) 和 Ri (xz) 的 曲线 。 


(pb) 分 别 求 出 在 区 间 [ ~- 1,1] 上 用 兄 (*) 和 局:(x) 逼 近 F(x) 的 最 大 误差 。 





则 德 逼近 : 人 5.4(X) 一 


， 比较 在 区 间 [ - 1.2,1.2] 上 对 函数 Kx) = sin(x) 的 帕 德 逼 近 ， 


166320x 一 22260x3 十 $5175 


R 一 -人 
54 一 5011088 二 3640 二 5794] 

Rn = 11511339840x 一 1640635920x- 十 52785432x* 一 479249x- 
7.6(4 一 


101044477120 十 39702960x< 十 4S3960x4 十 2623x0) 
(a) 在 同一 坐标 系 中 画 出 Kx),R, (xz) 和 民 (x) 的 曲线 。 
(b) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1.2,1.2j] 上 用 Rsx) 和 民 sCx) 通 近 人 xzx) 的 最 大 误差 。 


.(a) 利用 式 (6) 和 式 (7) 导 出 对 函数 Kx) = cos(x) 在 [ - 1.2,1.2] 上 的 通 近 RascCx) 和 Rs(Cx)。 


(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 Kx) ,Rss(Cxz) 和 民 (zx) 的 曲线 。 
(c) 分 别 求 出 在 区 间 [ - 1.2,1.2j 上 用 Res(*) 和 Rss(x) 逼 近 A(x) 的 最 大 误差 。 


第 S$ 章 曲线 拟 合 


在 科学 技术 工程 和 试验 中 ,经 常 需 要 从 试验 数据 中 寻找 拟 合 曲线 。 例 如 ,在 1601 年 ,德国 
天 文学 家 Johannes Kepler 用 公式 表示 了 行星 运动 第 三 定律 ,了 = Cx“, 其 中 xy 表示 以 百 万 公里 
为 单位 的 行星 到 太阴 的 距 离 , 7 表示 以 天 为 单位 的 轨道 运行 周期 ,而 C 是 一 个 常数 。 对 前 
4 个 行星 ,水 星 、 金 星 、 地 球 和 火星 的 观察 煞 据 对 (x ,7) 分 别 为 ($8,88) ,(108,225) ,(1$0,36$) 和 
(228,687)。 通 过 最 小 二 乘法 得 到 的 系数 C = 0.199769。 曲 线 7 = 0.199769x 刀 和 数据 点 如 


图 5.1 所 示 。 
7 


7S0 


5S00 T= 0.199769 x3/ 


230 


0 50 100 150 200 
5.1 符合 开 普 惑 行星 运动 第 三 定律 的 前 四 个 行星 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 


5.1 最 小 二 乘 拟 合 曲线 


在 科学 和 工程 试验 中 ,经 常 产 生 一 组 数据 (x， ?了 1 ) 3? ”5 《 和 AN ， yw ) ,这 里 的 横 坐 标 | 和 | 是 明确 
的 。 数 值 方法 的 目标 之 一 是 确定 一 个 将 这 些 变量 联系 起 来 的 函数 y = F(x)。 通 常会 选择 一 类 
可 用 的 函数 并 确定 它们 的 系数 。 选 择 函 数 的 可 能 性 是 多 种 多 样 的 。 一 般 会 根据 物理 情况 采用 
一 个 基本 数学 模型 来 确定 函数 的 形式 。 这 一 节 主 要 分 析 线 性 函数 ,其 形式 为 
yy 一 xx) 一 4x 十 瑟 (1 ) 
在 第 4 章 中 可 以 看 到 如 何 构造 一 个 多 项 式 经 过 一 个 点 集 。 如 果 所 有 的 数值 1x,} ,fy | 已 
知 有 多 位 有 效 数字 精度 , 则 能 成 功 地 使 用 多 项 式 播 值 ;否则 ,不 能 使 用 多 项 式 擂 值 。 有 些 试 验 
是 针对 特定 的 设备 设计 的 ,因此 测试 数据 点 的 精度 至 少 有 5 位 有 效 数 字 。 然 而 ,许多 试验 数据 
可 能 只 有 3 位 或 更 少 的 有 效 数字 精度 ,而且 通常 在 试验 中 还 存在 试验 误差 ,所 以 尽管 记录 的 
txt 和 {7 上 有 3 位 有 效 数字 ,真实 值 F(x, ) 满 足 
jxk) 一 其 十 Ek (2) 
这 里 e* 表示 测量 误差 。 
如 何 找到 式 (1 经 过 测试 点 附近 (不 总 是 穿 过 ) 的 最 佳 线性 站 近 表达 式 ? 为 回答 这 个 问题 ， 
首先 需要 讨论 误 兰 (又 称 偏 问 或 残 闫 ) : 
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ef 一 J(xt) 一 多 其 中 下 和 大 过 入 《3) 
有 多 种 形式 来 表示 式 (3) 中 的 误差 ,可 用 来 测量 曲线 y = F(x) 与 测试 数据 的 但 差 。 
最 大 误差 : 2eo( 力 一 max 人 Ate) 一 其 (4) 
入 
平均 误 盖 : EC) = Ar 17Ccb 一 加 (5 ) 
大 一 | 
| 1 /2 
,3 《1 2 
均 方 根 误差 :5E2z(P = | 2L17 p| ) (6) 


下 面 的 例子 显示 了 当 给 定 一 个 函数 和 一 组 数据 后 ,如 何 使 用 这 些 指 标 。 


例 5.1 给 定 函 数 yY= xx)=8.6-1.6x 和 一 组 数据 ( - 1,10),(0,9),(1,7),(2,5),(3,4), (4.3)， 
《5,0) 和 (6, - 1) ,比较 最 大 误差 、 平 均 误 盖 和 均 方 根 误 差 。 


解 :根据 表 5.1 中 的 FLx ) 和 e 值 可 求 出 误差 。 


Eco(J) = max{(0.2, 0.4, 0.0, 0.4, 0.2, 0.8, 0.6,0.0) = 0.8 (7) 
1 
1.4\L 
E2( 方 ) 一 ( 吉 人 0U.41833 (9) 


可 以 看 到 最 大 误差 值 最 大 ,如 果 有 某 一 点 的 误差 严重 , 则 它 决定 了 己 。( 太 的 值 。 平 
均 误 差 媚 (万 简单 地 将 每 个 点 的 误差 的 绝对 值 进行 平均 。 由 于 它 的 简单 性 ,所 以 常常 被 
使 有 用。 误差 硝 通常 用 于 需要 考虑 误差 的 统计 特征 的 情况 。 

通过 求解 式 (4) 到 式 (6) 中 某 一 个 的 最 小 值 , 可 得 到 一 个 最 佳 拟 合 直 线 。 这 样 可 求 出 
3 条 最 佳 拟 合 直线 。 由 于 第 三 个 指标 媚 ( 太 更 容易 进行 最 小 化 计算 ， 所 以 通常 采用 它 、 国 


表 5.1 求 例 5.1 中 的 E (有 和 已 ( 们 的 计算 数据 








| 
| 





人 一 避 


5.1.1 求 最 小 二 乘 曲线 


设 j0xyz)j 疙 是 一 个 太 个 氮 的 集合 ,其 中 横 坐 标 | x, | 是 确定 的 。 最 小 二 村 氢 含 曲线 
y= 作 zx) = 4x + 有 是 满足 均 方 根 误差 尼 ( 户 最 小 的 曲线 。 
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忆 ( 户 的 值 最 小 当 且 仪 当 NE ( 广 户 二 > (4x + 有 -~ 和) 的 值 最 小 。 后 一 个 值 的 几 
何 意义 是 :数据 点 到 曲线 的 垂直 距离 平方 和 的 最 小 值 。 下 面 的 绪论 解释 了 这 个 过 程 。 
定理 S.1( 最 小 二 乘 拟 合 曲线 ) 设 1(xy)it 有 六 个 点 ,其 中 横 坐 标 | zx- 是 确定 的 。 最 


小 二 乘 拟 合 曲线 
?一 4xr 十 也 


的 系数 是 下 列 线性 方程 组 的 解 ,这 些 方程 称 为 正规 方程 : 
站 六 六 
(下 4 十 ( 中 = 》 欢 其 
王 ] 炎 一 | 大 三 | 
性 有 
(二 4 十 N 下 = 》 凑 
一 ] 大 一 


证 明 : 对 于 直线 Y= 4x + 中, 点 (和 办) 到 线 上 的 点 (xs 4xs 十 中 ) 的 垂直 上 离 为 了 _ 14x， 月 _ 
xz, 如 图 5.2 所 示 。 需 要 对 垂直 距离 的 平方 和 


(10) 


不 人 
FE(4,B) 一 》(4xk 十 五 一 7 一》 丰 (11) 
大 一] 大 一 ] 
最 小 化 。 
了 
(xb yb (CN， yN) 
(xi， y1) (xi Ai 十 也) 
基 
“ X1 2 3 xNV-1 YN 


图 5.2 点 |xo) 与 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = hx + 中 的 垂直 上 离 


通过 使 侦 导 数 3E/a4 和 3E/aB 为 堆 可 得 到 有 (4,B) 的 最 小 值 ,并 可 求 出 4 和 BB 注意 
Hij 和 jj 是 式 (11) 中 的 常数 ,而 4 和 妃 是 变量 ! 将 妇 固 定 ,BE(4, 有 ) 对 4 求 导 可 得 


3F(4,.B) 之 
一 = 2 2(4 克 十 吾 一 从 )Orb 王 2 4 十 BX 一 区 其 ) (12) 
现在 将 4 固定 ,有 (4, 有 8) 对 及 求 导 可 得 
0(4, 已 ) 


有 人 
4 (13 ) 
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令 式 (12) 和 式 (13) 等 于 零 ,利用 求 和 的 分 配 律 可 得 


术 及 及 必 
0= 》 (4 对 十 Bi 一 克 加 一 4 大 十 及 S 环 一 》 克基 (14) 
类 一 | 大 一 | 天 一 ] 大 一 |t 
用 有 有 
0=》(4 允 十 有 一 Ji) 一 4》 不 十 NB 一 》 凑 (15) 
大 一 ] 克 一 ] 大 一 1 


可 重新 排列 方程 (14) 和 方程 (15) ,形成 方程 组 的 标准 形式 和 并 得 到 正规 方程 (10)。 采 用 
第 3 章 中 求解 线性 方程 组 的 技术 可 求 出 这 个 线性 方程 组 的 解 。 然 而 ,程序 5.1 中 的 方法 对 数 
据 进行 了 变换 ,使 得 可 用 良 态 和 矩阵 (参见 5.1.3 节 )。 @ 


例 $.2 根据 例 $.1 给 出 的 数据 点 , 求 其 最 小 二 林 拟 合 曲 线 。 


解 : 使 用 表 $.2 中 的 值 很 容易 得 到 正规 方程 (10) 中 的 和 。 和 包含 4 和 召 的 线性 方程 组 为 
924 十 208 = 25 
204 十 88B =37 

线性 方程 组 的 解 为 4=~ -1.6071429 和 下 =~8.6428571, 因此 最 小 二 乘 拟 合 曲线 如 图 9.3 所 


示 ,为 
y = 一 1.6071429x 十 8.6428571 四 


表 5.2 求解 正规 方程 的 系数 





ja 


0 0 上 
] ] 了 
2 4 10 
3 9 12 
4 10 12 
3 23 0 
6 30 一 和 
20 92 23 








5.3 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = - 1.6071429x + 8.6428571 
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5.1.2 和 宕 函数 拟 合 y= Aw 


在 某 些 情况 下 的 拟 合 郴 数 为 Xx) = hz” ,其 中 条 是 一 个 已 知 常 数 。 图 5$.1 中 给 出 的 行星 
运动 就 是 这 样 的 例子 。 在 这 种 情况 下 ,只 有 一 个 参数 4 需要 求 出 。 


定理 $.2( 昔 函数 氢 合 ) 设 |(xi)| 关 有 个 点 ,其 中 横 坐 标 是 确定 的 。 最 小 二 康 辕 函数 拟 


合 曲线 y = 4x ”的 系数 4 为 
AN AN 
-cj 
天 二 | 大 一 


使 用 最 小 二 聚 技术 ,需要 求 函数 玉 (4) 的 最 小 值 : 


有 
E(h4) 一 》 (hx 一 其 )“ (17) 
类 一 ] 


在 这 种 情况 下 ,只 需求 解 以 (4) =0。 导 数 表示 为 


AN 和 
BA(4)=2》 (hxi 一 XGO =2》 (4x8h 一 zx 人 yi) (18) 
大 一 | 大 一 ] 
因此 系数 4 是 如 下 方程 的 解 : 
和 
0=42 xi 一 》 xz 你 交 (19) 
《一 | K 一 1 
上 式 可 简化 为 式 (16)。 


例 $S.3 ”试验 数据 如 表 5.3 所 示 。 关 系 式 为 虽 = 村 82，,d 表示 单位 为 米 的 距离 ,上 表示 单位 为 
秒 的 时 间 。 求 重力 常数 g。 
解 :可 用 表 5.3 中 的 值 求 出 式 (16) 所 需 的 和 ,其 中 寺 M = 2。 
系数 4 =7.68680/1.5664 = 4.9073 ,而 且 可 得 d =4.9073P 和 g =24 =9.7146 m/s 。 国 


下 面 的 构造 最 小 二 乘 拟 合 曲线 的 程序 是 计算 稳定 的 :即使 正规 方程 (10) 是 病态 的 ,也 可 得 
出 可 车 解 。 习 题 4 到 习题 7 要 求 读 者 改进 这 个 程序 。 


表 5.3 求解 虱 函 数 氢 合 的 系数 






80.00784 








0.400 0.12560 

0.000 0.03394 0.1296 
0.800 2.00992 0.4096 
上 .000 4.9073530 1.0000 






7.08080 


程序 S.1( 最 小 二 乘 拟 合 曲线 ) 根据 N 个 数据 点 (zi ,7i)，…， (xuv，yv) ,构造 最 小 二 乘 拟 合 曲 
线 y=4x+ 了 瑟 。 
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function [LA,B]=1s1ine(X,Y) 


XInput  - X ia the 1xn abscissa Vector 

人 -Yis the 1xn ordinate Vector 

hiOutput - A is the coefficient of X in Ax + B 

扩 - B is the constant coefficient in Ax + B 
xmean=mean(X) ; 

ynmean=mean(Y) ; 


SUnmX2= (X-Xxmean) 本 (X-Xnean) ，; 
SUumxy=(Y-ymean)*(X-Xxmean) : ; 
ASuUmXY/ SUmX2 ; 
Be=ymean-A*+Xmean ; 


5.1.3 习题 


在 习题 1 和 习题 2 中 ,根据 给 出 的 数据 点 求 出 最 小 二 乘 拟 合 曲线 y = FLx) = 4 + 号 ,并 计 
算 天 人 六。 


1 《a (b) 





(b) 








《 


> 


tn 
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, 根据 给 出 的 数据 点 , 求 释 函数 拟 合 曲线 y = 4x ,并 计算 已 (P) ,其 中 MN = 1, 该 曲线 实际 上 是 


经 过 原点 的 直线 。 


(al) (上 ) 





,. 用 下 列表 达 式 定义 点 集 {(x, 和 ) 拉 的 均值 志和 7。 


及 A 
= 六 人 EL， "一 方 人 其 


证 明 点 (2,7) 位 于 根据 点 集 得 到 的 最 小 二 乘 拟 合 曲线 上 。 


,证明 方 程 组 (10) 的 解 为 


人 


大 一 ] 大 一 ] 大 一 ] 


其 中 


提示 : 对 方程 组 (10) 使 用 高 斯 消去 法 。 


. 证 明 习 题 中 的 也 Re 
提示 : 证 明 忆 = > X 一 无 ) 。 
. 汪 明 最 小 二 于 到 合生 修罗 和 4 和 召 可 用 如 下 方法 计算 。 首 先 计算 习题 4 中 的 平均 信 元 


和 7, 然 后 计算 
和 ] 和 
C=》 (xx 一 悦 *， 4 一 忆 2Cx 一 习 04 一 习 8 一 7 一 47 


类 一 ] 


提示 : 设 和 =x - 生 ， 扩 二 yt 一 7 ,并 求 直线 y = 4X 。 


. 恨 据 下 列 数据 ,并 使 用 FE:( 记 ,求解 笑 画 数 拟 合 曲线 y = hx 和 y = 到 3 ,并 比较 哪个 曲线 更 好 。 


202 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


(b) 





. 根据 下 列 数据 ,并 使 用 玉 (P ,求解 朝 函 数 拟 合 曲线 y = 4/x 和 y = B/x2 ,并 比较 哪个 曲线 
更 好 。 
(a) 


一 


(b) 





10.(a) 推导 求解 y = 4x 的 最 小 二 乘 线性 拟 合 的 正规 方程 。 

(b) 推导 求解 最 小 二 乘 宪 函 数 曲线 拟 合 y = 4x: 的 正规 方程 。 
(c) 推导 求解 最 小 二 乘 抛物 线 函 数 曲 线 拟 合 y = hz2 + 九 的 正规 方程 。 

11. 设 根据 点 集 Sv = 1(1AN (CAN)) 人 人 N=2,3,4，: “构造 最 小 二 乘 线性 拟 合 。 注 意 Sv 中 的 每 
个 值 位 于 在 区 间 [0， 1 内 的 曲线 Asx)= 和 上 。 设 元 和 yw 是 给 定数 据点 的 平均 值 (见习 题 
4)。 用 4 表示 在 区 间 [0,1] 内 的 * 的 平均 值 ,用 9 表示 在 区 间 [0,1] 内 的 Kxz) = 刀 的 平均 值 。 
(a) 证 明 limw -zf = 和 。 
(b) 证 明 limnw -。 yn = 了 

12. 设 根据 下 列 点 集 构造 最 小 二 乘 线性 拟 合 ， 


类 类 
Sy = |( 地 一 q 广 +a 7( 亿 一 四 六 十 四 )j 作 ， 


其 中 N=2,3,4，……。 设 y = .F(x) 为 在 闭 区 间 [c, ] 内 的 可 积分 函数 。 重 复习 题 1] 中 的 
Ka) 和 (b)。 


5.1.4 算法 与 程序 


1. 胃 克 (Hooke) 定 律 指出 下 = 反 ,其 中 下 是 拉 伸 弹簧 的 拉力 (单位 为 仿 司 )， x 是 拉 伸 的 长 度 
(单位 为 英寸 )。 根 据 下 列 试 验 数据 ,使 用 程序 $.1 求解 拉 伸 常 量 的 近似 值 。 
(a) (b) 
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2. 根据 下 列 数据 ,使 用 例 $.3 中 的 篆 曲 线 拟 合 , 写 一 个 程序 求解 重力 常量 g。 
(al) (hb) 





3. 下 列 数 据 给 出 了 9 大 行星 到 太阳 的 距离 和 它们 以 天 为 单位 的 恒星 周期 。 


到 太阳 的 距 高 但 星 周 期 
行星 (km x100) (天 ) 





Mercubry 和 7.39 387.99 
Venus 224.70 
Parth 365.26 
Mars 086.98 
Jupiter 4332.4 
Saturmn 1075S9 
Uranus 300684 
Neptune 00188 
Piuto 90710 
修改 第 2 题 中 的 程序 ,计算 已 ,(F)。 并 使 用 它 求 解 拟 合 


(a) 亲 4 个 行星 
(b) 所 有 9 个 行星 
的 行星 第 三 运动 定律 的 最 小 二 乘 寡 函数 拟 合 曲线 y = Cx22 。 
4，(a) 根据 数据 {x ,ye)Hs 其 中 心 =(0.0D) 且 和 = 和 +oos(2), 求 解 最 小 一 乘 线性 拟 合 。 
(b) 计算 已 (P。 
(ec) 在 同一 坐标 下 , 画 出 点 集 和 最 小 二 乘 线性 拟 合 曲线 。 


5.2 曲线 拟 合 
5.2.1 yy= Ce 的 线性 化 方法 


发 给 定点 集 (x yi ，(xa ,ya)，…(xwyyw), 求 指数 函数 的 曲线 拟 合 
y = Ce4x 
第 一 步 是 对 式 (1) 两 边 取 对 数 : 
in( 切 三 4x 十 jn(C) 
后 引信 变量 变换 : 
” 三 ln(y)， 是 一 郊 ， 呈 一 jn(C) 
变量 变换 形成 线性 关系 式 : 
7 三 4X 十 也 
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光 ] 平面 上 的 初始 点 集 ( 和 xx ,Yi 变换 成 大 了 平面 上 的 点 集 ( 妈 ? 了 ) 一 (和 , ny) 这 个 过 程 称 
为 数据 线性 化 。 这 样 可 用 最 小 二 乘 曲线 (4) 拟 合 点 集 上 五 ， 了 0) 求解 4 和 寻 的 正规 方程 为 


N N N 
二 4 (2 有 = 》 和 下 
《一 1] 大 一 1 KK 一 1 


上 和 (5) 
得 xu 上 十 NB 一 >》， 了 
大 一 | 大 二 1 
求 出 4 和 下 后 , 式 (1) 中 的 参数 C 可 用 下 式 计 算 : 
C =e2 (6) 


例 S.4 根据 5 个 点 (0,1.5),(1,2.5),(2,3.5),(3,5.0) 和 (4,7.5) ,使 用 教 据 线性 化 方法 求解 
指数 曲线 拟 合 y 三 Ce 。 
解 :使 用 变换 公式 (3) 将 初始 点 变换 成 
(Ac zt = {0, ln(1.3), (1ln(2.5$)), (2,ln(3.$)), (3, in(S.0)), (4, ln(7.5)) CI) 
= {(0, 0.40547),， (1 0.91629), (2, 1.25276), (3, 1.60944)， (4, 2.01490)] 
这 些 变 换 后 的 点 如 图 5.4 所 示 ,并 具有 直线 形式 。 在 图 5.4 中 , 拟 合 (7) 中 的 点 的 最 小 二 
订 曲 线 了 = 4XY+ 驴 为 


7 = 0.391202X 十 0.457367 (8) 
计划 正规 方程 (5) 中 的 系数 的 过 程 如 表 $.4 所 示 。 

了 
“2.0 
1.S =AX+ 卫 
1.0 
0.5 

大 
0 1 2 3 4 


图 $.4 变换 后 的 点 集 |(, 世 )| 
表 5.4 根据 变换 后 的 数据 点 集 { ( X.,Y. )} 求 正规 方程 的 系数 


] .4 0.0 


2 ] 
0.405465 0.0 0.000000 











0.0 

1.0 2.5 0.916291 1.0 0.9160291 
2.0 . 1.252763 2.505526 
3.0 1.009438 4.828314 
4.0 2.014903 3.059612 





100 6.198860 30.0 16.309743 
一 ZX 一 和 隐 = 和 Xf 一 2》 XLJ7 





第 5 章 曲线 拟 合 205 


求解 4 和 耻 的 线性 方程 组 (5$) 表 示 为 
304 + 108 = 16.309742 
104 十 $8 = 6.198860 (9 
解 为 4 =0.3912023 和 妃 = 0.457367。 通 过 计算 可 得 C = e"“ “… = 1.579910, 将 4 和 C 代 
入 方程 ( 巧 ,可 得 指数 曲线 拟 合 (如 图 .5$ 所 示 ): 
y》 一 1.579910e 0 (通过 教 据 线性 化 进行 拟 合 ) (10) 


国 
》 


8 


6 y= Ce4 


X 
0 2 3 4 


5.5 通过 数据 线性 化 方法 得 到 的 指数 曲线 拟 合 y = 1.579910e02pazz 


5.2.2 求解 y= Ce 的 非 线 性 最 小 二 乘法 


设 有 给 和 定点 集 (x， Yi) (xa yj) (xyyv) ,需要 拟 合 指数 曲线 ， 


y = Ce 省 (11) 
采用 非 线性 最 小 二 乘法 需要 求 下 式 的 最 小 值 
人 
E(4,C) = 》 (Ce4m 一 其 )? (12) 
大 一 1 


对 4 和 C 的 有 4,C) 的 偏 导 数 分 别 为 


0 已 ~ 4X X 

a 4 二 22 (Ce 一 其 )C 庆 E 人 斥 ) (13) 
3 巨 | 
”” 上 入 区 
ae 一 22 (Ce 一 其)(e AL) (14) 


令 偶 导 数 (13) 和 偏 导数 (14) 为 零 ,并 进行 简化 后 ,可 得 正规 方程 


AN N 
C 了 Ke24 克 一 》 区 We4u 一 0 
人 一 1 人 一 


N N 《15) 
C 》 e4 加 Ke4 一 0 
一 1 大 一 ] 
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方程 (1$) 对 于 未 知 数 4 和 5C 是 非 线性 的 ,可 用 牛顿 法 求解 。 这 是 一 个 耗 时 的 计算 ,而 且 其 中 
的 迭代 需要 好 的 4 积 C 的 初始 值 。 许 多 软件 包 有 内 建 的 求 多 变量 函数 最 小 值 的 子 程序 ,可 下 
接 用 来 求解 5(4, C) 的 最 小 值 。 例 如 ,内 德 - 米 德 (Nelder-Mead) 单 纯 形 算法 可 直接 用 来 求解 
方程 (12) 的 最 小 值 , 而 不 用 计算 方程 (13) 到 方程 (15) 。 
例 S$.S 根据 5 个 数据 点 (0,1.5) ,(1,2.5),(2,3.$),(3,$5.0) 和 (4,7.$) ,利用 最 小 二 磁 法 求解 

指数 拟 合 y= Ce。 

解 :首先 求解 E(4,C) 的 最 小 值 , 刀 (4，,C) 为 

E(4,C)=(C 一 1.5$) 上 (Ce4 一 2.59 十 (Ce24 一 3.9)? 
+(Ce4 -5S$.0) 十 (Ce44 一 7.5)? 
使 用 MATLAB 中 的 fmins 命令 求解 最 小 化 克 (4,C) 后 的 4 和 CC 的 近似 值 。 首 先 在 MAT- 
LAB 中 定义 瑟 (4,C) 为 一 个 内 文件 。 


function zZ=E(Cu) 
A=u(1) ; 
C=u(2) ; 
2Z=(C-1.5) .2+(C.*xexp(A)-2.5). ”2+(C.*exp(2*+A)-3.5) .~2+..， 
(C .*exp(3*A)-5.0) .2+(C.*kexp(4*+rA)-7.5) .~2， 
在 MATLAB 的 命令 窗口 ,使 用 fmins 命令 和 初始 值 4=1.0 和 C=1.0, 可 得 


>>fmings( PE ,[Lt 1]) 
ang = 
0.38357046980073 1.61089952247928 


这 样 5 个 数据 点 的 曲线 拟 合 为 
一 1.6108995Se0.3835705 ( 非 线 性 最 小 二 乘 拟 合 ) (17) 
对 使 用 数据 线性 化 法 和 非 线 性 最 小 二 乘法 结果 的 比较 如 表 5.5 所 示 。 可 看 到 在 系 教 
上 有 一 些 不同 。 对 于 插值 的 目标 ,在 区 间 [0,4] 内 ,误差 不 超过 2% (如 表 5.5 和 图 5.6 所 
示 )。 如 果 数 据 中 的 误 关 满 足 正 态 分 布 , 则 式 (17) 是 更 好 的 选择 。 在 选择 数据 的 范围 外 进 
行 外 推 , 则 两 个 解 将 发 散 , 当 xx =10 时 ,误差 增加 到 大 约 6 。 呈 
表 5.5 两 个 指数 拟 合 的 比较 


区 1.5799e0.39120x 1.6109c0.38357x 


(16) 











0.0 1.6109 
1.0 2.3640 
2.0 3.4692 
3.0 .0911 
4.0 7.4713 
5.0 11.1716 10.9644 
0.0 16.$202 10.0904 
7.0 24.4293 23.6130 
8.0 36.12350 3J4.0S27 
9.0 3.4202 30.8S35 
10.0 78.9955 74.6287 
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了 
80 
60 
40 
20 
本 让 
0 2 4 和 8 10 


图 .6 两 个 指数 曲线 的 图 形 比 较 


5.2.3 数据 线性 化 变换 


科学 家 通常 使 用 数据 线性 化 技术 来 拟 合 各 种 曲线 ,如 y = Ce ,y = 4ln(x)+ 忠 和 
Y= 4/x + 有。 当选 定 曲线 后 ,必须 为 变量 找到 一 个 合适 的 变换 , 以 得 到 线性 表达 式 。 例 如 , 读 
者 可 验证 通过 变量 (和 常量 ) 变 换 X=xy,yY=y,C= -LU4 和 刀 = -8B/4,y=DAz+C) 可 恋 
换 成 线性 表达 式 Y= 4X + 巨 。 多 种 曲线 如 图 $.7 所 示 ,其 他 一 些 变换 如 表 5.6 所 示 。 


函数 , 》 一 了 (rr) 


4 
三 一 十 号 
才 
 DP 
“一 7 二 C 


1 
- ”Ar 十 
攻 
4x 十 瑟 


7 一 4in(x) 十 号 





小 


y 一 Ce4x 


一 Cr4 


y 一 (hr 十 盏 一 


y 一 Cxe 一 Dx 


表 5.6 在 数据 线性 化 中 的 变量 将 换 


线性 变换 形式 ,了 = 4 基 十 号 变量 与 常数 的 变化 
















] 
7y 三 4-- 十 避 一 上 7 一》 
， 站 
= 二 (+ 友 X = xy, 了 一 
了 性 了 C 一 才 》， 一 少 
CD 一 
有 A 
] 
和 一 和 7 三 一 
| 小 
] 
一 4 一 十 吕 X 一 了 =- 
才 了 
> 一 4ln(x) 十 号 X = ln(r), 7 了 = 
in(y) 一 4xr 十 ln(C) 入 三 X 7 一 jln(y) 
伺 一 ce 
in 一 4inr) 二 inC) 天 三 jn(r),7 了 一 in0y) 
C 一 ce 
y-1I/ = 4r 十 在 三 T7= yy 一 
> _ 加 加 》 
m (=) = Dr 上 +ln(C) X=xY=n(=) 
C=eD= 一 4 
! 


区 
nt 一 1) 一 4xzr 十 InC) 





C 三 e2 且 了 是 给 定常 数 
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| 
| 
， | 
】 
| 
| 
| 
| 
| 





| 
一 (4x 二 且 ) 


_ 于 
,4=4. 有 = 一 3 y= Cre-oxrC=12D=1 = 一 一 一 一 -， = 一 = 一 
y [CA 上 =>,C=204= 一 2 


图 5.7 在 “数据 线性 化 "中 可 能 使 用 的 曲线 
5.2.4 线性 最 小 二 乘法 


放 有 WN 个 数据 点 {( xx， 和 ) 上 ,并 给 定 W 个 线性 独立 函数 1 六 (xz)}。 为 求 M 个 系数 ic ,使 
用 由 线性 组 合 形成 的 函数 所 ) ,表示 为 


4 


Fo0 = 》 cj 万 (Cr (18) 


j =] 


求解 最 小 误差 平方 和 ,表示 为 


N AN ij 
E(cl cz ci) 一 》 (Fe 一 yb) 一 》 (人 一 《19) 
k=-1 


类 一 | 7 一 ] 
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为 求解 巨 的 最 小 值 ,每 个 偏 导数 必须 为 零 ( 即 2 有 E/aci =0,; = 1,2，……M) ,这 样 可 得 到 如 下 
方程 组 : 


人 


1 
》， (已 一 * (Fo)) = 三 0 其 中 [1=1 2 …，M (20) 
j=] 


KK 一 | 


交换 方程 组 (20) 中 的 求 和 顺序 ,可 得 一 个 MH x M 线性 方程 组 ,未 知 数 是 系数 |c}。 该 方 
程 组 称 为 正规 方程 : 


M /AN N 
2 阳 home cji 一 》》 万 (xb) 其 中 = 1， 2 .….， 1 (21) 
= 太一 1 人 一 |] 

5.2.5 和 矩阵 公式 


信 管 很 容易 看 出 方程 组 (21) 是 有 1 个 未 知 数 的 1W 阶 线性 方程 组 ,但 将 它 表 示 成 矩阵 形式 
可 减少 不 必要 的 计算 量 。 关 键 是 构造 如 下 矩阵 屎 和 严 ': 


jx Pa … JrCxl) 
Jex2) 户 (2) Jo2) 


正二 | 户 x3) PC3) yx3) 


GxN) 户 (CN) … wx 


Ji) 2) 月 03) .…， 廊 CN) 
1 _ jx 户 02) Pa3) …， 户 (CN) 
HwGx) Fun) Huw(Cn) 本 wz) 
议 天 和 列 和 矩阵 7 的 乘积 表示 为 
Ji 2) 3) Gew) | yy 
， jx 户 02) 户 03) Paxv) | | 六 
4 = : : : : (22) 
JMCXU JrG2) JrG3) …， Jr) | | yw 
式 (22) 中 乘积 屎 7 的 第 ; 行 的 元 素 与 方程 (21) 中 列 矩 阵 的 第 ;个 元 素 相同 , 即 
N 
》 万 (K 了 三 Iowi 严 .| 2 yw] 〈23 ) 
大 一 | 


设 乘 积 FFB 是 一 个 1 x 1 矩阵 ; 


hi ho 六 0) .he Pa … ANnC 
jx2) Po) HGc) 
MeD JE) 03) new) 六 (xzw) 户 (Cew) 人 weN) 


210 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 
FF 中 位 于 第 i 行 和 第 /六 列 的 元 素 是 方程 (21) 中 第 ; 行 的 系数 c , 即 


N 
2》 Go 万 Coo = ooD+ ae) 万 Oc2) 十 十 廊 N) 记 Ccw) (24) 
k=1 
当 呆 很 小 时 ,一 个 有 效 计 算式 (18) 中 的 最 小 二 乘 系 数 的 手段 是 存储 矩阵 严 , 计 算 灭 下 和 严 了 ， 
然后 求解 线性 方程 组 
FFC = 严 ' 了 (求解 系数 矩阵 C ) (25) 


5.2.6 多 项 式 拟 合 


当 采 用 前 述 的 方法 使 用 函数 集合 LF(x) = 扫 呈 ,索引 值 范围 从 ) =1 到 )=M+1 时 ,函数 
AIxz) 为 1f 阶 多 项 式 
xz) =cl 十 c2x 十 c3 扩 十 十 CU 《26 ) 
现在 考虑 如 何 求解 最 小 二 乘 抛物 线 拟 合 ,而 把 扩展 到 更 高 维 的 情况 留 给 读者 研究 。 
定理 5.3 (最 小 二 乘 抛物 线 氢 合 ) 设 {(xziy,y)| 疡 ,有 六 个 点 , 横 坐 标 是 确定 的 。 最 小 二 条 抛 
物 线 的 系数 表示 为 
7》= Fo) =4xz+Bx+C (27) 
求解 4, 刀 和 fC 的 线性 方程 组 为 
AN 作 皮 
(二 3 4 bo 1 (3 Ce 
大 一 ] 业 1 类 一 1 类 一 1 


AN 全 AN 人 
得 9) 4 十 得 中) 妃 十 (过 = C 三 力 “ 基 1 (28 ) 
大 一 1 K 一 1 


N N N 
( 开 3 和 十 (二 9 旷 十 NC 王 》 次 


证 明 : 通 过 求 如 下 表达 式 的 最 小 值 可 得 到 4,B 和 (C: 


AN 


BE(4,B,C) 一 》(4 夺 十 且 丰 十 C 一 中 ) (29) 
类 一 1 
令 偶 导数 9aF/a4 ,3E/3B ,aE/ac 为 零 , 可 得 
尽 
9FE(4, 有 BC) 2 1， 2 
0 一 = 2 (4 十 如 允 十 人 一 傣 ) (xz ) 
3FE(4, 有 BC) ~- 
_ 少 】 
0 一 7 一 2 4 十 如 大 十 C 一 傣 ) (xb (30) 
35E(4. BC) 一 1 
0 == 一 一 = 2 》 (4 夺 十 Br 十 C 一 次 )10) 


大 一 | 


利用 加 法 分 配 律 ,可 将 上 式 中 的 4,8B 和 C 移 到 求 和 的 外 面 ,以 得 到 正规 方程 (28) 。 
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例 S.6 根据 4 个 数据 点 (-3,3)(0,1),(2,1) 和 (4,3) ,求解 蓝 小 二 乘 抛物线。 


解 :可 用 表 5$.7 中 的 项 计算 线性 方程 组 (28) 中 的 求 和 计算 。 
求解 4, 有 和 fC 的 线性 方程 组 (28) 表 未 为 
3534 十 45 呈 十 29C = 79 
454 十 29B 二 3C= 5 
294 十 3B+ 4C= 8 
线性 方程 组 的 解 为 4 = S$85/3278, 甩 = - 631/3278,C = 1394/1639 ,抛物 线 为 (如 图 $.8 所 示 ): 
585 ， 631 1394 


一 一- 一 一 XY 十 一 一 一 0.178462x“ -- 0.19249Sx 十 0.8$051 
5757 32785 十 1639 784027 0 X 十 9 国 


表 5.7 求解 例 5.6 中 最 小 二 生 抛 物 线 的 系数 


5 


了 





一 3 3 9 81] 一 少 27 
0 1 0 0 0 0 
了 1 4 10 2 4 
4 3 16 250 12 48 
3 8 29 393 4 7 

了 
3 y=A4r+RBr+C 


革 
-3 -2 一 ! 4 ] 之 3 4 


图 $.8 例 $.6 中 的 最 小 二 乘 抛物 线 
5.2.7 多 项 式 摆动 


使 用 最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 非 线性 数据 的 方法 很 吸引 人 ,但 如 果 数 据 不 具有 多 项 式 特性 , 则 
求 出 的 曲线 可 能 产生 大 的 振 葛 。 这 种 现象 称 为 多 项 式 持 动 ( polynomial wiggle) ,七 在 高 阶 多 项 


式 情况 下 更 容易 发 生 。 由 于 这 个 原因 ,一 般 很 少 使 用 超过 6 阶 的 多 项 式 ,除非 已 知 使 用 的 多 项 
式 是 真实 的 多 项 式 。 


例如 ,用 函数 F(x) = 1.44/x + 0.24x 生成 6 个 数据 点 (0.25,23.1) 《1.0 1.68),(1.5， 
1.0),(2.0,0.84) ,(2.4,0.826) 和 ($.0,1.2576) 使 用 曲线 拟 合 得 到 的 最 小 二 乘 多 项 式 为 
忆 (r) = 22.93 -16.96r 十 2.5$372 
户 (X) 一 33.04 一 46.S$1x 十 19.51x2 - 2.296x3 
Pr) 一 39.92 -- 80.93x 十 58.39x2 -17.1$x3 十 1.680x4 
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和 
Ps(xz) = 46.02 - 118.1x 十 119.4x“ 一 S7.$1x3 十 13.03x4 一 1.08Sx3 


这 些 多 项 式 如 图 $.9(a) 到 图 5.9(d) 所 示 。 注 意 P(x) ,PCx) 和 Ps(xz) 在 区 间 [2,5] 内 有 大 的 
摆动 。 尽 管 P;(x) 经 过 6 个 点 ,但 它 的 拟 合 最 差 。 如 果 必 须 使 用 多 项 式 拟 合 这 些 数 据 , 则 
P(x) 是 较 好 的 选择 。 





图 5S.9 (a) 使 用 忆 (*) 拟 合 数据 ;(b) 使 用 P, (xz) 拟 合 数据 ; 
(c) 使 用 PCx) 拟 合 数据 ;(d) 使 用 P(x) 拟 合 数据 


下 面 的 程序 使 用 矩阵 严 , 它 包含 方程 (18) 中 的 项 FUx) = 习 !。 
程序 5.2 (最 小 二 乘 多 项 式 拟 合 ) 构造 Mf 阶 最 小 二 乘 多 项 式 
PiMf(z) 一 cl1 十 c2x 十 c3x 十 …. 十 cxM-1 十 cMHAIXW 
拟 合 N 个 数据 点 1(xzyyi)i 六 
function C = 1spoly(X,Y,M) 


AInput ~ X is8 the lxn abscissa Vector 

-YY is the lxn ordinate vector 

内 ~ is the degree of the least-squares polynomial 
A Dutput - C ie the coefficient list for the polynomial 
=Jength(X) ; 


8=Zer08 (1 :M+1) ; 
F=Zzero8(n,M+1) ， 
AhAFill the columns of F With the powers of X 
for X=1:M+1 
FR(C: ,)=X: .、 (K-T1) ; 
end 
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hphSolve the Linear System from (25) 
下 = 下 本 下 ; 

B=FE 半 TY ; 

C=AANB 

C=fl1ipuda(GC) ; 


5.2.8 习题 


1, 对 下 列 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 抛物 线 Fx) = hx + mx + C。 
(a) (b) 





2. 对 下 列 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 抛物 线 F(x) = hx2 + 了 + C。 
(alj (hb) 





3, 对 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲线 ; 
(a) 几 x) = Ce” ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 = x*, 了 = ln(y) 和 C = es 来 线性 化 数据 点 。 
(b) 几 x) = Cx ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 于 = ln(z),Y= ln(y) 和 C = es 来 线性 化 数据 点 。 
(c) 使 用 柬 (判断 骂 个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 





4. 对 下 面 给 定 的 数据 集 , 求 解 最 小 二 乘 上 曲线， 
(a) 败 x) = Ce“ ,使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 = *, 了 = n(y) 和 C = e2 线性 化 数据 点 。 
(b) ALx*) =J(4x + 呈 ), 使 用 表 5.6 中 的 变量 变换 = * 和 = 1/y 线性 化 数据 点 。 
(c) 使 用 已 ( 亡 判 断 哪个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 
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%，. 


。 了 


对 下 面 给 定 的 数据 集 ,求解 最 小 二 乘 曲 线 : 

(a) F(x) = Ce ,使 用 表 $.6 中 的 变量 变换 夺 =x,yY=In(y) 和 C=e: 线性 化 数据 点 。 
(b) fx)= (4 +) ,使 用 表 S$.6 中 的 变量 变换 于 = x 和 7= y- “线性 化 数据 氮 。 
(c) 使 用 已 ( 户 判 断 哪 个 曲线 是 最 佳 拟 合 。 


(i) (i) 





. Logistic 人 口 增长 。 当 人 口 已 ( 巧 受 限 于 极 值 卫 时, 它 符合 Logistic 曲线 ,具有 形式 P(1) = 


Z/(1+ Ce )。 对 下 列 数 据 集 求 解 系数 4 和 C, 上 是 已 知 的 。 
(a) (0, 200), (1, 400), (2, 6S0), (3, 8$0), (4, 9S0) 和 工 = 1000。 
(b) (0, S00), (1 1000), (2, 1800), (3, 2800), (4, 3700) 和 上 工 = 5$000。 


. 利用 美国 人 口 数 据 ,求解 Logistic 曲线 P(!) 。 估 计 2000 年 时 的 美国 人 口 。 


(a) 设 上 =8x1l0 (b) 设 地 =8x1l0 





在 习题 8 到 习题 15 中 ,执行 表 $.6 中 的 变量 变换 ,并 对 下 列 每 个 函数 求 出 线性 化 表示 。 





| 万 
。 7 一 元 十 如 分。y 一 xx 十 C 
~ | 一 < 
.47 十 1 7 一方 二 有 7 
,7yY= 一 Ain(x) 十 史 13.y 一 Crxr4 
.yy 一 (4xz 十 五) 一 1$.y = Cxre-Prx 
.〈a) 根据 定理 5.3 中 的 证 明 过 程 ,推导 最 小 二 滋 曲 线 F(x ) = 4cos(x) + Basin(x) 的 正规 方程 。 


(b) 利用 (a) 的 结果 ,对 下 列 数据 集 求解 最 小 二 乘 曲线 fx ) = 4cos(x) + Bsin(x)。 
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17. 针对 六 个 点 (xi yyi ,z)p(xvwyywyaw) 的 最 小 二 和 磁 平 面 z=4x+B8y+ C, 可 通过 下 式 的 
最 小 化 得 到 。 


N 
E(4, 另 ,CC) 一 》》 (4 以 十 妈 从 十 C 一 zj) 
大 一 |] 


试 推导 正规 方程 | 
癌 全 全 国生 们 和 攻 
导 全 和 全 站。 


( 开 4 十 ( B + NC -2 


18. 对 下 列 数 据 集 求解 最 小 二 乘 平面 。 
(a) (1 1 7), (1 2, 9), (2, 1, 10), (2, 2, 1D, (2, 3, 12) 
(b) (1 2, 6), 2,3,7), (1 1 8), 2,2, 8), (2 1,9) 
(ec) (3,1 -3), (2,1 -D, 2,2.0), 0110, (1.2.3) 
19. 设 有 如 下 数据 表 





当 对 本 数 y = D/(x + C) 使 用 变量 变换 夺 = wy 和 = LUy 后 ,变换 的 最 小 二 乘 拟 合 为 
一 17.719403 
> 一 5.476617 
当 对 函数 y= LU(4x + 有 ) 使 用 变量 变换 奈 = x* 和 y= ly 后 ,变换 的 最 小 二 乘 拟 合 为 
| 
一 0.106425S3x 十 0.4987330 


判断 哪个 拟 合 更 好 ,为 什么 其 中 一 个 结果 是 荒 廖 的 。 
5.2.9 算法 与 程序 


1. 洛杉矶 (美国 城市 ) 郊 区 在 11 月 8 日 的 温度 记录 如 下 表 所 示 。 共 有 24 个 数据 点 。 
(a) 根据 例 5.5 中 的 处 理 过 程 (使 用 fmins 命令 ), 对 给 定 的 数据 集 求 解 最 小 二 乘 曲线 
AUx) = 4cos( 有 xi)+ Csin(Pr)+ 玖 。 
(b) 求 已 (六 。 


(ec) 在 同一 坐标 系 下 画 出 这 些 点 集 和 (a) 得 出 的 最 小 二 乘 曲线 。 


yy 三 
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5.3 梓 条 函数 捅 值 


对 N+l1 个 氮 攻 xz) 的 多 项 式 播 值 经 常 不 令 人 满意 。 从 5$.2 节 可 知 ,一 个 W 阶 多 项 
式 可 能 有 N - 1 个 相对 极 大 值 和 极 小 值 , 同 时 曲线 可 能 会 摆动 ,以 经 过 这 些 点 。 另 一 个 方法 是 
将 图 形 分 段 ,每 段 为 一 个 低 阶 多 项 式 S% (x ) ,并 在 相 邻 点 (x ,和 ) 和 (zl 和 ,之 间 进 行 搬 值 
(如 图 5.10 所 示 )。 


(xl 双 ) 









bo 力 ) Cn- 
fo, 加] ws 了 及 + 





(xXN， AN 


二 
A0 | 2 < + xN-L YN 


图 5.10 分 段 多 项 式 插值 


两 个 相 邻 的 曲线 部 分 》 一 SCX) 和 y 二 SCx) 分 别 位 于 区 间 [x， 》 沁 丰 +1 ] 和 [和 ,ij ,并 经 过 
共同 的 结 点 (knot)(x，， 4 + ) 。 曲线 的 这 两 部 分 在 结 点 (x，， ”+ ) 处 连接 在 一 起 ， 而 且 晒 数 
集合 | Se(x)j} 形 成 一 个 分 段 多 项 式 曲线 ,表示 为 S(x)。 


5.3.1 分 段 线性 插值 


最 简单 的 多 项 式 是 一 阶 多 项 式 , 即 经 过 各 点 的 多 项 式 路 径 由 包含 各 点 的 直线 段 组 成 。4.3 节 
的 拉 格 关上 日 多 项 式 可 用 来 表示 分 段 线性 曲线 ， 
一 妈 k 十 | 必 一 wK 
一 XXX 十 ] 苹 K 十 1 一 才 大 








大 
5Kk(X) 一 委 X 瓜 
kx) 元 其 中 砍 委 工 过 了 雁 +1 (1 ) 


得 到 的 曲线 看 起 来 像 折 线 ( 如 图 $.11 所 示 )。 
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(CU， 有 







CNw_bpyw-D) 






Co 70) ks 





(xN， yA) 


才 
X0 这 | X2 类 庆 +1 XN-1 XN 


图 $.11 分 段 线性 捅 值 (线性 样 条 曲线 ) 
如 果 利 用 线段 的 点 斜率 公式 ,可 得 到 一 个 等 价 的 表达 式 ， 
JJ 一 詹 十 中 ( 人 一 其 ) 
其 中 引 二 (yi 一 )ACX 一 和 o 得 到 的 线性 样 条 函数 可 表示 为 如 下 形式 ， 


yo 十 dolx 一 20) 尝 x 在 [xo,xi] 中 
yI 十 di 一 X1) 当 x 关 在 fxl,xz2] 中 
一 
到 欢 十 听 ( 作 一 姑 ) 当 关 在 [Dr+i 中 (2 


yN-1 十 GdN-ICXC 一 xXN-D 当 x 在 fxw-lxNw] 中 
对 于 显 式 计算 S(x), 式 (2) 的 形式 好 于 式 (1)。 这 里 假设 横 坐标 按 和 <x <…<x < xy 排 
序 。 对 于 一 个 固定 值 * ,通过 连续 计算 差 值 x - xi ,…,x -和 ,xx -和 ,直到 大 +] 是 满足 。 -区 <0 
的 最 小 整数 ,可 找到 包含 世 的 区 间 [ >x， ,Xix1]。 因此 可 找到 K 满足 MA 和 和 去 和 + , 且 样 条 函数 SCx ) 
的 值 表 示 为 
(三 有 你 0) 三 天 十 起 人 一 不 ) 其 中 不 委 大 秋天 (3) 
这 些 技术 可 扩展 到 更 高 阶 的 多 项 式 。 例 如 , 如 果 给 定 奇数 个 点 xoy xl 342， 则 可 对 每 个 子 
区 间 [xax ,xztsz] ,其 中 上 =0,1,…，,M - 1, 构造 一 个 分 段 二 次 多 项 式 。 采用 二 次 多 项 式样 条 的 
一 个 缺点 是 ,在 偶数 点 xi 处 的 曲率 变化 很 大 ,这 可 能 导致 曲线 有 非 期 望 的 弯曲 或 畸变 。 二 次 
样 条 曲线 的 二 阶 导数 在 偶数 点 不 连续 。 如 采 利 用 分 段 三 次 多 项 式 , 则 一 阶 导数 和 二 阶 导数 
都 连续 。 


5.3.2 分 段 三 次 样 条 曲线 


对 数据 集 进 行 多 项 式 曲 线 拟 合 在 CAD ,CAM 和 计算 机 图 形 系统 中 有 许多 应 用 。 操 作者 希 
望 面 出 的 经 过 数据 点 的 无 误差 光滑 曲线 。 从 传统 上 讲 ,一 般 使 用 曲线 板 或 设计 师 的 样 条 主观 
地 男 出 曲线 ,只 要 通过 眼睛 看 是 光滑 的 就 可 以 了 。 从 数学 角度 上 分 析 , 在 每 个 区 间 [x ， 7 
可 构造 一 个 三 次 函数 S(x) ,使 得 分 段 曲线 y = S4xz) 和 它 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 在 更 大 的 区 
间 [ xo,xw] 内 连续 。S'(x) 的 连续 性 意味 着 曲线 y = Stx) 没 有 急 弯 。%(x) 的 连续 性 意味 着 每 
点 的 曲率 半径 (radius of curvaturey 有 定义 
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定义 $.1 设 |(xi, 和 )| 忆 有 AN+1 个 点 ,其 中 aa=xoc<x 和 <…<xwn=p。 如 果 存 在 六 个 三 次 
多 项 式 Si(x), 系 数 为 soystiy si 和 53 满足 如 下 性 质 : 


TI SO) = SO 一 呈 0 十 SICG 一 其 ) 十 S20 一 大 放 十 中 3G5 一 大 六 
X E [kxXk+H， KK 一 0Ui AN-1 


JJ(xk) 一 从 K 一 U 1 AN 
JI， 央 Ck+1D 王 SK 了 +1CCKTTD) KK 三 0, 1，N 一 2 
1 V， SCxk+1D 一 SCC+D) KK 一 UN 一 2 
V， kt+D 三 SHICk+D 类 一 0,1 AN 一 2 
则 称 函 数 SC(xz) 为 三 次 样 条 函数 (cubic spline) 。 全 


性 质 工 描述 了 由 分 段 三 次 多 项 式 构成 的 8(x)。 性 质 下 描述 了 对 给 定数 据点 集 的 分 段 三 
次 插值 。 性 质 贡 和 性 质 IV 保证 了 分 段 三 次 多 项 式 函 数 是 一 个 光滑 连续 函数 。 性 质 V 保证 了 
盟 数 的 二 阶 导 数 也 是 连续 的 。 


5.3.3 三 次 样 条 的 存在 性 


是 否 可 能 构造 一 个 三 次 样 条 满足 性 质 I 到 性 质 V? 每 个 三 次 多 项 式 9 (x) 有 4 个 未 知 党 
数 (soystiyskz 和 ss), 因 此 需要 求解 4N 个 系数 。 宽 松 的 讲 ,要 确定 4N 个 自由 度 或 条 件 。 数 
据点 提供 了 N+ 1 个 条 件 , 性 质 亚 \ 性 质 IV 和 性 质 V 都 提供 了 N - 1 个 条 件 , 总 共 确 定 了 NW+1+ 
3(V-L =4N-2 个 条 件 。 这 样 剩 下 了 两 个 自由 度 。 可 称 之 为 端点 约束 (end-point constraints) 

涉及 在 氮 xo 和 xx 处 的 导数 8 (xz) 或 8(x) ,后 面 将 会 讨论 到 。 现 在 对 三 次 样 条 进行 构造 。 
由 于 SCx) 是 分 段 三 次 多 项 式 , 它 的 二 阶 导 数 Y%(x) 在 区 间 [x,,x， ] 内 是 分 段 线性 的 。 根 

据 线性 拉 格 朗 日 插值 , %(x) = % (x) 可 表示 为 ， 

So = 8 二 一- 二 SC- 
屎 K 一 光大 十 ] 如 大 十 1 


用 六 引 一 Sr) 7 = S xz) 和 和 4 = 区 8+1 一 和 代 人 上 式 , 可 得 


挛 7 天 
Sr) = 下 Cot 一 划 ) 十 (fc 一 大) (5) 


其 中 必 生 xsMi =0,1,…N-1。 将 式 (5) 积 分 两 次 ,会 引 人 两 个 积分 常数 ,并 得 到 如 下 
形式 : 


一 (4) 








11K 二 1 
CA 


将 % 和 xi 代 人 方程 (6) 中 ,并 使 用 值 x = SC(xz) 和 六， = SCx ，) ,可 分 别 得 到 包含 忆 
和 9 的 方程 : 





So = 二 (xb 一 站 3 二 2tlGe xi3 十 Ce 一 阅 二 we 和 
6 十 大 大 炎 十 1 他 大 民 (6) 


FT 1J7? 
一 志和 十 克 由 ， JK 十 1 三 一 十 GKA (7) 


求解 这 两 个 方程 很 容易 得 出 和 @ ,而 且 将 这 些 值 代 人 方程 (6) 中 ,可 得 到 如 下 三 次 多 项 式 
方程 : 

174K 十 1 
OP 


区 711tKj 加 大 + JET (8) 
+ 人 6 ) ou， 口 二 ( 史 一 6 jc 下 


闻 ? 
kx) 一 -Ci -2 六 十 一 一 (rr 一 了 
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和 需要 注意 ,表达 式 (8) 可 简化 为 只 包含 未 知 系数 | ms | 的 形式 。 为 求解 这 些 值 , 必须 使 用 
式 (8) 的 导数 , 即 


故 十 ] 


19? 177 
SCx) 一 - 舱 Ct 一 站) 十 7 一 3 





_ ( 攻 _ ee 了 +1 Pt1 名 人 
天 6 有 有 
在 叉 处 计算 式 (9) ,并 简化 结果 可 得 到 
St (Ck) 一 一 也 训 一 人 十 圾 ， 其 中 你 = (]10) 
同 理 ,在 式 (9) 中 用 大- 1 代替 大 可 得 到 SS ,(x), 并 计算 在 * 处 的 解 可 得 

Se_1Ox) 三 也 -1 十 一 十 夏 -1 (11) 

利用 性 质 IV 以 及 方程 (10) 和 方程 (11) ,可 得 到 包含 到 ， 15 和 mi 的 重要 关系 式 
全-171k -1 十 2(1-1 十 大 )7 十 AT 三 让 (12) 


其 中 已 三 0(d 一 及-)) 大 =12 ,AN-1。 
5.3.4 构造 三 次 样 条 


方程 组 (12) 中 的 未 知 数 是 要 求 的 值 { rw | ,而 且 其 他 的 项 是 可 通过 数据 点 集 ! (2 ， 入 叶 进 
行 简单 数学 计算 得 到 的 常量 。 因 此 ,方程 组 (12) 是 包含 N+ 1 个 未 知 数 . 具有 N -1 个 线性 方 
程 的 不 定 方 程 组 。 所 以 需要 另外 两 个 方程 组 才能 求解 。 可 通过 它们 消去 方程 组 (12) 中 第 一 个 
方程 的 mo 和 第 w - 工 个 方程 的 mw 。 针 对 端点 约束 的 标准 策略 如 表 5.8 所 示 。 
议 采 用 表 5.8 中 的 策略 (v)。 如 果 给 定 mo , 则 可 计算 出 如 sm ,而 且 方程 组 (12) 的 第 一 个 
方程 ( 当 大 =1 工 时) 为 
<(po 十 P)7mal 十 户 1122 一 &I 一 产 oz0 (13) 


表 5.8 针对 三 次 样 条 的 端点 约束 
第 赂 描述 包含 nm 和 mw 的 方程 
() 三 次 紧 压 样 条 ,确定 S (ao),8 (a) | mm= 关 (由 -Sao)- 吕 
《如果 导 数 已 知 ,这 是 “最 佳 选择 ”) 


3 
Rn-l 








(8S (xyw) 一 tr-1) 一 轴 


天 二 


(ii nahural 三 次 样 条 (一 条 “松弛 虞 线 ") | mm -0.m 0 

iii) 外 推 8(x) 到 端点 mao = mn， -和 1 ) 

Ar-TCmw-i ~ mv-2) 
上 -2 


Pay 二 JJ- 二 


(iv) 9 (zx) 是 靠近 端点 的 常量 PH 二 yy IN = 二 mw-l 
_〈v) 在 每 个 端点 处 指定 S"(z) mo = 匀 (z) ,my = 中 (xy) 
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同 理 ,如 果 给 定 mv , 则 可 计算 出 几 ;mw ,而 且 方 程 组 (12) 的 最 后 一 个 方程 ( 当 有 =N-1l 
时 ) 为 
户 N_27111N -2 十 2(N -2 十 N_IN 1 一 NI 一 有 N_-LN (14) 
考虑 方程 组 (12) 以 及 方程 (13) 和 方程 (14) ,其 中 大 E=2,3,……,N-2, 可 形成 N -1 阶 线性 方程 
组 ,包含 系数 mi ,ma ，…，,mw_io 
如 果 不 考 虑 在 表 4$.8 中 选择 的 特定 策略 ,可 重 写 方程 组 (12) 中 的 方程 1 到 方程 w - 1, 得 
到 一 个 包含 m ,mmnw_ 的 三 角 线 性 方程 组 FM = Y ,表示 为 


P C1] | 蕊 1 

Cl 2  c) 7772 Z2 
=| (15) 

CQN-3 DDN-2 CN-2 | |mN-? UN 一 2 

aN -2 pnN-l1il lmN-l UN-1 


线性 方程 组 (15) 具 有 严格 对 角 优 势 ,并 有 惟一 解 (细节 参见 第 3 章 )。 当 得 到 系数 |m | 后 ,可 
利用 如 下 公式 计算 SA x) 的 样 条 系数 | 3/ 


AKC 十 mk) 


S ,0 一 了 以 ， s 1 三伏 
和 
2 0 
为 了 更 有 将 地 计算 ,每 个 三 次 多 项 式 8,(x ) 可 表示 成 笠 套 乘 的 形式 ， 
ok(X) 一 《CSk3 急 十 吕 2) 切 十 中 1 十 其 ， 其 中 也 三 区 一 外 (17) 


其 中 SCxz) 在 区 间 你 迄 xx 和 和 , 内 使 用 。 

结合 表 5.8 中 的 策略 和 方程 组 (12) ,可 构造 在 端点 处 有 特殊 性 质 的 三 次 样 条 。 特 别 是 
表 5.8 中 的 mo 和 mnw ,可 用 来 定制 方程 组 (12) 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 方程 ,并 形成 W ~1 阶 方 
和 枉 组 (15)。 然 后 可 求解 对 角 方 程 组 的 系数 mi , ma ,，…, mw.i。 最 后 用 式 (16) 求 出 样 条 系数 。 
下 面 指出 了 对 不 同类 型 的 样 条 如 何 构造 方程 组 。 


5.3.5 端点 约束 


下 面 的 5 个 引 理 说 明了 对 表 $.8 中 的 不 同 端点 约束 ,要 求解 的 三 角 线性 方程 组 的 形式 。 


引 理 $. 半 紧 压 (clamped) 样 条 ] 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 一 阶 导 数 的 边界 条 件 是 S'(a) 
=d 和 3S (28)=dn。 
证 明 : 求 解 下 列 线性 方程 组 
(和 十 20 ml 十 it2 三 WU1I 一 3(d0 一 SCxo)) 
2k--17K-1 十 20Ak-1 十 和 Dot 十 放 ak 一 内 其 中 一 2, 3 ，N 一 2 


3 
疡 N_211N -2 十 (28N_? 十 了 AN-1JmN-| 一 UN_1 一 3(S CN) 一 dh @@ 


批注 紧 压 样 条 在 端点 有 斜率 。 紧 压 样 条 可 想像 为 ,用 外 力 使 季 软 而 有 弹性 的 木 杆 经 过 数据 
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点 ,并 在 病 点 处 使 其 具有 固定 斜率 。 这 样 的 样 条 对 于 画 经 过 多 个 点 的 光滑 曲线 的 绘图 员 相 当 
有 用 。 
引 理 S$.2(natural 样 条 ) 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 , 它 的 自由 边界 条 件 是 8Y(aJ)=0 和 (人 =0。 


证 明 :求解 下 列 线性 方程 组 
<(Po 十 睛 ID) 十 瑚 12 三 2 
A-172k-1 十 21-1 十 由) 十 有 KE 三 必 ， 其 中 天王 2,3…，N--2 
AN-21N-2 十 2(PN-2 十 AN-1N_ LI 一 UN -li @@ 


批注 ”natural 样 条 是 柔软 有 弹性 的 木 杆 经 过 所 有 数据 点 形成 的 曲线 ,但 让 端点 的 斜率 自由 地 

在 某 一 位 置 保持 平衡 ,使 得 曲线 的 播 摆 最 小 。 它 在 对 有 多 位 有 效 数字 精度 的 试验 数据 进行 曲 

线 拟 合 时 很 有 用 。 

引 理 5.3[ 外 推 (extrapolated) 样 条 ] 存在 惟一 的 三 次 样 末 曲 线 , 其 中 通过 对 点 x 和 xx 进行 外 
推 得 到 8 (ae), 同 时 通过 对 点 ww _ 和 ww) 进行 外 推 得 到 8 (5)。 


证 明 : 求 解 下 列 线性 方程 组 : 


/2 A^ 
3p0 十 271 十 二 mt 人 1112 一 1] 
天] 疡 | 


恢 一 TO- 十 2(Mf-1 十 承 )0k 十 有 2 一 其 中 大 一 2 3 N2 
2 


Re， PN-_ 
hiN_2 -一 一 | mw 2? 十 26N-2 十 3hN_1 十 一 | mw 1 一 wN @@ 
AN-2 PN-2 





批注 外 推 样 条 等 价 于 端点 处 的 三 次 多 项 式 曲线 是 相 邻 三 次 多 项 式 曲 线 的 扩展 形成 的 样 条 ， 
也 就 是 说 , 样 条 曲线 在 区 间 [ xo, xz ] 内 形成 单个 三 次 多 项 式 曲线 ,同时 在 区 间 [ > ，， > ] 内 形成 
万 一 个 三 次 多 项 式 曲 线 。 
引 理 $.4[ 抛 物 线 终结 { parabolically termminated ) 样 条 ] 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 中 在 区 间 
| xi | 内 S$ (x) 三 0， 而 在 | xv ; ,YX 内 S (xx) 三 0。 
证 明 :求解 下 列 线性 方程 组 ， 
(3Ppo 十 211)71 十 产 1m12 一 
ATOK 1 十 2( 了 -1 十 大 12 十 天 KK 二 1 一 2 其 中 KK 一 2, 3.…. AN -2? 
AN-21N-2 十 (2hN -2 十 3hN_UaN_i 一 RN 1 作 
批注 在 区 间 [xo,x, ] 内 S$ (xz)= 拓 0 使 得 在 区 间 [ xo, xi,] 内 三 次 多 项 式 曲线 退化 为 二 次 多 项 式 
曲线 ,同时 在 区 间 [ xw_, ,xxw ] 内 也 发 生 同 样 的 情况 。 
引 理 $.$[ 冰 点 曲率 调整 (end-point curvature-adjusted) 样 条 ] 存在 惟一 的 三 次 样 条 曲线 ,其 中 
一 阶 陡 数 的 边界 条 件 8%(a) 和 8(b) 是 确定 的 。 
证 明 :; 求解 下 列 线性 方程 组 
2(p2o 十 户 1)7mzl 十 Prz2 一 2 一 放 0S7(x0) 
kk-1 十 20ak-1 十 和 Dak 十 Am 二 内， 其 中 一 2. 3 ... N_7 
AiN-21mN-2 十 2(hN_ 2 十 庆 N_UmN 1 二 RN 一 PN-1S (xN) @ 
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批注 通过 对 9%(c) 和 8%(b) 赋 值 , 可 调整 每 个 闪 点 的 曲率 。 
下 面 的 5$ 个 例子 显示 了 不 同样 条 的 行为 。 通 过 混合 端点 条 件 可 得 到 更 广 的 样 条 形式 ,这 
留 给 读者 进行 研究 。 
例 $.7 求 三 次 紧 压 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0),(1,0.5),(2,2.0) 和 (3,1.5), 且 一 阶 导 数 的 边界 
条 件 为 9(0) =0.2 和 (3) = -1。 
解 :首先 计算 下 面 的 值 : 
A0 一 有 ij 三 Am 一] 
do = (7y1 一 y0)/ po = (0.5 -- 0.0)/1 = 0.5 
dl1 = (7 一)/AI 三 (2.0 一 0.5)7/1 三 1.5 
d2 三 (7y3 一 2)/ji2 三 (1.5 一 2.0)/1 = 一 0.5 
1 = 一 0di 一 加 )=0(01.3 一 0.9) = 6.0 
2 一 0(d2 一直 ) 二 0(-0. 和 一 1.$) = 一 12.0 


然后 利用 引 理 $.1 得 到 如 下 方程 组 ， 


3 
(3 十 > ml 十 m2 一 6.0 一 3(0.5--02)=5.1 


3 
访 ] 十 (4 十  ) mm2 一 一 12.0 一 3( 一 1.0 一 (-0.5)) = 一 10.5 


将 上 述 方程 组 进行 简化 并 表示 成 给 阵 形 式 , 可 得 到 


3.$ 1.0 MI 9.1 

1.0 3.53||1m2| [| 
直接 通过 计算 可 得 到 方程 组 的 解 mi =2.25 和 m; = -3.72。 现 在 将 它们 代入 表 5.8 的 (i) 
中 的 方程 组 ,以 求解 系数 J720 和 TY3 


2.3572 
Ai0 一 3(0.5 一 0.2) 一 -= 一 0.3J0 


一 3.72 
1413 一 3( 一 1.0 十 0.$) 一 = 0.36 


接 下 来 ,可 求 出 mo = -0.36,mi; =2.25,m = -3.72， mm =0.36, 并 将 它们 代入 方程 组 (16) 
求解 样 条 系数 。 结 果 为 


So(Cr) = 0.48x” 一 0.18x2 十 0.2x < 和 xx】 
Si) 三 一 1.04(r 一 1 十 1.260 一 1? 
十 1.28(x 一 1) 十 0.5 1 委 x 委 2 (18 ) 
Sr) 三 0.68(x 一 2)7 1.86( 一 2)? 
十 0.68(x --2) 十 2.0 2 委 x 妇 3 
三 次 紧 压 样 条 如 图 $.12 所 示 。 加 


例 S$.8 求 natural 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0) 和 (3,1.5) , 且 自 由 边界 条 
件 为 8%(x)=0 和 8 从 (3) =0。 


解 : 使 用 例 5.7 中 计算 出 的 同样 的 值 | 太 上 ,| 相 1 和 { 加 十 然后 根据 引 理 5.2 可 得 方程 
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2( 十 ml 十 1 一 0.0 
111 十 2 人 十] 一 一 12.0 


4.0 1.011ll 0.0 

区 40| | ma|=|-12.0 
很 容易 求 出 ml = 2.4 和 ma = -3.6。 由 于 mo= 8 (0) =0 和 ma= 8(3) =0, 所 以 使 用 广 
程 组 (16) 求 解 样 条 系数 的 结果 为 


线性 方程 组 的 矩阵 形式 为 


So(0r) = 0.4 刀 十 0.1x 0 三 YY 芝 1 
Si) 一 一 一 3 二 120c 一 1 
十 1.3(x 一 1 十 0.5 1 委 x 扫 2 (19) 
SOx) =0.6(x 一 2 一 1.8(c 一 2)? 
二 0.7(X 一 2) 十 2.0 2 和 YY 扩 3 
natural 三 次 样 条 曲线 如 图 $.13 所 示 。 国 
了 了 
2.0 2.0 
1.5 1.5 
1.0 1.0 
0.5 0.5 
示 才 
00 05 10 15$ 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0 
图 $.12 三 次 紧 压 样 条 ,边界 条 件 为 图 5.13 natural 三 次 样 条 ,边界 条 件 为 
8 (0) =0.2 和 8 (3)= -1 S"(0)=0 和 S*(3)=0 


例 S$.9 求 外 推 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0) 和 (3,1.5)。 


解 :使 用 例 .7 中 的 值 | 和 | ,| es 和 | 全 二, 并 根据 引 理 $.3, 得 线性 方程 组 


(3 十 2 十 ])mi 十 (一 1 )112 二 0.0 
(1 一 jwli 十 (2 十 3 二 1) 一 一 12.0 


6.0 0.0 | | mm 加 6.0 
0.0 060.0||1m2>1l | 一 12.0 
可 求 出 解 为 mi = 1.0 和 ma = -2.0。 现 在 将 它们 代入 表 5.8 的 ( 诈 ) 中 的 方程 组 ,并 计算 


mo0 和 mma : 


其 矩阵 形式 为 


mo 一 1.0 一 (-2.0 一 10) =4.0 
1m3 一 一 2.0 十 (-2.0~ 1.0) = -5.0 


最 后 将 | ms 代入 方程 (16) 求 解 样 条 系数 ,可 得 
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S0(x) 一 一 0.Sz 十 2.0r 一 x 0 入 xx 去 1 
SU) = -0.$G 一 113 二 0.5SCr 一 1) 
十 1.$(x 一 1) 十 0.5 1<x 委 2 《20 ) 
Sr) 三 -0.50 一 2 一 人 一 2)? 
十 (x 一 2) 十 2.0 2 之 xx 二 3 
外 推 三 次 样 条 曲线 如 图 $.14 所 示 。 本 


例 $.10 来 挑 物 线 终结 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0) 和 (3,1.5)。 


解 :使 用 例 $.7 中 的 值 j| 刀 | [dj 和 殷 所 根据 引 理 $.4 可 得 
(3 十 2)mi 十 Ma 三 6.0 
mi 十 (2 十 3)ms = 一 12.0 


50 1.0]1[o] 『 60 

10 SS.012| 1-12.0 
可 得 结果 为 mi =1.73 和 ms = -2.7S$。 由 于 在 每 个 端点 的 子 区 间 内 %(x)s0, 根 据 表 5.8 
的 (iv) 中 的 方程 组 ,可 得 mi =mi =1.75 和 mi;=m, = -2.75。 然后 将 | ma 上 的 值 代 入 方程 


组 (16) ,可 得 


其 矩阵 形式 为 





So(x) 一 0.87Sx< 一 0.37Sxy 0<* 近 1 
Si0r) = -0.7$0 -1D3 十 0.875(r 一 1)? 
(21) 
十 1.373(x 一 1) 十 0.5 1 和 xx 太 2 
2() 三 一 1.37$( 一 2) 十 0.8750r 一 2 十 2.0 2 巡 * 势 3 
抛物 线 终结 样 条 曲线 如 图 5.15 所 示 。 国 
了 了 
2.0 
] .$ 
1L.0 
心 .3 
必 基 
.0 03 10 13 20 25 30 .0 3 10 1 20 25 30 
图 S$.14 外 推 三 次 样 条 曲 线 图 5.15$ 抛物 线 终结 样 条 曲线 


例 S.1it 水 端点 曲率 调整 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0) 和 (3,1.5) ,而 且 二 阶 导 


数 边 异 条 件 8 (0) = -0.3 和 他 (3) =3.3。 


解 :使 用 例 5.7 中 的 值 1 和 | 和 | 四 并 根据 引 理 $.5 可 得 


<(1 十 TD)mi 十 ma2 一 6.0-(--0.3) 一 6.3 
1 十 2(1 十 1)mma2 一 一 12.0 一 (3.3) = 一 15.3 
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4.0 1.011mi| 0.3 
1.0 4.011wz7z| | -1S.3 


其 给 阵 形式 为 





方程 组 的 解 为 7 扩 ] = .7 和 1712 二 一 4.3o。 根据 边界 条 件 可 得 110 三 (0 ) = 一 0.3 和 1713 三 


S (3) =3.3。 将 | mi} 的 值 代 入 方程 组 (16) 可 得 
So = 0.$ 刀 一 0.1$2z2 二 0.1Sx 0 委 x 执 1 
Si) 一 一 12( 一 13 十 1.35Cc 一 1? 
十 1.3S(x 一 1 十 0.5 1 和 xx 和 2 
S xz)=13(0 一 2) 一 2.2S(x 一 2 
二 0.45(xz -- 2) 十 2.0 2 巡 x 扫 3 
端点 曲率 调整 样 条 曲线 如 图 S.16 所 示 。 
由 


0.5 


00 05 10 15 20 25 30 
图 5.16 端 所 曲率 调整 样 条 曲线 ,满足 8 (0) = -0.3 和 (3) =3.3 


5.3.6 三 次 样 条 曲线 的 适宜 性 


(22) 


伴 条 曲线 的 一 个 实用 性 质 是 它们 的 摆动 极 小 。 因 此 ,所 有 的 函数 F(x) 在 区 间 [a , 有 内 二 


户 疡 
1/ (Sr)) dx 二 1/ (F(Or)) dx 


证 明 : 利用 分 部 积分 法 ,并 根据 端点 条 件 可 得 


四 
1/ 9 GO)(CF (xz) 一 SOx))dx 


X 一 也 
= -SG| -sweD -seo)ar 


必 
=0 一 0 一 1/ S CI)CF GE) 一 Co))dr 


次 连续 可 微 ,同时 经 过 给 定 的 数据 点 集 {(xi,y )|， 而 县 三 次 样 条 曲线 的 摆动 相对 较 小 。 下 
面 的 绪论 解释 了 这 一 现象 。 


定理 5.4 (三 次 样 条 曲线 的 极 小 性 质 ) 设 Fe Cz[a,b], 且 Stx) 是 惟一 经 过 点 {(x ,Fo )) 祝 的 函 
数 .所 zx) 的 三 次 样 条 插值 曲线 ,并 且 满足 紧 压 端点 条 件 S'(a) = fa) 和 8(D)= 广 (B)， 则 


(23 ) 
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由 于 在 子 区 间 | xz y 光 5 + 1] ] 内 S (xz) 一 05， 3 ,所 以 可 推导 出 
/YoeoD -seD)ax=eaeD -sc = 


大 


其 中 =0,1,…,N-1。 因 此 .S%(z)(F"(xz) -YY(x))d =0, 而 且 可 推导 出 
， 
1/ SoD PoDdzr 1/ (SCD)2dx (24) 
由 于 0<(F"(xz) - %(z)), 可 得 到 积分 关系 


户 
0< 1/ (PooD -SCD)2dx 


5 (25) 
一 1/ (Foodx 一 2 1/ 广 (x)S (xz)dx 十 / (SC0D)) dx 
现在 将 式 (24) 的 结果 代 人 式 (2$) 可 得 
0 苹 1/ veoD)z2d 一 1/ srcD)2dx 
重 写 上 式 很 容易 得 到 关系 式 (23) ,定理 得 证 。 @ 


下 面 的 程序 根据 数据 点 {(xs ,ye )|eo 构 造 三 次 紧 压 样 条 插值 。 输 出 矩阵 $ 的 第 上 - 1 行 
是 St(x) ,其 中 上 =0,1,，,N-1I 的 按 降 序 排列 的 系数 。 在 习题 中 ,读者 要 根据 其 他 如 表 5.8 
和 引 理 5.2 到 引 理 5.5 所 描述 的 端点 条 件 ,修改 下 面 的 程序 。 


程序 5.3( 三 次 紧 压 样 条 曲线 ) 根据 N+1 个 点 1(z,yi jj 六 构造 并 计算 三 次 紧 压 样 条 播 值 
SCX)。 


function S=csftit(X,Y,dxo ,dxny) 


hhInput - X is the lxn abscissa Vector 
扒 - Y is the 1xn ordinate vector 
-~ dx0o = 8:'(x0) first derivative boundary condition 


1 ”~ dxn = 8S' (xn) first derivative boundary condition 
putput - 83: Tows of S$ are the coeffticients ，in descendjiag 


放 order ，for the cubic interpolantg 


N=1ength(X)-1; 
H=diff(X) ， 

D=dift(YV) .VH; 
A=H(2:N-1) ， 

B=2* (HLL:N-1)+H(2:N)): 
C=H(2:N) ; 

U=6*Qiff(D) ，; 


phCLamped spPLine endpoint constraints 
BCt)=B(1)-~HC1)V2; 
UL17=U(C1)-3+r(D(t1)-dxO) ; 
BCN-1)=B(CN-t)-HCON)V2; 
UCN-1)=UCN-1)-3+(dxn-D(N) ) ; 
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for KX=2:N-I 
temp=A(Kk~-LI)VB(Kk-T) ; 
B(K)=B(K) -temnpkC(K-1) ; 
U(GKk)=U(k) -temp*U(K-1) ; 

enada 

MGCNJ=UCN-1) VBCN-tD) ， 

for KX=N-2:-1 :1 
MGCk+1)=(U(GK)-CCk)*M(CK+2))VABCK) ， 

end 

M(C1)=3+r(D(1)-dx0O)7VHCL)-M(2)7/2， 

MCAN+1)=3+x(dqxn-D(N))VRCN)7-MCN)7V2 

for X=O:N=-L 
SCKk+1,1)=(MCK+2)-MCK+1L1))AC6+HCK+1) 7) ; 
S(Kk+1l ,2)=M(Ck+1)77/2: 
SCk+t,3)=D(k+1)-H(k+1)》*(2+xM(k+L1)+M(k+2) )7/6; 
SCK+T ,4)=Y(CK+1l) ; 

ena 


例 S5.12 求解 三 次 紧 压 样 条 曲线 ,经 过 点 (0,0.0),(1,0.5),(2,2.0) 和 (3.1.5)] 而 且 一 阶 导数 
边界 条 件 8'(0) =0.2 和 8'(3) = - 


解 :在 MATLAB 中 进行 计算 : 
>>X=[0 1 2 3]; Y=[0 0.5 2.0 1.5] ;dx0=0.2， dxna= 一 1 ; 
>>S=Cc8fit(X,Y ,dx0 ,dxn) 
所 二 
0.4800 -0.1800 0.2000 0 
-~ .0400 1.2600 1.2800 0.5000 
0.6800 -1.8600 0.6800 2.0000 
要 注意 $ 中 行 的 元 素 是 例 $.7 中 方程 组 (18) 对 应 方程 的 系数 。 下 面 的 命令 亚 示 了 如 何以 
用 PoLywval 命令 画 出 三 次 样 条 插值。 产生 的 图 与 图 3 ,12 相同 。 


>>Xl=0:.01:1; ylt=polyval(S(C1,:) ,xl-XC1)): 
>>X2=1:.01:2; y2=polyval(S(2,:) ,x2-X(2) ) ， 
>>x3=2: .01:3; y3=polyval(S(3,:),x3-X(3)) ， 
>>PlLot(xt ,yl,x2,y2,X3,y3,X,Y,， .1) 国 


5.3.7 习题 


1. 设 有 多项式 SCX)=ao+aX+aa% +asw3。 
《a) 证 明 根 据 条 件 S(1) = 1,S'(1) =0,S(2) =2 和 y (2)- 0 可 得 到 如 下 方程 组 ， 
0 十 Qi 十 Q2 十 463 一 
4a1 寸 242 十 3as =0 
a0 十 241 十 4a2z 十 8a3as = 2? 
dl 十 4a2z 十 12a3 = 0 


(b) 求解 (a) 中 的 方程 组 ,并 根据 结果 画 出 三 次 多 项 式 曲线 。 
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2. 设 有 多 项 式 SCx)=a+ax+a 和 +asx 。 
(a) 证 明 根 据 条 件 S(1) =3,S(1) = -4,S(2) =1 和 (2) =2 可 得 到 如 下 方程 组 : 
0 十 CI 十 dz 十 603 王 3 
41 十 Za 十 jas 一 一 4 
ca0 十 2al 十 4a2z 十 8a3= 1 
al 十 4a2 十 1243 = 2 


(b) 求解 (a) 中 的 方程 组 ,并 根据 结果 画 出 三 次 多 项 式 曲 线 。 
3. 判断 下 列 哪些 本 数 是 三 次 样 条 。 提 示 : 函数 F(x) 是 否 满足 定义 $.1 中 的 个 性 质 ? 


(a) fx) = 于 一 4 十 1577 一 全 大 委 Y 委 “ 
浆 + 塑 zx 一 21x2 十 是 x3 2 委 x 委 3 
11 一 24xr 十 18x2 一 4x3 1 委 x 委 2 

X) 一 
(b) 一 S$4 十 72x7 一 30xr< 十 4x3 “和 和 3 
18 -- 守 x 十 26x2 一 县 z3 1 委 x 委 2 
(ec) Foo = 
-70 十 六 x 一 40xz2 十 县 x3 2 委 基 < 委 3 
0 13 一 31xr 十 23x2 一 Sx3 1 入 x 委 2 
d) fx) = 
(d， -35$ 十 $lx 一 22x< 十 3x3 2 和 xx 入 3 


. 求 三 次 紧 压 样 条 上 曲 线 ,经 过 点 (- 3,2),(-2,0),(1,3) 和 (4,1) ,而 且 一 阶 导 数 边 界 条 件 
S -3)= -1 和 SS (4)= -1。 
. 求 三 次 紧 压 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),( -2,0),(1,3) 和 (4,1) ,而 且 自 由 边界 条 件 S( - 3) 
=0 和 (4) =0。 
. 求 外 推 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),( -2,0),(1,3) 和 (4,1)。 
7. 求 抛物 线 终结 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),( -2,0),(1,3) 和 (4,1)。 
8. 求 曲率 调整 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 ( -3,2),( -2,0),(1,3) 和 (4,1) ,而 且 二 阶 导数 边界 条 

件 8(-3)= -1 和 他 (4) =2。 

9 (a) 求 三 次 紧 压 样 条 曲线 ,经 过 点 集 {( 生 ,7 和 ))i-。, 其 中 (xz) = x+2/x, 横 坐标 为 x = 
ij/2 ,xi = ] , x，= 3/2 和 Ma = 2。 一 阶 导 数 边 界 条 件 为 S (2xo ) = jxo) 和 S 《23 ) 二 
广 (x3)。 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 和 三 次 紧 压 样 条 插值 。 

(b) 求 natural 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 {|(x ,FA(xz ))13. 中 其 中 F(x) =x+2/x, 横 坐标 为 
xo = 1/2,%l =1,x2 =3/2 和 xs =2。 二 阶 导数 边界 条 件 为 8%(xo) =0 和 8(x,)=0。 在 
同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 A 和 natural 三 次 样 条 插值 。 

10. (a) 求 三 次 紧 压 样 条 曲线 ,经 过 点 集 |( xz,jF(m))R ,其 中 F(x) = cos(z)2, 横 坐标 为 

sxo =0,xi =V mrl2,xa =V3r2 和 xs =V5r/2。 一 阶 导数 边界 条 件 为 9(x ) = 让 (xxo) 和 

S (x) = 矿 (xs)。 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 /和 三 次 紧 压 样 条 插值 。 

(b) 求 natural 三 次 样 条 曲线 ,经 过 点 集 {(x, F(z ))} ,其 中 (xz) = cose(x), 横 坐标 为 

xo =0,xi = Vrl/2,x， = V3r/2,x， = VSX/2。 二 阶 导 数 边界 条 件 为 Y%(w ) = 0 和 

S xs) = 0 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 函数 /和 natural 三 次 样 条 播 值 。 


小 


(hn 


一 


于 


12 


13. 
14， 
1s . 
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利用 下 列 蔡 换 表 达 式 


XKT+1 一 卷 一 由 十 (Ck 一 并) 
和 
(zk+1 一 芒 一 财 十 3A8O 一 切 十 3AO0K 一 X) 十 CCxk 一 和 
证 明 当 方程 (8) 扩 展 为 (xs -xx) 的 寡 的 形式 时 , 它 的 系数 是 方程 组 (16) 中 给 出 的 系数 。 
设 每 个 三 次 函数 S (xz) 在 区 间 [x xs] 内 ， 
(a) 给 出 计算 六 ”Si(x) dx 的 一 个 公式 。 


然后 根据 下 面 指出 的 习题 的 (a) 部 分 计算 / S(*) dx。 


(b) 习题 9 (c) 习题 10 

如 何 结合 表 5.8 的 策略 (i 和 方程 组 (12) 得 到 引 理 $.1 中 的 方程 。 

如 何 结合 表 5.8 的 策略 ( 广 ) 和 方程 组 (12) 得 到 引 理 5.3 中 的 方程 。 

(a) 使 用 点 x = -2 和 >% =0, 证 明 函 数 Fix) = 和 妇 -> 在 区 间 [ -2,0] 内 的 三 次 紧 压 样 条 播 
值 是 其 自身 。 

(pb) 使 用 点 xo = -2,x; =0 和 >* =2, 证 明 函 数 HKx)= 妇 -xy 在 区 间 [ -2,2] 内 的 三 次 紧 压 
样 条 插值 是 其 自身 。 
注 /在 *; 处 有 一 个 拐点 (infiection point)。 

(c) 根据 (a) 和 (b) 的 结论 ,证明 任意 三 阶 多 项 式 HKx) = ao+ ax+wxi+owoo 妇 在 任意 闭 
区 间 La ,多 内 的 三 次 紧 压 样 条 捅 值 是 其 自身 。 

(d) 对 于 从 引 理 5.2 到 引 理 $.5 描述 的 其 他 4 种 三 次 样 条 插值 ,有 类 似 (c) 的 结论 吗 ? 


5.3.8 算法 与 程序 


1 . 


一 个 轿车 在 时 间 # 时 经 过 的 距离 为 由 ,如 下 表 所 示 。 使 用 程序 5.3, 并 根据 一 阶 导数 边界 
条 件 S(0) =0 和 8 (8) = 98, 求 这 些 数 据 的 三 次 紧 压 样 条 插值 。 


8 克 10T2 4 [6 
焉 离 , 履 | 0 | 40 | 160 | 300 | 480 


. 修改 程序 5.3, 根 据 给 定数 据点 集 , 求 (a) natural 三 次 样 条 播 值 ,(b) 外 推 三 次 样 条 插值 ,(e) 


抛物 线 终结 三 次 样 条 插值 ,(d) 端点 曲率 调整 三 次 样 条 播 值 。 


. 使 用 上 题 中 的 程序 ,根据 点 (0,1) ,(1,0),(2,0),(3,1),(4,2),(5,2) 和 (6,1), 求 5 种 不 同 的 


三 次 样 条 播 值 ,其 中 8S (0) = -0.6,8S (6) = -1.8,8(0) =1 和 5S%(6) = - 1。 在 同一 坐标 系 
中 , 画 出 这 5 个 三 次 样 条 插值 和 这 些 数 据点 。 


' 使 用 第 2 题 中 的 程序 ,根据 点 (0,0),(1,4),(2,8),(3,9),(4,9),(5,8) 和 (6,6), 求 5 种 不 同 


的 三 次 样 条 揪 值 ,其 中 $9 (0) =1,8'(6) = -2,8(0) =1 和 (6)= -1 在 网 一 坐标 系 中 ， 
于 出 这 $ 个 三 次 样 条 播 值 和 这 些 数 据点 。 


:下面 的 表 给 出 了 在 洛杉矶 的 郊区 12 小 时 内 每 个 小 时 的 温度 (华氏 温度 )。 根 据 这 些 数据 求 


natural 二 次 样 条 捅 值 。 在 同一 坐标 系 中 , 画 出 natural 三 次 样 条 播 值 和 这 些 数据 。 根据 natu- 
ra 三 次 样 条 插值 和 习题 12 的 (a) 部 分 的 结论 求 12 小 时 内 的 平均 温度 近似 值 。 
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EC 
58 7 











] 

2 8 8 

3 S8 9 00 
4 58 10 04 
] 37 ] 1] 07 
6 57 


6. 使 用 三 次 紧 压 样 条 插值 近似 在 区 间 [ - 3,3] 内 的 函数 Kx) = x -~ cos(x3)。 


5.4 傅 里 时 级 数 和 三 角 多 项 式 


科学 家 和 工程 师 经常 研 究 一 些 具 有 周期 性 的 现象 , 如 光 和 声音 。 它 们 可 用 函数 e(x) 描 
述 :对 所 有 的 x, 有 
8 十 忆 ) 一 8Cx) (1) 
数 已 称 为 函数 的 周期 。 
设 函 数 的 周期 为 2r。 如 果 gx) 的 周期 为 忆 , 则 xx) = egLPx/2m) 的 周期 为 2r。 这 可 通过 
下 式 进 行 验证 : 


书 己 
/e+2o=s( 庆 +-=s( 自 ) -yo 《2) 
此 后 ,在 这 一 节 中 ,人 很 设 函 数 ALx) 的 周期 是 2r, 即 对 所 有 的 yx, 有 
jc 十 27) 三 (rr) 《3) 


通过 重复 函数 在 某 个 长 度 为 2r 的 区 间 内 的 图 形 ,可 构成 整个 函数 的 图 形 , 如 图 5.17 所 示 。 


J 


y=J 帮 0) 


图 5.17 周期 为 2x 的 连续 函数 Ax) 


例如 函数 sin( 产 ) 和 cos( 产 ) ,其 中 1 是 整数 ,是 周期 为 2x 的 函数 。 这 时 会 产生 下 面 的 问 
题 : 一 个 周期 函数 是 否 能 表示 为 包含 ecos( 产 ) 和 5sin( 产 ) 的 项 的 和 ? 下 面 将 看 到 ,对 所 有 感 
兴趣 的 情况 ,答案 是 肯定 的 。 
定义 S.2 ”如 果 存 在 值 1 有，…, 丰 满足 ao=ft < < <t=b 函 数 Fx) 在 每 个 开 区 间 革 ， 
<x<pot=12 及 站 是 连续 的 ,而 且 函 教 在 每 个 端点 志 有 左 极限 和 右 极限 , 则 称 函 数 
人 几 x) 在 区 间 [ a,b] 内 分 段 连续 。 如 图 5.18 所 示 。 公 
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?= 斤 o oo 


-一 DO 





O Q= 有 0 1 12 。。。 -7 太 -】 妈 = 忆 
图 $.18 在 区 间 [ae, 内 的 分 段 连续 郴 数 


定义 $.3 设 Fx) 是 周期 函数 ,周期 为 2r, 而 且 FLx) 在 区 间 [ -rr,r] 内 分 段 连 续 , 则 F(x) 的 全 
里 时 级 数 S(x) 表 示 为 


SG) = 了 + cos(jz) 十 思 sin(j) Cd) 
这 里 的 系数 w 和 避 可 用 欧 柱 公式 计算 得 到 : 
4j 一 = 人 jx) cos(JX)dxz， 其 中 一 0， 1 ，… (5) 
和 
六 = = Fo sin(jz)dxz， 其 中 三 = 1，2，…， (6) 
人 


引入 傅 里 叶 级 数 (4) 中 的 常数 项 ao/2 的 因子 二 ,使 得 ee 可 通过 设 ) = 0 并 计算 公式 (5) 得 到 。 
下 面 讨论 了 傅 里 时 级 数 的 收 伍 性 。 
定理 5.$( 傅 里 时 级 数 展开 ) 设 S(x) 是 F(xz) 在 区 间 [ - r,z] 内 的 傅 里 叶 级 数 。 如 果 大 (zx) 在 

区 间 | - r,rj] 内 是 分 段 连续 的 ,而 且 在 区 间 内 的 每 个 端点 有 左 导 数 和 右 导 数 , 则 SCx) 对 

于 所 有 多 E1| -T, 区 是 收 化 的 。 对 于 所 有 的 点 尼 E[ -TXT|] ,存在 关系 式 

9J(X) 一 三 (x) 
其 中 ARx) 是 连续 的 。 如 果 *=a 是 函数 的 不 连续 点 , 则 
一 十 
So = 症 7 

这 里 扩 a ) 和 ae” ) 分 别 表示 左 棚 限 和 右 极限 。 这 样 , 可 得 到 傅 里 叶 级 数 扩展 表达 式 ， 


jD = 了 十 (Cj cosUa 十 蕊 sinGa) (7) 
了 一] 
在 本 小 节 最 后 ,有 推导 公式 (53) 和 公式 (6) 的 简明 描述 。 


例 S.13 设 在 区 间 -r<x<r 内 有 函数 Fx)=x/2, 周 期 性 满足 Kx +2r) = F(x) ,证明 它 的 傅 
里 叶 级 数 可 表示 为 


一 (一 1)7+1 Sin(2x) sin(3x) 
jx) 一 
和 





Sin(J1Y) 一 Sin(xr) 一 一 一 -一 十 一 -一 .，,， 
大 ) (r) 7 十 一 
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解 :利用 欧 拉 公 式 和 分 部 积分 法 可 得 


1 fx 
一 一 二 COS(LJXJ) GdX 一 
QI 本 用 OS(JXY) 


XSin( jx) cos(C7Y) 1 


2Tr 1 2T 产 











一 近 
其 中 ] =1,2,3,……, 和 

一 YXCOSCJx) Sin(jx)1r (一 T)/+1! 
2T 1 2T 





上 fx 
二 er 1 人 er - 
pi = 厂 7 SIn(JXx) dx 一 加 


苞 





其 中 ) = 1.,2,3，…。 系数 C0 为 


1 7 X Xe | 
一 一 一 人 一 一 一 
和 二 4T | 一 7 


通过 计算 可 知 余 统 函数 的 系数 为 零 。 函 数 F(xz) 和 部 分 和 





Sr) = sin(x) 一 2 
S3(x) = Sin(x) 一 Sin(2) SC) 
“ 3 
和 no sinGz) sinddz) 
， SI 和 Si1n1 3 区 四 Sinf4x 
S4(x) 一 Sin(x) 一 -7 十 2 
如 图 $.19 所 示 。 。 


y = 





图 5.19 在 区 间 [ - r,zx] 内 的 函数 Fx) = */2 和 三 角 近 似 S;(x),S(z) 和 8 (xz) 
下 面 是 傅 里 时 级 数 的 一 些 一 般 性 质 。 相关 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 
定理 5.6 (余弦 级 数 ) 设 FLx) 是 偶 函 数 , 即 对 所 有 的 用 ( -2x)= (xs)。 如 果 fx) 的 周期 
为 2r, 而 有 全 F(x) 和 三 (x) 是 分 段 连续 的 , 则 xx) 的 傅 里 叶 级 数 只 包含 余弦 项 ， 


1 一 了 yeos0 (8) 
了 一 


其 中 nx 
0 三 5 Jr)cosU) dz， 其 中 = 0 1 … 《9) 
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定理 $.7( 正 羽 级 数 ) 设 F(x) 是 奇 函 数 , 即 对 所 有 的 xx 有 -xxY)= -A(z)。 如 果 As) 的 周期 
为 2r ,而 且 FLx) 和 (zx) 是 分 段 连续 的 , 则 F(x) 的 傅 里 叶 级 数 只 包含 正 强项 


Jr) = 》 6jsin(jzr) (10) 
j=1 
其 中 
记 ) = 于 Jr)sin(jxJ)dxz， 其 中 = 2 … (11) 


例 S.14 设 在 区 间 -r<x<r 内 有 函数 jx)=1xl, 周 期 性 满足 F(x +2r) = F(x), 证 明 它 具 
有 傅 里 叶 余 弦 级 数 表达 式 








4 ccos((2 一 TDzx) 
1 一 Tc (227 一 1 
4 1 (37) (3X) 
和 邢 伟 侣 司 ( .3 大 蕊 避 全 (大 
=- 卫 - 区 (cosD+ 3 十 5 + 


证 明 : 由 于 函数 几 x) 为 偶 函 数 ,因此 根据 定理 5.6, 只 需 计算 系数 {a | : 


天 





2 fr 
oj= 二 人/ XCcosLx)jdx 三 


爷 J/ 
2cos(jr) 一 2 2((-17 一 1 
= 其 中 了 = 1，2，3，. 
风 / 了 J/ 


由 于 当 了 是 偶数 时 有 ((-1) - 1) =0, 所 以 余弦 级 数 只 有 奇 数 项 。 而 奇数 系数 具有 下 列 
模式 : 


2xSIn(jxr) 2cos( Jr) 
克 ./ 





一 4 一 4 一 4 
1 
系数 au 为 
mo= 和 人 rdx= 二 = 
这 样 , 可 得 到 式 (12) 中 的 系数 。 加 
定理 5.5 中 欧 拉 公式 的 证 明 : 设 傅 里 叶 级 数 存在 且 收 敛 。 为 确定 o ,可 对 式 (7) 的 两 边 进行 积 
分 ,得 到 


/ JJ) dx 一 / 攻 十 2 coOS(CJX) 十 已) ao dx 
一 / dx 2 人 coOS(CJX) Gx 十 2 Sin(jx)edx 
一 一 
一 XGO 十 0 十 0 
通过 对 上 式 进行 一 致 收敛 (参见 相关 的 高 级 教材 ) 来 调整 求 和 与 积分 的 顺序 ,可 得 到 
] 天 
mo= 元 | JJ) dx (14) 


(13) 


<34 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 
为 得 到 ca, , 设 m>0 是 一 个 固定 整数 ,在 式 (7) 的 两 边 滋 以 cos( mx ) 并 积分 ,可 得 


区 T Oo 页 
1/ 三 (YY) coS(ONXY) GdYX 一 订 1/ COS(1X ) CAX 十 》， Qi 1/ COS(JX) COS(1IX) dxX 
_ _ 密 | _ 


天 


罗 (15) 
+ Sin(JX)coS(AX) dx 
ji=1 “一 
根据 三 角 函 数 的 正 交 性 质 , 可 对 方程 (15) 进 行 简化 。 式 (15) 右 边 的 第 一 项 的 值 为 
了 人 coOS(1ATJ GX 一 2 一 人 (16) 


通过 利用 下 列 三 角 恒 等 式 可 得 到 包含 oos( 产 )cos( mx ) 的 项 的 值 ; 
] ， ] 
coOS(Jx) cos(ax) 一 5 cosS((J 十 有 )x) 十 5 cos((1 一 mi)x) (17 ) 
当 7z 闫 时 ,根据 式 (17) 可 得 


邢 | 并 
o | coOS(JX) coS(1X) GX 一 oj coOS(CU 十 r)XJdx 
一 碟 一 叶 


”na (18) 
十 5 人 cos((j 一 m)xz)dxz =0+0=0 
当 7= 普 时 ,积分 的 值 为 
amr 1/ cos(Jxr) cos(matx)cdxr 一 az (19) 
通过 利用 下 列 三 角 便 等 式 可 得 式 (15) 中 右边 包含 sin( 产 )cos( mx ) 的 项 的 值 。 
Sin( jx) cos(nx) 一 5 Sin((y 十 m)x) 十 5 sin((/ 一 ma)X) (20 ) 
对 于 式 (20) 中 的 所 有 了 7 了 和 普 , 有 
已) / sin(jx) cos(max) dx 一 5 / sin(() 十 mx)dx 
| Pax 〈21) 
十 记忆 人 sin(() 一 m)xz)dxz 一 0+0=0 
因此 ,把 式 (16) . 式 (18) . 式 (19) 和 式 (21) 代 入 式 (15) ,可 得 到 
ranm 一 人 (xz) cos(mx)dxz， 其 中 心 王 1 2， .…. (22) 
所 以 欧 拉 公式 (5) 成 立 。 同 理 可 证 欧 拉 公 式 (6)。 @ 
5.4.1 三 角 多 项 式 带 近 
定义 5.4 具有 如 下 形式 的 级 数 : 
71M(x) 一 了 十 yc jcos(jJx) 十 Dj Sin(jx)) (23) 


. /一 | 
称 为 1 阶 三 角 多 项 式 (trigonometric pojynonmial) 。 全 


第 S 章 曲线 所 会 2935 





定理 5.8( 离散 傅 里 时 级 数 ) 设 有 N+1 个 点 1(o yi)| 关 ,其 中 7 =o) ,而且 横 坐标 之 间 等 
距 , 即 : 

后 一 -二 其 中 = 0，1，….，N (24) 

如 果 F(x) 的 周期 为 2r, 而 且 2M< N, 则 存在 去 (23) 所 示 的 三 角 多 项 式 Ty(x) ,使 得 下 去 


的 值 取 小 。 


y do 一 TM (xb (25) 
多 项 式 的 系数 wo 和 及 可 通过 如 下 公 芭 计算 ， 
Qj 一 和 开 7eoemom 其 中 ] 三 0 1，……， 4 《26) 
和 AN 
记 - 六 27eosngm 其 中 ] = 1 2 …，M (27) 


尽管 公式 (26) 和 公式 (27) 用 节 小 二 乘法 定义 ,但 可 看 成 是 欧 拉 公 式 ($) 和 公式 (6) 的 积分 
的 数值 近似 值 。 欧 拉 公 式 给 出 了 连续 函数 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 ,而 公式 (26) 和 公式 (27) 给 
出 了 对 数据 点 集 进行 曲线 拟 合 的 三 角 多 项 式 系 数 。 下 面 的 例子 根据 函数 F(x) = x/2 生成 
数据 点 集 。 当 使 用 更 多 的 数据 点 时 ,三 角 多 项 式 的 系数 更 接近 傅 里 叶 级 数 的 系数 。 


例 S.1$ 根据 12 个 等 距 横 坐 标点 办 = -T+jkr6, 天 =1,2,…，,12, 求 解 点 集 {(x ,rs ))H2， 
的 5 阶 三 角 多 项 式 通 近 ,其 中 FLx) = */2, 并 比较 使 用 60 个 点 和 360 个 点 的 结果 情况 与 使 
用 例 5.13 中 Ax) 的 傅 里 叶 级 数 展 开 的 前 5 项 的 结果 情况 。 

解 :由 于 周期 展开 已 知 ,在 非 连续 点 ,函数 值 Flr) 必 须 利 用 下 列 公 式 进 行 计 算 ， 
_ 十 

1 = TDJ+faDJ -zz2 -0 (28) 

邓 数 几 x) 是 一 个 奇 函数 ,因此 余弦 项 的 系数 为 零 , 即 对 于 所 有 的 ] 有 ai =0。5 阶 三 角 多 

项 式 只 包含 正弦 项 ,结合 公式 (28) 和 公式 (27) 可 得 

15 (x) 一 0.9170486 sin(x) 一 0.4$34498 sin(2x) 十 0.26179938 sin(3x) 
一 0.1511499 sin(4x) + 0.0701489 sin(Sx 

7 (x) 的 图 形 如 图 $.20 所 示 。 

当 播 入 点 增 至 60 个 和 360 个 时 ,5 阶 三 角 多 项 式 的 系数 变化 很 小 。 当 数据 点 的 沾 数 增加 

赵 多 时 ,三 角 多 项 式 的 系数 越 接近 FLx ) 的 傅 里 叶 级 数 的 系数 。 结 果 的 比较 如 表 5.9 所 示 。 国 


表 5.9 比较 在 区 和 间 f( x) = 2 内 的 函数 [rm] 的 三 角 多 项 式 通 近 的 系数 


三 角 多 项 式 系数 
War 


《29) 



























1 0.977048062 0.99908598 0.99997462 1 .0 

pp2 | 一 0.45344984 一 0.49817090 -0.49994923 一 (0.3 

六 3 0.26179939 0.33058726 0.33325718 0.33333333 
p4 | 一 0.1$114995 一 (0.24033386 一 0.24989845 一 0U.295 

p5 0.07014893 0.195340972 0.19987300 0.2 
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儿 5.20 5 阶 三 角 多 项 式 号 (zx) ,根据 位 于 y = x/2 上 的 12 个 数据 点 


下 面 的 程序 构造 了 分 别 包含 M 阶 三 角 多 项 式 (23) 的 系数 we 和 的 矩阵 4 和 矩阵 刀 。 


程序 $.4( 三 角 多 项 式 ) 设 2M+1<N, 根 据 N 个 等 距 的 横 坐 标 值 z = -+ 2rk/N ,= 1,2， 
… ,构造 肝 阶 三 角 多 项 式 , 其 形式 为 


hf 
PCD = 字 十 》 (jcos(jz 十 忆 sin(jz) 


一] 
function [A,B]=tpcoeff(X,Y,M) 
khInput ~ X is a Vector of equally spaced abscisgsasg jn [-Pi,pPi] 
A ~ Y is a Vector of ordinates 
~ 1i8 the degree of the trigonometric poLynomial 
hpOutput ~- A is a Vector containing the coefficientsg of cogs (jx) 
4 “了 18 a Vector containing the coefficients of sin(jx) 


N=JLength(X)-1， 
max1=fix((N-1)/2) ， 


1 M>max1 
M=maxl ; 
ena 


A=Zeros(Lt ,M+1) ; 

B=zerosg(1L,M+1) ; 

Yendqs=(Y(C1)+Y(N+1) )V2; 

Y(1)=Yendas ， 

Y(CN+1)=Yends ; 

A(L)=Sumn(Y) ， 

tor j=l1:M 
A(j+1) 一 Cos(j*#X)*Y，; 
B(j+1l)=Sin(jyX)*Y，; 

end 

有 = 忆 AN ; 

B=2*B/N ; 

At)=A(CL)V2; 
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下 面 的 短程 序 计 算 程序 5.4 的 W 阶 三 角 多 项 式 P(x) 在 点 x 处 的 值 。 
function Z=tp(A,B,X,M) 
Z=A(T) ; 
for j= 1:M 
Z=Z+ACj+1l)*kcos(j*xx)+B(j+l)*Sin(jyX) ; 
end 
例如 ,在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 下 面 的 命令 可 迭代 与 图 5.20 类 似 的 图 形 。 
>>X=-DPi:.O1:Pi; 
>>y=tP(A,B,X,M) ; 
>>PJLot(X,y,XY，o) 1) 


5.4.2 习题 

在 习题 1 到 习题 5 中 , 求 给 定 函数 的 传 里 叶 级 数 表 示 。 提 示 :参照 例 $.13 和 例 5.14 描述 
的 过 程 。 在 同一 坐标 系 中 画 出 每 个 函数 和 伟 里 叶 级 数 的 部 分 和 $,; (x),S;(x) 和 SCx )， 如 
图 5$.19 所 示 。 


Lo 开 <yY<0 ro 性 全 一 TY<0 
]， 0 < 一 X< 克 3 一 区 ， 0 委 Y < 了 
0， 一 Ts 妈 xY<0 一 <x<T 
7 0 二 < er-| 1 ， 了 <X<3 
一 1 -T <x< 了 本 
一 邢 一 Xi， 一 下 委 :- < 一 也 
S$. jx) = 4 也 < 妇 寺 < 郑 
T 一 。， 了 <X <TX 
6. 在 习题 1 中 , 设 xy =r/2, 证 明 
T_-1_ 1 1 
4 3 5 
7. 在 习题 2 中 , 设 x =0, 证 明 
1 
8 32 SS2 72 


8. 求解 在 一 个 周期 范围 的 区 间 - rsx<x 内 的 周期 本 数 FKx) = x2/4 的 傅 里 叶 余 弱 级 数 。 
. 议 /x) 是 周期 函数 ,周期 为 2 忆 , 即 对 所 有 的 x, x+2P)=Axzr)。 通 过 适当 的 变换 ,证 明 
晒 数 /的 欧 拉 公 式 ($3) 和 欧 拉 公式 (6) 为 


加 


] 己 
mo= 互 /Anuz 
o =- 方 yees( 妹 )w 其 中 = 1，2，.…， 
- 万 _P 万 $ 生 


] 忆 。 
wo = poa( 环 ) dx 其 中 = 1，2，…. 


在 习题 10 到 习题 12 中 ,根据 习题 9 的 结果 ,求解 给 定 函 数 的 傅 里 叶 级 数 。 在 同一 坐标 系 
中 画 出 Kx),S,(x) 和 SCx)。 
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一 上 ， 一 3 入 xx < 一] 
-一作 < 
10. mon 11. fo0= rr， -LI<r<l 
| “< ] ]<Y< 了 3 


12，F(xz) = -六 十 9, 其 中 一 3 过 xx < 3。 
13. 证 明和 定理 $.6。 
14. 证 明和 定理 $.7。 


5.4.3 算法 与 程序 


1. 使 用 程序 5.4, 并 且 有 12 个 横 坐 标点 ,参照 例 $.15 依据 等 距 点 1(x, ,As ))i2 求解 5 阶 三 
角 多 项 式 ,其 中 函数 xzx) 为 (a) 习题 1,(b) 习题 2,(c) 习题 3 和 (d) 习题 4。 对 每 种 情况 ， 
在 同一 坐标 系 中 画 出 Ax),7Cx) 和 |(xs,F(x))12 ，。 

2. 第 一 次 使 用 60 个 等 距 数 据点 ,第 二 次 使 用 360 个 等 距 数 据点 ,用 程序 5.4 求解 例 5.15 中 
7,(x) 的 系数 。 

3. 修改 程序 5.4, 使 得 当 等 上 数 据点 位 于 区 间 [ ea ， 让 时 ,用 它 求解 周期 为 2P= 履 -aea 的 三 角 多 
项 式 。 

4. 使 用 修改 后 的 程序 $.4 求解 mx ) ,其 中 
(a) 故 x) 定 义 于 习题 10 中 ,有 12 个 等 距 的 数据 点 。 

(b) 扩 x) 和 定义 于 习题 12 中 ,有 60 个 等 丰 的 数据 点 。 
对 每 种 情况 ,在 同一 坐标 系 中 画 出 7 (*) 和 数据 点 集 。 

S$. 天国 洛杉矶 郊区 11 月 8 日 的 温度 (华氏 温度 ) 如 表 5.10 所 示 。 采 用 24 小 时 制 。 

(a) 求 三 角 多 项 式 (>x)。 
(b) 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 图 了 (xy 和 24 个 数据 点 。 
(c) 使 用 本 地 的 温度 情况 重新 求解 问题 (a) 和 问题 (b)。 


囊 5.10 第 5 题 的 数据 





6. 娄 国 阿拉 斯 加 州 的 费 尔 班 克 斯 地 区 的 年 度 温 度 (华氏 温度 ) 如 表 5 .11 所 示 。 一 共有 13 个 等 
距 点 9 即 每 隔 28 天 采集 一 次 。 
(a) 求解 三 角 客 项 式 了 (x)。 
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(b) 在 同一 坐标 系 下 , 画 出 图 (xz) 和 13 个 数据 点 。 
表 5.11 第 6 题 的 数据 


日 期 平均 温度 
Jan. j 一 14 
Jan, 29 一 g 
Feb. 26 2 
Mar. 26 13 
Apr. 23 35 
May 21 52 
June 18 602 
July 16 03 
Aug, 13 5S8 
Sept. 10 50 
Oct. 8 34 
Nov. 5 12 
Dec. 3 一 3 


5.5 贝 塞 尔 曲线 


20 世纪 70 年 代 , 雷 诺 汽车 公司 的 Piere Btzier 和 雪铁龙 汽车 公司 的 Paul de Casteljjan 各 自 
独立 推导 出 了 CAD/CAM 应 用 中 的 贝 塞 尔 (Blzier) 曲 线 。 这 些 参数 多 项 式 是 一 类 逼近 样 条 . 由 
塞 尔 曲线 是 Adobe hustrator, Macromedia Freehand 和 Fontographer 等 软件 产品 中 整个 Adobe PostS- 
cript 给 图 模型 的 基础 ,也 是 计算 机 图 形 学 (CAD/CAM, 计算 机 辅助 几何 设计 ) 中 曲线 和 和 曲面 表示 
的 基本 方法 。 

Casteljau 最 包 推 导 的 贝 塞 尔 曲线 是 用 递归 方法 隐 式 定义 的 ( 见 下 文中 的 性 质 1) 。 将 它们 
用 伯 转 斯 坦 多 项 式 (Bemstein polynomial) 显 式 地 定义 ,有 助 于 推导 贝 塞 尔 曲线 的 性 质 、 


定义 $.$ AN 阶 伯 思 斯 坦 多 项 式 定义 为 
及; Nb) 一 (jn 一 人 祥 一 
942 其中 让 =WT * 
一 般 , w 阶 伯 恩 斯 坦 多 项 式 有 N+1 个 。 例 如 ,1,2 和 3 阶 们 轧 斯坦 多 项 式 分 别 为 


201=1 一 有 1I=: (1 
Bo2(D) = (1 一 六，B12 一 2f(1 一 说， B220) 一 12 (2) 
Bos(D) 一 (1 一 六 ,Bi3 = 31(1 一 上 2，B23(0) = 312(1 一 站 ,有 3 一 昌 (3) 
5.5.1 介 思 斯 坦 多 项 式 的 性 质 
性 质 1 递归 关系 
伯 恩 斯 坦 多 项 式 可 以 用 如 下 方式 生成 ， 


令 Boo(i)=1, 若 ; <0 或 1> N, 仿 盏 :w() =0, 并 用 递归 关系 
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BiN(t) 一 (1 一 站 BiN-1IOO 二 IIBi-LN-ID 其 中 =12 3 AN 一 1] (4) 


性 质 2 区 间 [0,1] 上 的 非 负 性 
们 恩 斯 坦 多 项 式 在 区 间 L0,1j 上 非 负 ( 见 图 $.21)。 





0 一 一 一 ~ 
0 0 02 03 04 0 06 0 08 09 1 


5.21 3 阶 们 恩 斯 坦 多 项 式 
性 质 3 ” 伯 岂 斯 坦 多 项 式 的 规范 性 


权 
8iND 一 1 (5) 
将 *= 上 和 y=1- 上 代入 二 项 式 定理 


N 
+ = 一》 (je 


1 一 0 
得 到 
2 (sw = (二 (1-bD) =I=1 
性 质 4 ”导数 
所 甩 NI) 一 ALN_IC 一 届 N_I(C)) (6) 


对 定义 5.5 中 的 伯 恩 斯 坦 多 项 式 求 导 , 可 证 明 式 (6): 


Cd d AN ， 
-一 有 NO 三 一 (1 一 站 一 


1 N-i (人 一 DA N--i-1 
NIV-DL Wi NMN-DL ， 和 
TITTETTNREATTTTESENTTILO 汉 
(N_DL NBDI 
一 N 一] 1 一 门 久 一: 71 AN 一 一 | 
( -DIM 0 RN 一 9 


一 人 (Bi -1IN_1(CD Bi.N-1(I)) 
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性 质 5$ 基 
N 阶 们 轧 斯 坦 多 项 式 (B.w(bi=0,1,…,NW) 组 成 阶 数 小 于 等 于 WN 的 所 有 多 项 式 的 一 个 
基 空 间 。 

性 质 5 说 明 ,任何 阶 数 小 于 等 于 W 的 多 项 式 都 可 以 惟一 地 表示 为 伯 恩 斯 坦 多 项 式 的 线性 
组 合 。 向 量 空间 的 基 的 概念 将 在 第 11 章 中 介绍 。 

给 定 一 个 控制 扎 集 , {P;j:#=。 一 条 阶 贝 塞 尔 曲线 定义 为 w 阶 伯 恩 斯 坦 多 项 式 的 加 权 和 。 


定义 .0 给 定 一 个 控制 点 集 ,|[ 了 | ,其 中 王 = (xi yy7i)， 定义 
AN 
P(D) = 》 殊 玉 w() (7) 
1=-0 
为 N 阶 贝 塞 尔 曲线 ,其 中 Bivtt),i=0,1…N 是 N 阶 伯 因 斯 坦 多 项 式 ,iE[0,1]。 全 
公式 (7) 中 的 控制 点 是 表示 平面 中 * 和 y 坐标 的 有 序 对 。 可 将 控制 点 作为 向 量 ,而 对 应 的 
伯 转 斯坦 多 项 式 作 为 标量 处 理 , 这 样 公式 (7) 可 参数 化 表示 为 P(i) = (x(i),y(b), 其 中 
AN RN 
x(D) 一 》 五 丽 N(D)， 7(GD) = 2 方 房 N(D) (8) 
1 一 必 一 0 
0< <1。 明 数 P(t) 称 为 向 量 值 函 数 ,或 等 价 地 说 ,函数 的 值 域 是 xy 平面 上 的 一 个 点 集 。 
例 5.16 求 控制 点 为 (2,2),(1,1.5),(3.5,0) 和 (4,1) 的 贝 塞 尔 曲线 。 


解 :将 控制 点 的 x 和 7y 坐标 ,以 及 凡 =3 代 入 公式 (8) ,得 到 ; 
xD 二 <“B03(0 十 1513(0) 十 3.5B2 3(0 十 453 3 人 0 (9) 


y =2Bo03(D 十 1.583( 人 十 0B23(0) 十 18330) (10) 
将 公式 (3) 中 的 伯 因 斯 坦 多 项 式 代 入 式 (9) 和 式 (10) ,得 

x(D 一 2(1 一 芒 二 341 一 访 2 十 10.51201 一 站 十 43 (11) 

y 人 (=2(1 一 站 十 4.Sr(] 一 人 2 十 (12) 


化 简 式 (11) 和 式 (12) ,得 
P() = (2 一 3! 十 10.5 六 一 5.$13, 2 一 1.5! -312 十 3.513) 
其 中 0< 生 <]1。 用 
式 (11) 和 式 (12) 中 的 函数 *( 上 ) 和 y(:) 是 多 项 式 , 并 在 区 间 0<s1 土 连续 和 可 微 ,因此 
贝 赛 尔 曲线 P( 切 在 xy 平面 上 一 阶 连续 且 可 微 ( 见 图 5.22) ,其 中 0<4<1。 注 :P(0) = (2,2) 和 
P(1) = (4,1)。 曲 线 在 第 一 个 控制 点 (2,2) 处 开始 ,在 最 后 一 个 控制 点 (4,1) 处 结束 。 


5.5.2 贝 塞 尔 曲线 的 性 质 
性 质 1 点 忆 和 P, 在 曲线 P(r) 上 。 
将 上 =0 代 人 定义 $.$, 得 
= 0 


1 ， 
及 ; 一 
NU) 上 0 
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类 似 地 ,对 于 = AN 有 及 v(DD=LI=0,1N-1i。 将 这 些 结果 代 人 定义 5.6 中 ,得 到 


和 AN 
P(O) = 》 PiBw(0) = Po0， P() = 》 PiBiw(D) =Pw 
一 (0 = 
因此 控制 点 序列 !P,j -中 的 第 一 个 点 和 最 后 一 个 点 就 是 贝 塞 尔 的 端点 。 注 :其 他 的 控制 点 不 
一 定 在 曲线 上 。 





图 5$.22 3 阶 贝 塞 尔 曲 线 和 控制 点 的 凸 包 


例 5.16 中 有 4 个 控制 点 ,而 分 量 x( 纪 和 y(i) 是 3 阶 多 项 式 。 一 般 , 当 有 N+1 个 控制 点 
时 ,得 到 的 分 量 是 w 阶 多 项 式 。 由 于 多 项 式 是 连续 的 , 旦 有 任意 阶 连续 导数 ,因此 定义 $.6 中 
的 页 塞 尔 曲线 也 是 连续 的 , 且 有 任意 阶 连 续 导 数 。 


性 质 2 P(1) 在 区 间 [0,1] 上 连续 , 且 有 任意 阶 导数 。 
P(Ci) 对 “的 导数 为 
1 
P'() = 六 定 w 


上 
过 
一 》 PP; 一 及 Nb) 
上 一心 di 


N 
一 和》 PN(Bi-IN (一 玉 w-1 人 (人 ) 
! 一 站 


〈 伯 恩 斯 坦 多 项 式 性 质 4)。 令 上 =0, 并 将 Biw(0) =11=0 和 Biv(0)=0,i>1( 见 定义 5.5) 代 
入 书 ( 电 的 右 端 项 ,简化 得 
AN 
P(0) = 2 PINCBi-IN_1O) 一 Biw_1O) = NOPI - Po) 
=- 必 
类 似 地 , 严 (1) = W(Pv - Pv_,)。 换 言 之 , 贝 塞 尔 曲线 在 端点 的 切线 平行 于 过 端点 和 相 邻 控制 
点 的 连 线 。 图 5.23 显示 了 这 一 性 质 。 
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性 质 3 P'(0) = N(P,-P) 且 P'(1) =N(Pv -了 Pv ;)。 

最 后 一 个 性 质 基 于 凸 集 的 概念 。 如 果 xy 平面 上 的 子 集 C 中 任意 两 点 连 线 上 的 所 有 点 都 
是 集合 C 中 的 元 素 , 则 称 C 为 凸 集 。 例 如 ,一 条 线段 或 一 个 圆周 及 其 内 部 都 是 凸 集 , 而 不 含 内 
部 的 圆周 则 不 是 凸 集 。 凸 集 概念 自然 地 扩展 到 高 维 空间 。 
定义 S$.7 集合 C 的 凸 包 是 包含 C 的 所 有 西 集 的 交 。 全 

图 5.22 显示 了 例 5.16 中 贝 塞 尔 曲线 的 控制 点 的 西 包 (虚线 所 示 的 四 边 形 及 其 内 部 )。 在 
每 个 点 处 钉 一 枚 图 钉 , 然 后 用 橡皮 套 在 所 有 图 钉 上 , 即 可 看 出 xy 平面 上 点 集 {P |^%， 的 凸 包 。 

如 果 系 数 集 mo ,mi，…mn 非 负 , 且 2， ，m = 1, 则 称 和 式 》 ”mw 了 为 点 1P;|o 的 一 
个 凸 组 合 。 点 的 一 个 凸 组 合 必定 是 该 点 集 的 凸 包 的 子 集 。 由 伯 恩 斯 坦 多 项 式 性 质 2 和 性 质 3 
知 ,公式 (7) 中 的 贝 塞 尔 曲 线 是 控制 点 的 凸 组 合 , 因 此 它 必定 落 在 控制 点 的 凸 包 内 部 。 

性 质 4 贝 塞 尔 曲 线 落 在 它 的 控制 点 集 的 凸 包 内 。 

该 性 质 说 明 , w 阶 贝 塞 尔 曲 线 是 一 条 连续 曲线 ,并 为 其 控制 点 集 jP. 1> 的 凸 包 所 限 ,该 曲 
线 分 别 在 点 P 和 Pw 处 开始 和 结束 。 贝 塞 尔 观察 到 ,曲线 依次 被 “ 拉 向 ”其余 的 各 个 控制 点 
, 卫 ， 9 ” ,有 ，_， 品 例如 ,如果 控制 点 了 P， 和 P， ,| 分别 替换 为 ( 和 人 _， ,后 者 与 前 者 在 端点 的 同 
一 方向 ,但 更 远 , 则 所 得 的 贝 塞 尔 曲 线 将 更 靠近 端点 附近 的 切线 。 图 5.23 用 例 $.16 中 的 Pi) 


和 控制 点 (2,2),(0,1),(3, -~ 1) 和 (4,1) 产 生 的 贝 塞 尔 曲线 Qi) 展 示 这 种 牵引 和 切线 效果 。 
显然 ,Q , 且 ， 和 了 = ( 共 线 ,Q。 ,下 2 和 ]P = ( 共 线 。 





0 0 1 153 2 25$ 3 3 4 4.5 


图 $5.23 P(b),O() 和 控制 点 


人 上 尔 曲线 的 有 效 性 在 于 ,通过 对 控制 点 进行 微小 的 调整 ,可 以 方便 地 调整 (通过 鼠标 、 
键盘 或 其 他 图 形 界 面 ) 曲 线 的 形状 。 图 5.24 显示 了 4 条 不 同 阶 数 的 贝 塞 尔 曲线 ,其 控制 点 依 
次 相连 形成 多 边 形 路 径 。 可 以 看 出 多 边 形 路 径 形成 贝 塞 尔 曲线 的 略图 。 改 变 任意 一 个 控制 点 
的 坐标 ,如 P ,将 使 整 条 曲线 在 参数 区 间 0< :< I1 的 形状 发 生变 化 。 然 而 这 一 变化 在 一 定 程 
度 上 是 局 部 的 ,因为 对 应 于 控制 点 PP， 的 伯 思 斯坦 多 项 式 甩 ,[ 见 公式 (7)] 在 参数 值 = 久 N 处 
有 最 大 值 。 因 此 ,该 贝 塞 尔 曲线 形状 的 最 大 变化 应 该 在 点 P(&/N) 附 近 。 这 样 ,创建 一 条 特定 
形状 的 曲线 只 需 对 初始 控制 点 集 做 相对 较 少 的 改变 。 
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人 RN 了 人 、、、 
7 7 






图 5.24 贝 塞 尔 曲线 和 多 边 形 路 径 


实际 应 用 中 常用 共享 端点 的 贝 塞 尔 曲线 来 组 成 一 条 曲线 。 这 一 过 程 与 三 次 样 条 中 的 过 程 
类 似 , 要 避免 高 次 多 项 式 的 振 葛 特 性 ,需要 用 一 系列 三 次 样 条 来 构建 一 条 三 次 曲线 。 人 性质 4 说 
明 页 赛 尔 曲线 没有 高 阶 多 项 的 振 功 性 。 由 于 一 个 控制 点 的 改变 就 能 改变 贝 塞 尔 曲线 的 形状 ， 
将 这 一 构造 过 程 分 解 为 一 系列 贝 塞 尔 曲 线 ,并 使 控制 点 变化 数 最 小 化 的 过 程 较为 容易 。 

例 S.17 利用 4 个 控制 点 集 构 造 组 合 贝 塞 尔 曲 线 : 
{(-9,0),(-8,1),(-8,2.5),(-4,2.5)1 ,1(-4,2.5),(-3,3.5),(-1,4),(0,4)}， 
(0,4),(2,4)(3,4), (5,2) ,1(5,2),(6,2),(20,3),(18,0) | 。 

解 ; 念 有 照例 $.16 的 过 程 求 解 ,得 
Pi() = (-9 十 31 一 3 姓 十 $0 ,3 十 1.S12 一 213) 
P2(f) = (一 4 十 3 十 31 扩 一 2103,2.5 十 3! 一 1.512) 
P3() 三 (6f 一 3 红 十 203.4 一 213) 
P4(f) 一 ($ 十 3f 十 39 上 一 290,2 十 312 一 St3) 

该 组 合 贝 塞 尔 曲线 及 对 应 控制 点 在 图 $.25 中 给 出 。 国 





图 $.25 组 合 贝 塞 尔 曲 线 


例 5.17 中 的 贝 塞 尔 曲线 在 公共 端点 处 并 不 平滑 。 要 使 两 条 贝 塞 尔 曲线 P( 纪 和 Q(i) 光 
滑 相 区 ,要 求 P， 一 (Qu 和 P (P\，) =Q'(Qu )。 性 质 3 说明 ,只 需 保 证 控制 点 P，; , 卫 ， 一 (人 和 Qi 
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共 线 即 可 。 例 如 ,3 阶 贝 塞 尔 曲线 P( 上 和 Q(Cbo) 的 控制 点 集 分 别 为 
(0,3),(1,$) (2,1),(3,3)1 和 1(3,3) (4,$) (5$, 1) (6,3)| 
显然 ,控制 点 (2,1),(3,3) 和 (4,5) 共 线 。 再 仿照 例 S.16 求解 过 程 , 解 得 : 


Pr) = (3! 3 十 寻 一 18 扩 十 1205) (13) 
Q() 一 (3 十 31,3 十 6f 一 180 十 1213) (14) 
和 
P'(D) = (3.6 一 36f 十 3612)， Q'() = (3,6 一 36f 十 3612) 


将 上 =1 和 =0 分 别 代 人 ( 蕊 和 @(b) ,得 
P (1) = (3,6) = Q 0) 


PC 和 Qtb) 的 曲线 及 公共 准 点 的 光滑 性 在 图 $.26 中 给 出 。 


PP( 人 1 


“ 1 0O( 


图 $.26 贝 塞 尔 曲线 公共 端点 处 的 导数 匹配 


用 MATLAB 的 plot 命令 来 绘制 参数 曲线 。 例 5.16 的 贝 塞 尔 曲 线 可 以 用 如 下 语句 绘制 ， 
t=0O:.01:1， 

X=2-3*yt+10.5*+t. “2-5 .5*t .~3， 

y=2-1 .5*t-3+ 二 .~2+3.5*+ 七 .“3; 

plot(x,y) 


5.5.3 习题 


1. 将 伯 思 斯坦 多 项 式 Pt) ,BC 和 5 (ti) 完 全 展开 。 
2. 利用 定义 $.5$ 证 明 公 式 (4)。 

3. 证 明 们 纯 斯 坦 多 项 式 在 区 间 [0,1] 上 非 负 。， 

4 


: 求 闷 ，， Ba(i), 验 证 N=3 时 的 公式 (5)。 
. 利用 公式 (6) 求 生 B;s( 1) 在 上 =13 和 :=2/3 处 的 值 。 
6. 证 明 : 在 区 间 10,1] 上 ,B (ti) 在 上 = zw 处 取得 最 大 值 。 


tr 
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7. 利用 定义 5.5 证明 公 式 玉 .w(i) = 上 二 羽 ，wii(t)。 


8. 对 下 面 每 个 控制 点 集 , 求 N 阶 贝 塞 尔 曲线 。 
(al ww=3; 1(1,3)，(3,1)，(2,4)，(3,0)| 
(b) W=4; |1(-2,3)，(-1,3)，(3,5) ,(3,4) ,(2,3)| 
(c) N=5j;i 1(1,1),(2,2)，(3,4)，(4,4)，(5,2)，(6,1)| 
9. 求 控制 点 为 (1,1),(2,3),(3,5) 和 (4,7) 的 3 阶 贝 塞 尔 曲线 。 解 释 为 什么 通常 W+1 个 共 
线 的 点 会 产生 线性 贝 塞 尔 曲线 。 
10 . 证 明 :P(1) = NOPv,-P，,)。 
11. 证 明 ， 
(a) P(0)= NGNW-1)(BP -2P +P) 
(hb) (1i) = NGCN-1)( 了 ， --ZP\_ ,+ 了 PP ，) 
12. 求 以 下 各 点 集 的 凸 包 : 
(aj 1(1,1),(3,0), (3 -1) 07, -2)| 
(b) 必 (-4,2),(0,2),(-3,5$),(2,5),(1,2)| 
(c) 1(0,0) ,(0,1),(114,114) (0,12)| 


5.5.4 算法 与 程序 


1. 编写 MATLAB 程序 ,生成 并 绘制 贝 塞 尔 曲 线 。 程 序 以 Nx2 算 阵 为 输入 ,作为 控制 点 集 。 
怎 阵 的 第 一 列 和 第 二 列 分 别 对 应 于 控制 点 的 * 坐标 和 y 坐标 。 程 序 应 能 处 理 = 3,4 和 
5 的 情况 。 

2. 利用 上 题 中 的 程序 ,绘制 习题 8 中 的 贝 塞 尔 曲线 。 

3. 编写 MATLAB 程序 ,生成 并 绘制 组 合 贝 塞 尔 曲 线 。 利 用 该 程序 生成 和 绘制 过 3 个 控制 点 
集 |(0,0),(1,2),(1,1),(3,0)| 13,0), (4 - 1) (5， -2),(6,1),(7,0)}| 和 {1(7,0),(4， 
-3),(2, -1),(0,0)} 的 贝 塞 尔 曲线 。 

4. 利用 第 1 题 和 第 3 题 的 程序 ,生成 ， 

(a) 无 穷 大 符号 ，; oo 
(b) 小 写 p8。 


第 6 章 数值 微分 


数值 导数 的 公式 对 开发 求解 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 边 值 问题 的 算法 很 重要 (可 参见 
第 9 章 和 第 10 章 )。 数 值 微 分 的 例子 通常 采用 已 知 的 函数 ,这 样 数 值 近似 值 可 以 与 精确 解 进 
行 比较 。 为 了 说 明 问 题 , 这 里 采用 贝 塞 尔 (Bessel) 方 程 几 (x), 它 的 值 列表 可 在 标准 参考 资料 
中 找到 。 在 区 间 [0,7] 内 的 8 个 等 距 点 为 (0,0.0000) , (1,0.4400),(2,0.5767) , (3,0.3391)， 
(4, -0.0660), 45, - 0.3276),(6, - 0.2767) 和 (7, - 0.004)。 它 的 原理 是 插值 多 项 式 的 微分 。 
考虑 对 几 (2) 的 求解 。 插 值 多 项 式 pz(x) = - 0.0710+0.6982x - 0.187222 经 过 点 (1,0.4400)， 
《2,0.05767) 和 (3,0.3391) ,而 且 可 用 它 求 出 由 (2) = 疙 (2) = -0.0505。 二 次 多 项 式 mm (x) 和 
它 在 点 (2, 几 (2)) 的 切线 如 图 6.1(a) 所 示 。 如 果 使 用 5 个 插值 点 ,可 得 到 更 好 的 近似 值 。 多 项 
式 pe (xzx) = 0.4986x + 0.011x” - 0.0813x3 + 0.0116x4 经 过 点 (0, 0.0000),，(1, 0.4400)， 
(2,0.5767),(3,0.3391) 和 (4, -~ 0.0660) ,并 可 用 它 求 出 下 (2) = 六 (2) = -0.0618。 四 次 多 项 式 
ps(x) 和 它 在 氮 (2, 思 (2)) 的 切线 如 图 6.1(b) 所 示 。 这 个 导数 的 真实 值 为 了 (2) = -0.0645. 
Pz(x) 和 Ps(x) 的 误差 分 别 为 - 0.0140 和 - 0.0026。 本 章 主 要 介绍 研究 数值 微分 精确 性 的 相关 
理论 。 


了 





图 6.1 《〈a) m(*) 在 点 (2,0.5767) 处 的 切线 ,斜率 为 六 (2) = -0.0505; 
(pb) Ps (xz) 在 点 (2,0.5767) 处 的 切线 ,斜率 为 站 (2) = -0.0618 


6.1 导数 的 近似 值 


6.1.1 差 商 的 极限 


现在 研究 求解 画 数 Ax ) 的 导数 近似 值 的 过 程 , F(x) 的 导数 可 表示 为 


十 间 一 
jx 厂 (r) ( 


1 人) 二 Am 


处 理 过 程 非常 直接 ,首先 选择 一 个 序列 { 六 1 ,使 得 太 ->0, 然 后 计算 序列 的 极限 ， 
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Dr = 其 中 上 =1 2 .…. 半 .… (2) 
并 


读者 可 能 注意 到 上 式 只 计算 了 序列 (2) 中 有 限 的 项 D, ,D, ,… , 记 ,而 且 以 刀 为 答案 。 这 样 就 
珊 来 了 如 下 问题 ,为 什么 要 计算 也 , 记 , ,…，,D ? 选择 怎样 的 ,使 得 D， 很 好 地 逼近 导数 
广 (x)? 为 了 回答 这 些 问 题 , 看 看 下 面 的 例子 就 会 发 现 没 有 简单 的 解决 方法 。 

例如 , 设 有 函数 FLx) = e- ,并 使 用 步 长 疡 = 1,12 和 1/4 分 别 构造 位 于 (0,1) 和 (大 ,AD)) 之 
闻 点 的 制 线 。 当 疡 足够 小 , 割 线 接 近 于 对 应 的 切线 ,如 图 6.2 所 示 。 尽 管 图 6.2 显示 了 式 (1) 
中 的 处 理 过 程 ,但 要 用 记 = 0.00001 才能 得 到 可 接受 的 答案 ,采用 这 个 天 值 ,图 中 的 切线 和 制 线 
将 无 法 区 分 。 





0.00 U.24 避 .40 (0.75 ] .00 
6.2 7y=e 的 多 个 割 线 


例 6.1 设 x)=e 且 x=1。 使 用 步 长 反 =10-4, 大 =12,…,10 计 算 差 商 忆 , 。 精 度 为 小 数 
点 后 9 位 。 


解 ;: 计 站 记 所 需 的 值 F1+ 眉 ) 和 (FI+ 不 )- AD)/ 太 如 表 6.1 所 示 。 加 
表 6.1 求解 D=(el+w - ej/ 必 的 吾 商 


名 庆 = AL 十 AD) Dr = ( 庆 -e/ 风 


3.004166024 0.285884196 2.8538841960 













































hi = 0.01 2.74$601015 0.027319187 2.731918700 
ja = 0.001 2.721001470 0.002719642 2.719642000 
/4 = 0.0001 2.7185$3670 0.000271842 2.718420000 
15 =0.00001 2.718309011 0.000027183 2.718300000 
hn6 一 10-。 2.718284547 0.000002719 2.719000000 
17 一 10- /7 2.718282100 0.000000272 2.720000000 
hg 一 10-8 2.718281856 0.000000028 2.800000000 
hg = 10-? 2.718281831 0.000000003 3.000000000 

Ai10=10- 切 2.718281828 0.000000000 0.000000000 





最 六 的 值 六 = 0.1 不 能 得 到 好 的 近似 值 D, = A(1) ,因为 步 长 六 太 大 ,使 得 两 点 分 割 太 
远 , 差 商 是 经 过 这 两 点 的 割 线 的 斜率 ,不 能 很 好 地 近似 切线 。 当 以 小 数 点 后 9 位 的 精度 计算 公 
式 (2) 时 ,根据 is 可 得 De = 3, 而 根据 io 可 得 D。=0。 如 果 扩 太 小 , 则 x+ 及 ) 和 jx) 的 值 
将 非常 接近 。 根 据 差 值 FLx + 大 ) - A(x) 可 看 出 由 于 两 者 太 接 近 ,使 得 精度 损失 。 值 io = 
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10” 太 小 ,使 得 FLx + Aio) 和 x) 的 值 相同 ,因此 计算 差 商 为 零 。 在 例 6.1 中 ,极限 的 算术 值 
为 /(1) =2.718281828。 根 据 hi = 10 一 可 得 到 最 佳 近似 值 D. =2.7183。 

例 6.1 表明 不 容易 求 出 式 (2) 中 极限 的 数值 近似 解 。 序 列 在 D 时 最 接近 真实 值 , 然 后 逐 
渐 偏 离 。。 在 程序 6.1 中 , 当 1D - DilzlDv - D 1 时 , 才 不 会 进一步 计算 序列 | D, | 中 的 
项 。 这 用 来 确定 在 项 偏离 极限 前 的 最 佳 近 似 值 。 当 将 这 个 判定 条 件 用 于 例 6.1 时 , 可 得 
0.0007 =17D - Di1>10D; - D41=0.00012, 因 此 答案 是 D;,。 下 面 将 研究 根据 较 大 的 户 值 ,得 
到 合理 精度 的 近似 值 的 公式 。 


6.1.2 中 心 差 分 公式 
如 果 盟 数 败 x) 在 点 * 的 左边 和 右边 的 值 可 计算 , 则 最 佳 二 点 公式 (two-point fommula) 包 含 
多 两 边 的 两 个 对 称 的 横 坐 标 。 


定理 6. 蕊 精度 为 O( 和 ) 的 中 心 差 分 公式 ] 设 Fe Ci[a,b, 且 -jx x+era bb 则 


瑚 ) 一 一 中 
FoD = 业 (3) 
而 且 存 在 数 c=c(x)E[a,)] ,满足 
Jr 十 有 一 xc 一 六 
2 


_ 邮 FC)(c) 
6 


三 (x) 入 十 尼 aronc( 访 户 ) (4 ) 
其 中 


Etmunc( 太 有 一 = 0O(0) 


项 克 (,)) 称 为 埠 断 误差 (tnincation eror)。 


证 朋 : 设 关 于 * 的 二 阶 泰 勤 展开 表达 式 为 Kx)= 天 (z)+ 忆 (xz), 则 Fox+ 和 Ax - 帮 ) 的 泰 
勒 展开 式 为 





(2) < (3) 3 
JE+ 月 = 7OD+7CDA 大 全 十 大 (5) 
jz)12 了 G)(c2)H 


21! 31! 6， 





jG 一 hp)=FG) 一 三 Cr) 天 十 


式 (5) 减 去 式 (6) ,可 得 
(3) (3) 3 
jx 二 月 一 AG 一 问 =27CoDp 二 2 


由 于 A”(x) 是 连续 的 ,所 以 根据 中 值 定理 可 找到 一 个 值 ,满足 


FG)(cl) 十 了 G)(c2) 
2 


〈7) 


= 人 c) (8) 


将 它 代 人 式 (7) 并 重新 调整 项 ,可 得 


- ae- G)(e)p2 
Po0 = LET+ 有 一 7 一 月 广 CO 
2 3! 


却 (9) 中 右边 第 一 项 是 中 心 差 分 公式 (3) ,第 二 项 是 截断 误差 。 定 理 得 证 。 @ 
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假设 三 阶 导数 /9(c) 的 值 变化 不 快 , 则 式 (4) 中 的 截断 误差 以 与 六 同样 的 方式 赵 近 于 
零 ,表示 为 O( 居 )。 当 用 计算 机 进行 计算 时 ,不 宜 将 六 选 得 太 小 。 为 此 ,如 果 求 解 F (zx 近似 
值 的 公式 具有 精度 为 O(A/) 的 截断 误差 项 , 则 对 于 计算 机 计算 很 有 用 。 


定理 6.2[ 精 度 为 Of(8) 的 中 心 差 分 公式 ] 设 三 E C- [a， | , 且 和 一 2,X 一 屎 ，%，% 十 六 ， 
x+27cElc,p]，, 则 
-x+21+8FG 二 + 间 一 8pc 一 站 十 FGx 一 21) 


127 (10 


广 (x) 六 


而 且 存 在 数 c=c(x)Ela,b] ,满足 


一 xx 十 2 十 8 十 有 由) 一 8 一 站 十 Fr 一 27) 


广 (xz) = 


其 中 
PFC)(c) 


4 
30 一 4) 


尼 tmnc( 六 /) 三 本 


证 明 : 议 关 于 x 的 四 阶 泰 勒 展开 式 为 Fx)= Pi(xz)+ECx), 则 Fx+A) 和 FAx-/) 的 泰勒 展 
开 式 为 
2 2 Fo)(clDP 


Fx 十 站 一 xx 一 有 二 2 广 ) 产 十 5 〈12) 
然后 使 用 步 长 27 代替 户 , 可 得 到 如 下 近似 值 : 
Je+ 功 -Je 区 =47OOi+ DC 2 一 〈13) 
式 (12) 中 的 项 乘 以 8 并 减 去 式 (13) ,可 消去 包含 (x) 的 项 ,表示 为 
-x+21) 二 8Fx 二 + 间 一 8 一 站 + 一 21 
_i2roopn+ 6 三 (CD 一 647 (ca)) 记 (14) 
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如 果 广 (x) 的 符号 只 是 正 或 负 , 而 且 它 的 值 变化 不 快 , 则 可 在 区 间 [x - 21,x + 27] 内 找到 一 
个 值 c ,满足 


16F0'(cl -- 64FG)(cz) = 一 48FG)(c) (15) 
将 式 (15) 代 人 式 (14) ,结果 为 F"“(x ) ,表示 为 


一 一 _- _ (5) 4 
PooD 二 Fr 十 218) 十 8FGx 8SJjx 一 站 十 一 27) 三 …(c)7 (16) 
30 
式 (16) 右 边 的 第 一 项 是 中 心 差 分 公式 (10) ,第 二 项 是 截断 误差 。 定理 得 证 。 委 


设 1/” (ec)1 对 于 ce[a, 妇 是 有 界 的 , 则 式 (11) 中 的 截断 误差 以 与 品 相同 的 方式 趋 近 于 
去, 表示 为 O(A )。 现 在 比较 公式 (3) 和 公式 (10)。 设 FLx*) 有 5 阶 连 续 导 数 ,而 且 1f@(c)1 和 
LA (cec)1 基 本 相同 , 则 4 阶 公 式 (10) 的 截断 误差 为 O(1N4) ,2 除 会 式 (3) 的 截断 误差 为 O( 态 )， 
所 以 公式 (10) 的 截断 误差 比 公式 (3) 的 截断 误差 更 快 地 趋 近 于 零 。 这 样 在 公式 (10) 中 可 使 用 
更 大 的 步 长 。 
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例 6.2 设 Fx)=cos(x)。 
(a) 利用 公式 (3) 和 公式 (10) , 步 长 分 别 为 岂 =0.1,0.01,0.001 和 0.0001, 计 算 F(0.8) 的 
近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 9 位 。 
(b) 与 真实 值 1 (0.8) = - sin(0.8) 进 行 比 迷 。 


解 :(a) 设 户 =0.01, 根 据 公 式 (3) ,可 得 
1 = Ja 肌 二 7QI DG890809 二 0708845316 、 07i7athia 


设 刀 =0.01 ,根据 公式 (10) ,可 得 


0U.82) 十 8 三 (0.81) 一 870.79 0.78 
70 = 7Q8 二 8080 二 8 十 了 0 7 


”一 0.682221207 上 + 8(0.689498433) -- 8(0.703845316) 十 0.710913538 
0.12 
一 0.7173S6108 
(b) 公式 (3) 和 公式 (10) 的 近似 值 误差 分 别 为 - 0.000011941 和 0.000000017。 在 本 例 中 ， 
当 疡 =0.01 时 ,公式 (10) 给 出 的 F(0.8) 的 近似 值 比 公式 (3) 给 出 的 更 好 。 通 过 对 本 
例 的 误 善 分 析 可 以 得 出 上 面 的 结论 。 其 他 的 计算 如 表 6.2 所 示 。 图 


表 6.2 根据 公式 (3) 和 公式 (10) 得 到 的 数值 微分 


步 长 公式 (3) 的 近似 值 公式 (3) 的 误 杖 公式 (10) 的 近似 值 公式 (10) 的 误 天 


















一 0.716161095 一 0.001194996 一 0.7173S3703 一 0.000002389 
0 ol 一 0.71734415S0 一 0.000011941] 一 0.7173S6108 0.000000017 
0.001 ~0.717356000 一 0.7173S6167 0.000000076 
0.000] 一 0.717360000 一 0.717360833 0.000004742 





6.1.3 ”误差 分 析 和 步 长 优化 


关于 数值 微分 的 一 个 重要 课题 是 研究 计算 机 的 含 人 误差 。 下 面 将 对 此 进行 更 深入 的 分 
析 。 设 用 计算 机 进行 数值 计算 ,而 且 有 

1 xx0 一 有 一-1 十 el1， J (xzo 十 瑚 ) 二 71 十 el 
其 中 F(xo。 -加 和 x+) 是 数值 y-: 和 》 的 近似 值 ,e., 和 e 分 别 是 相关 的 含 人 误 盖 。 下 
面 的 绪论 说 明了 数值 微分 中 误差 分 析 的 复杂 特性 。 


推论 6.1(a)j 设 函 数 太 满足 定理 6.1 中 的 假设 ,并 利用 计算 公 趟 


记 Cxo) 一 (17) 
则 误差 分 析 可 通过 如 下 方程 进行 解释 ， 
Fo) = 一 十 下 (三 月 (18) 
其 中 
环 ( 六 1 ) 一 尼 round( 太 疡 ) 十 Etmnc( 矿 几 ) 
el 一 el Ap2 9)fc) (19) 





27 
这 里 的 总 误差 项 妃 ( /及 ) 是 含 入 误差 与 截断 误差 的 和 、 


252 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


推论 6.1(b) 设 函 数 了 满足 定理 6.1 的 假设 , 且 进 行 数 值 计算 。 如 果 1e_i1<e,leil<e,HM= 
max iTLAF (xD , 则 


E 1 
Tu apPPP 和 PP 2 人 0 
(访问 | 和 却 十 G 《20) 
式 (20) 右 边 最 小 时 的 玉 值 为 
3ec 73 
二 全 ) (21) 


当 卢 较 小 时 , 式 (19) 中 包含 (el - ei)/2 的 部 分 相对 较 大 。 在 例 6.2 中 ,当天 = 
0.0001 时 ,就 会 遇 到 这 种 情况 。 舍 入 误差 为 
六 (0.8001) = 0.696634970 上 十 el 其 中 el 关 一 0.0000000003 
(0.7999) = 0.696778442 + e_， 其 中 e_i 六 0.0000000005 
截断 误差 为 
_ 2z(03) 
了 (C) 5 ~ 一 (0.0001)” (5 ) A 0.000000001 
式 (19) 中 的 误差 项 刀 ( 天) 为 
一 0.0000000003 -- 0.0000000005 


ENDs 一 DT 一 0000000001 


= 一 0.000004001 
实际 上 , 当 户 =0.0001 时 的 导数 数值 近似 值 可 用 下 式 计 算 
厂 (0.8001) - 7 (0.7999) ”0.696634970 -- 0.696778442 


100s 000 一 = 0.0007 


= 一 0.717360000 

显 久 这 样 少 了 4 位 有 效 数字 。 误 差 是 -0.000003909 ,接近 预计 的 误差 -0.000004001 

当 将 公式 (21) 用 于 例 6.2 时 ,可 用 边界 1 (xz*)1<lsin(z)1<1= 及 和 值 e=0.5x10-? 
计算 含 入 误差 。 瑚 的 优化 值 为 疡 =(1.5x 10-2/1)52 =0.001144714。 当 步 长 央 =0 .001 时 最 接 
近 本 优化 值 0.001144714 ,而且 在 包含 公式 (3) 的 4 个 选择 中 , 它 给 出 f (0.8) 的 最 佳 近似 值 
(如 表 6.2 和 图 6.3 所 示 )。 

对 公式 (10) 的 误差 分 析 和 上 面 的 类 似 。 设 用 计 工 机 进行 数值 计算 ,并 有 函数 F(x + 
砚 )= 和 二 ero 

误差 边界 


4x1T0-2 
2 x 10-”6 


六 
0 0.002 0.004 


图 6.3 将 公式 (21) 用 于 例 6.2 中 的 Kx) = cos(z) 时 ,最 佳 步 长 为 记 = 0.001144714 
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推论 6.2(a) 设 函 数 了 满足 定理 6.2 中 的 假设 , 且 利 用 计算 公式 
一 闪 十 8y1 一 8y-1 十 六 2? 


三 (x0) 祥 7 (22) 
误差 分 析 可 用 下 列 方程 进行 解释 : 
记 (x0) 一 一 六 十 8 一 8 十 2 十 已 ( 太 用 (23) 
128 
其 中 
尼 ( 凡 产 ) 一 已 round( 太 六 ) 十 忆 imnc( 几 ) 
”一 e2 十 gel 一 8e-1 十 e-:? 机 jp4 Fo)(c) 〈24) 


12j 30 
这 里 的 总 误差 项 巨 (/, 岂 ) 是 舍 入 误差 与 截断 误差 的 和 。 

推论 6.2(b)j 设 函 数 太 满足 定 理 6.2 的 假设 , 且 进 行 数 值 计算 。 如 果 1er1<e 且 M = max。。._， 
EL (xD)1， 则 


3e RMHp 
? ve PN 23 
| 达 ( 访 有) 委 7 十 30 《25 ) 


式 (25) 最 小 时 的 户 值 为 
] /5 
4 人 (入 (26) 
当 将 公式 (25) 用 于 例 6.2 时 ,可 用 边界 112 (xzx)1<lsin(xs)1 和 1= NM 和 值 e=0.5x 
10 ”计算 舍 入 误差 。 天 的 优化 值 为 瑚 = (22.5 x 10-?/4)u = 0.022388475。 当 步 长 六 =0.01 


时 最 接近 优化 值 0.022388475 , 而且 在 包含 公式 (10) 的 4 个 选择 中 , 它 给 出 了 F(0.8) 的 最 
佳 近似 值 (如 表 6.2 和 图 6.4 所 示 )。 


误差 边界 


4Xx 10-7 
2 x 10 一， 


六 
0 0.02 0.04 0.06 


图 6.4 将 公式 (26) 用 于 例 6.2 中 的 Kx) = cos(x) 时 ,最 佳 步 长 为 大 =0.022388475 


通过 万 一 种 推导 也 可 得 到 数值 微分 公式 , 即 对 捅 值 多 项 式 进行 微分 。 例 如 ,经 过 点 (0.7， 
cos(0.7)) (0.8,cos(0.8)) 和 (0.9,cos(0.9)) 的 2 次 多 项 式 p;(x) 的 拉 格 朗 日 表达 式 为 
p2(x) = 38.2421094(x -- 0.8)(x -0.9) - 69.6706709(x -0.7)(x -0.9) 
十 31.0804984(x - 0.7)(x 一 0.8) 
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将 它 展开 可 得 ， 

pa(x) 一 1.046875165 -- 0.1$9260044x -- 0.348063157x 
通过 类 似 计 算 可 得 到 经 过 点 (0.6,cos(0.6)),(0.7,cos(0.7)),(0.8,cos(0.8)),(0.9,cos(0.9)) 
和 (1.0,cos(1.0)) 的 4 次 多 项 式 ma(x) 

Pp4(x) = 0.998452927 十 0.009638391x -- 0.S23291341x? 

十 0.026521229x” 十 0.028981100x4 

对 这 些 多 项 式 进行 微分 ,可 得 玫 (0.8) = -0.716161095 和 四 (0.8) = - 0.717353703 ,与 表 6.2 
中 心 =0.1! 下 面 的 值 相符 。pm (x) 和 ps(x) 以 及 它们 在 点 (0.8, cos(0.8)) 的 切线 分 别 如 
图 6.5(a) 和 图 6.$(b) 所 示 。 






y = Po) 


、 = COS(X) 
(b) 
图 6.5 (〈a) y = cos(x) 和 用 来 计算 六 (0.8) = 的 (0.8) = -0.716161095 的 插值 多 项 式 疡 (x) 的 图 形 ; 
(b) y = cos(x) 和 用 于 计算 P(0.8)= 凡 (0.8) = -0.717353703 的 插值 多 项 式 m (xy ) 的 图 形 
6.1.4 理 查 森 外 推 法 


这 一 玉 将 重点 研究 公式 (3) 与 公式 (10) 之 间 的 关系 。 设 户 = (xz ) = F(xo+ 胡 ), 且 用 
Do(h) 和 Do(25) 分 别 表示 以 六 和 2 为 步 长 ,根据 公式 (3) 得 到 的 f(x ) 的 近似 值 , 表 示 为 


广 (xo) s Do 十 CR 《27) 
和 
广 (Cxo) 久 Do(Ch) 十 4CF 《28) 
如 采 对 式 (27) 乘 以 4, 并 减 去 式 (28) , 则 可 消去 包含 C 的 项 ,结果 为 
3j 太 (xzxo) 4Do(P) - Do(C2H) = 二 一 二 二 三: 《29) 


对 式 (29) 进 一 步 求解 A"(x，) ,可 得 
Poeoy 42D0(P) Do0(27) 二 产 十 8j 一 8 太 十 三: 30 
万 
式 (30) 中 最 后 一 个 表达 式 是 中 心 差分 公式 (10) 。 


例 6.3 设 /(x)=eos(x)。 设 关 =0.01 并 利用 式 (27) 和 式 (28) ,说 明 式 (30) 中 的 线性 组 合 
(4Po(i) - Do(28))/3 如 何 用 来 求 出 式 (10) 给 出 的 F (0.8) 的 近似 值 ， 精度 为 小 数 点 
后 9 位 。 
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解 :六 =0.01 并 利用 式 (27) 和 式 (28) 可 得 
1Q8D 一 70.79) 、0.689498433 一 0.703845316 


(人 0.07 0.02 
> 一 0.71734414S0 
和 
ON ww 7(0.82) 一 7(0.78) 、0.682221207 一 0.710913538 
0 0.04 和 0.04 
2 一 0U.717308275 
式 (30) 中 的 线性 组 合 为 
4Do(h) - Do(C21) 4(-0.717344150) - (-0.717308275) 
1 (008 一 ER 


s 一 0.7173S6108 
这 与 例 6.2 中 直接 用 式 (10) 得 到 的 三 (0.8) 的 近似 值 相 同 。 本 


这 种 从 低 阶 公式 中 推导 出 求解 A“(x) 高 阶 导数 的 方法 称 为 外 推 法 。 相 关 的 证 明 要 求 
却 (3) 的 误差 项 可 扩展 为 一 个 包含 ， 的 偶 次 宗 的 序列 。 这 里 已 经 看 到 了 如 何 使 用 步 长 凡 和 
2 消去 包含 户 的 项 。 为 了 说 明 大 是 如 何 消去 的 ,用 六 (上 和 (2) 分 别 表示 使 用 步 长 
和 2 ,根据 公式 (16) 得 到 的 精度 为 O( 产 ) 的 (xzxo) 的 近似 值 , 则 近似 值 可 表示 为 


一 户 +8 户 -8 六 十 三 导 FG)cl) 
+ 一 


~、， 帮 
7 Di + CR (31 ) 


广 (xo) = 
/，，， 、_ 一 由 +8 户 一 8 广 :十 广 4 16 肝 GO)(c2) 
1 co 人 


设 ./ 广 (>) 只 为 正 或 负 值 ,而且 变化 不 快 , 则 可 用 假设 /9 (c ) ~ ro (e ) 来 消去 式 (31) 和 和 
式 (32) 中 的 六 ,结果 为 


人 DD1(21 十 16CH4 (32) 


10D10) 一 |(C21) 


三 (xo) S 1 
下 面 的 绪 论 描 述 了 提高 计算 精度 的 一 般 形 式 。 


定理 6.3[ 理 查 森 (Richardson) 外 推 ] 设 广 (xo) 的 两 个 精度 为 O(A2s) 的 近似 值 分 别 为 Di (及 ) 
和 以-1(2h) ,而 且 它们 满足 


(33) 


三 (xo) = Dr-1( 十 cl 十 cojUH2 十 (34) 
和 
(zxo) = Di(2A0 十 4kcip2t 十 4k+lcoR2K+2 十 .， (35) 
这 样 可 得 到 改进 的 近似 值 表达 式 


入 Di 一 PCA) 
ET 

下 面 的 程序 实现 了 精度 为 O( ) 的 中 心 差分 公式 , 即 式 (3) ,可 得 到 其 在 给 定点 的 导数 近 

似 值 。 在 生成 的 近似 值 序列 | D,} 中 , D,，， 的 中 心 区 间 是 六 的 中 心 区 间 的 十 分 之 一 。 输 出 为 


三 (xo) = Pr(p) 二 Oph2X+2) 一 十 OP2+?) (36) 
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和 矩 阵 L=[LH' D' BE 其 中 H 是 包含 步 长 的 向 量 ,D 是 包含 导数 近似 值 的 条 量 ,B 是 包含 误差 边 
界 的 回 量 。 注 :函数 荆 作 为 宇 符 昌 输入 , 即 'f'。 
程序 6.1( 使 用 极限 的 微分 求解 ) 计 和 站 广 (x) 的 近似 值 ,生成 序列 


C++10 一 有 一 Fe 一 10 一 站 
= 一 iDi 其 中 =0 ，F 


当 |1, 一 也 1 记 -万 | 或 1D. -站 ,| 小 于 容 差 时 停止 计算 。 后 者 用 来 求 最 佳 近似 
值 广 (x) 一 记 。 


Fr) 有 


function [L,D]j]=difflim(t ,xX,toler) 
mhInput ~ f is the function input as a String 'f， 


/ -~ X is the differentiation point 
-~ toler is the tolerance for the error 
%Output-L=[H，D，E?，]: 
从 H is the Vector of step 8izes 
1 D is the vector of approxiamate derivatives 
1 E is the Vector of error bounds 
人 -~ Dn is the coordqinate of the “best approximation?， 
max1T=1l15 ; 
h=TI ， 
HR(C1)=h; 
DA1)=(feval(f ,x+h)-feval(f,x-h))/(2*bh) ， 
EC1)=O; 
RCTJ)=O 
tor Ph=t:2 

=h/10; 

HLn+li)=h， 


D(n+l)=(feval(f ,x+h)-feval(f,x-h))/(2*h) ， 
En+l)=abs(D(n+1)-DCn) ) ; 
Rn+1)=2*E(n+1)-(abs(D(n+1))+abs(D(n))+eps); 

Send 

Ti=2 ; 

while((CE(n)>E(n+l))gCROn)>toler)ygnp<max1 

=h/10: 

HKn+27=h ， 
D(n+2)=(feval(f,xth)-feval(f,x-h))/(2+xh) ， 
E(n+2)=abs(D(n+2)-DCn+t)) ， 
Rn+2)=2*+E(n+2)-(abs(D(n+2))+abs(D(n+1))+eps) ; 
PD=n+Tt ， 

and 

n=1ength(D)-1; 

L=[H，D，E?]; 


程序 6.2 实现 了 定理 6.3( 理 查 森 外 推 )。 需 要 注意 的 是 .第 1 行 中 的 元 素 表 达 式 在 数学 上 
等 价 于 公式 (36)。 
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程序 6.2 (利用 外 推 法 的 微分 求解 ) 为 了 求解 F(x) 的 数值 解 , 构 造 包含 近似 值 万 (大 )， 
5 < 委 ) 的 表 , 并 将 大 (xz) 一 DCn， 几 ) 作 为 最 终 答 案 。 近似 值 刀 ( 有 ) 存 放 在 下 三 角 答 阵 中 。 
第 一 列 是 
rr 十 2 站 一 Fr 一 2-71) 
DUO DO 
第 1 行 的 元 素 为 


一 1) 一 DO 一 1LK 一 1 
Di 日 =DUk_D+LL< 一 一 DU 一 T < 一 人 


1 委 大 委 ) 
不 二 其 中 J 


function [D,err,Trelerr,n]=diffext(f ,xx,delta ,toler) 


AhIDnpPut -ft is the function input as a String :了 f， 


扩 -~ delta is the tolerance for the erIor 

办 -~ toler ie the tolerance for the relative error 
khOutput - D ie the matrix of approximate derivatives 

1 -~ er is the error bound 

-~ TelerTr ie the relative error bound 

办 ~ a is the coordinate of the “best approximation:， 
GT= 圭 ; 

relLerr=1 ; 

hz=1] ; 

Jj=1| ; 


D(1,1)=(feval(f,x+fh)-~feval(f ,Xx-h))/(2*h) ， 
wbhile relerr>toler 贸 erTr>delta 《j<12 
hs=h/2; 
D(j+1l,1)=(feval(f,x+h)-~feval(f ,x-h))/(2*h) ， 
for KX=l:j 
D(j+l,xk+1)=D(j+1,k)+(D(j+1,k)-D(j,k))/(CC4-K)-1); 
end 
erTrseabs(D(j+l,j+l)-D(j ,jy)); 
relerz=2+err/ (abs(D(j+ti,j+l))+abs(D(j,j))+eps) ; 
]=]+|; 
end 
[n,n]js=size(D) ; 


6.1.5 习题 


1. 设 F(x)=sin(x),x 用 弧度 表示 。 
(a) 步 长 分 别 为 凡 =0.1,ji=0.01 和 六 =0.001, 利 用 公式 (3) 计 算 A(0.8) 的 近似 值 。 精 度 
为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(b) 与 值 A(0.8) = cos(0.8) 进 行 比较 。 
(ec) 计算 截断 误差 (4) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 
| ec 委 cos(0.7) s 0.764842187 
2. 设 Fx)= er。 
(a) 步 长 分 别 为 关 =0.1,j=0.01 和 大 =0.001 En (2.3) 的 近似 值 。 精 度 
为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 


(rn 


,和 
9. 
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(b) 与 值 / (2.3) = e 生 进行 比较 。 
(c) 计算 截断 误差 (4) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 
|FOeol 委 ee 11.02317638 


. 设 几 xx)=sin(x),x 用 浙 度 表示 。 


(a) 步 长 分 别 为 =0.1 和 上 户 =0.01, 利 用 公式 (10) 计 算 . 广 (0.8) 的 近似 值 ,并 与 /(0.8) = 
cos(0.8) 进 行 比 较 。 
(b) 利用 式 (29) 中 的 外 推 公式 计算 (a) 中 广 (0.8) 的 近似 值 。 
(c) 计算 截断 误差 (11) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 
OOc)l 委 cos(0.6) 羡 0.825335615 


. 设 Fxr)=e。 


(a) 步 长 分 别 为 六 =0.1 和 天 =0.01, 利 用 公式 (10) 计 算 大 (2.3) 的 近似 值 ,并 与 F(2.3) = 
e” 进行 比较 。 
(b) 利用 陈 (29) 中 的 外 推 公式 计算 (a) 中 产 (2.3) 的 近似 值 。 
(ce) 计算 截断 误差 (11) 的 边界 。 对 所 有 情况 使 用 
| Feel 入 es 12.18249396 


比较 数值 微分 公式 (3) 和 公式 (10)。 设 Kx) = 妇 , 求 解 /(2) 的 近似 值 。 


(a) 疡 =0.05 ,利用 公式 (3)。 
(b) 刀 =0.05, 利 用 公式 (10)。 
(c) 计算 截断 误差 (4) 和 截断 误差 (11) 的 边界 。 


'〈\a) 根据 泰勒 定理 证 明 


六 < (2) 
Fr 十 月 二 foo 二 PPoD 二 人 其 中 je 一 xz| < 


(b) 根据 (a) 的 结论 ,证 明 方程 (2) 中 的 差 商 的 误差 精度 为 O(j) = - 凡 O(c)12。 
(ce) 为 什么 公式 (3) 好 于 公式 (2)? 


. 偶 微 分 公式 。F(x,y) 关 于 * 的 偏 导 上 (x ,y) 可 通过 固定 y 并 对 * 求 导 得 到 。 同 理 ,A(x ,y) 


关于 7 的 偏 导 户 (*,y) 可 通过 固定 x 并 对 y 求 导 得 到 。 修 改 公式 (3) 可 得 到 偏 导 表 达 式 


人 一 六 ,7y) 十 OU) 


(1 
(a) 皮 ALxy) = 好/(x+y)。 步 长 分 别 为 刀 = 0.1.0.01 和 0.001 ,用 公式 (1) 计 算 A = (2,3) 
和 广 (2,3) 的 近似 值 。 与 通过 对 A(x,y) 求 偏 导 得 到 的 值 进行 比 较 。 
(b) 设 z=Ax,y) = arctan(y/x),z 用 弧度 表示 , 步 长 分 别 为 六 =0.1.0.01 和 0.001。 用 (1) 
中 的 公式 计算 A(3,4) 和 广 (3,4) 的 近似 值 。 与 通过 对 人 几 x,y) 进 行 偏 导 后 得 到 的 结果 
进行 比较 。 


户 (x， 7》) 一 


(xy) 三 


补充 说 明 根 据 方程 (31) 和 方程 (32) 得 到 方程 (33) 的 细节 。 


(a) 证 明 式 (21) 是 使 式 (20) 的 右边 最 小 化 的 天 值 。 


10. 


1 


13， 设 F(x) 如 下 表 所 示 。 固有 的 含 人 误差 边界 为 | EN < 妇 》 闪 10” 。 在 计算 中 使 用 含 人 值 。 
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(b) 证 明 式 (26) 是 使 式 (25) 的 右边 最 小 化 的 产值 。 


电压 值 已 = 玉 (!) 满 足 关 系 式 BC =LOd/E)+ 语 (其 中 尺 是 电阻 , 是 电感 。 设 二 = 


0.0$ 和 尺 =2, 而 且 7) 的 值 如 下 表 所 示 。 





(a) 通过 数值 微分 , 求 了 (1.2) ,并 用 它 计算 玉 (1.2)。 
(b) 比较 计算 结果 和 7(i) = 10e -osin(21)。 
一 个 物体 的 运动 距离 D = D(i) 如 下 表 所 示 。 





(a) 通过 数值 微分 求 速率 Y(10)。 


(b) 比较 计算 结果 和 D(t) = -70+74+70ec-20。 





(a) 4=0.1 和 大 =0.01 和 关 =0.001, 用 公式 (17) 求 解 和 (1.2) 的 近似 值 。 


. 设 妃 x) 如 下 表 所 示 。 固 有 的 含 人 误差 的 边界 为 ar1<5 x 105。 在 计算 中 使 用 伟人 值 。 


0.45360 
0.37166 
0.36329 
0.36236 
0.36143 
0.35302 
0.26750 





(b) 比较 计算 结果 和 大 (1.2) = - sin(1.2) = -0.93204._ 
(ec) 针对 (a) 中 的 3 种 情况 求解 式 (19) 中 的 总 误差 界 。 








Jr) = ln(x) 


1.06471] 
1.09S27 
1.090828 
1.09861 
1.09895 
1.10194 
1.13140 
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(a) A=0.1,=0.01,=0.001, 用 公式 (17) 求 解 /7 (3.0) 的 近似 值 。 
(b) 比较 计算 结果 和 j (3.0) = 村 =0.33333。 
(c) 针对 (a) 中 的 3 种 情况 求解 式 (19) 中 的 总 误差 界 。 
14. 设 ALxs) 值 的 精度 为 小 数 点 后 3 位 ,固有 舍 人 误 善 为 x 10… ,并 且 假 设 113(c)1<1.5， 
1 (cec)1 过 1.5。 
(a) 求 公式 (17) 的 最 佳 步 长 户 。 
(b) 求 公 式 (22) 的 最 佳 步 长 h。 
15. 设 败 x) 的 值 如 下 表 所 示 。 固 有 舍 人 误差 界 为 eg1s5x 10-5。 在 计算 中 使 用 含 人 值 。 





jx) = cos(x) 












1.000 0.34030 
1.100 0.45360 
].198 0.36422 
1.199 0.360329 
1.200 0.30230 
1.201 0.30143 

0.30049 


0.267350 






(a) 六 =0.1, 凡 =0.001, 用 公式 (22) 求 A(1.2) 的 近似 值 。 
(b) 针对 (a) 中 的 两 种 情况 求解 式 (24) 中 的 总 误差 界 。 
16. 设 败 x) 的 值 如 下 表 所 示 。 固 有 的 伟人 误差 界 为 el1<5Sx 10-5。 在 计算 中 使 用 伟人 值 。 





1.10315 


(a) =0.1, 记 =0.001, 用 公式 (22) 求 和 (3.0) 的 近似 值 。 
(b) 针对 (a) 中 的 两 种 情况 求解 式 (24) 中 的 总 误差 界 。 


6.1.6 算法 和 程序 


1 用 程序 6.1 求 解 下 列 函 数 在 * 处 的 导数 近似 值 , 精 度 为 小 数 点 后 13 位 。 注 :有 必要 改写 程 
序 中 的 maxl 的 值 和 h 的 初始 值 。 
(aj Frx) = 60x4 -32x33 十 233x5 一 47x2 _ 7 7 一 1/V3 


加 VS 二 sin(x) 1 十 VS 
《hb ) (xi 一 tan (ee (2)) X 一 一 一 


《c) jx) = sin(cos(1/xz));x 一 17V2 
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] 一 W5 
2 





(d) Ar) = sin(xz3 一 7x 十 6r 十 8);Y 王 


(e) Fo =xx :=0.0001 

2. 修改 程序 6.1, 实 现 精度 为 O(j ) 的 中 心 差 分 公式 (10)。 用 这 个 程序 求解 上 题 中 给 出 的 函 
数 导数 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 13 位 。 

3, 使 用 程序 6.2 求 解 第 1 题 中 函数 导数 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 3 位 。 注 :有 必要 改变 
erz,zelerr 和 hh 的 初始 值 。 


6.2 数值 差分 公式 
6.2.1 更 多 的 中 心 差 分 公式 


在 前 面 的 小 节 中 ,求解 A(xo ) 的 公式 需要 函数 在 x 的 两 边 值 可 计算 ,所 以 它们 称 为 中 心 
差分 公式 。 可 用 泰勒 级 数 构造 求解 高 阶 导数 的 公式 。 精 度 为 O( 刀 ) 和 O( 知 ) 的 公式 如 表 6.3 
和 表 6.4 所 示 。 在 表 中 , 按 常 规 有 所 = F(x,+ 股 ), 大 = -3,-2, -1.0,1.2 .3。 


表 6.3 精度 为 0O( 太 ) 的 中 心 整 分 公式 
广 (x0) 和 v 交合 


， -2 
产 (X0) 久 有 一 局 二 万 ! 


疡 一 请 +T2 广 1 一 广 ; 
213 
户 一 4 让 +6j0--4 广 1 十 广 )， 
14 


FG)(x0) 入 


丰 八 (x0) 入 





表 6.4 精度 为 O(A) 的 中 心 闫 分 公式 


二 大 +8 用 一 87-1+ 太 3 
0 


一 户 二 16 站 -30 丰 上 +16 请 1 一， 
1282 


一 六 +8 瑚 一 13 放 +13 广 :一 8 广 2 十 广 3 
8 


JJ (x0) 人 
FG)Gxo) 和 


Fo -有 39/ +12/-2 一 广 3 
6/ 





为 了 说 明 问 题 ， 下 面 用 泰勒 展开 式 推导 表 6.3 中 精度 为 O( 忆 ) 的 .F"(x) 的 公式 ,其 展 
开 式 为 
下 太志 ， 7O) 0) 


十 扰 天 
Jj 十 有 一 jx) 十 产 广 Cr 十 一 一 一 一 7 


(了 





和 
六 六 Cr) FFG)(x) 7 


-一 矿 一 万 
jx 一 月 一) 一 PFC) 十 一 一 一 - a 了 


(2) 
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将 式 (1) 和 式 (2) 相 加 ,将 消去 包含 奇数 次 导数 F"(z),/ (xz),o(z)，. 的 项 ,表示 为 
“"(x 27p4 F4)(x 
Je+ 月 +JG -月 =2100+ 一 万 和 十 一 让 和 十， (3) 
求解 式 (3) 可 得 F"(x ) ,表示 为 


， Fx 十 问 一 27100 二 + 一 彰 262F4(x) 
1 0 = -一 一 一 -一 一 一 一 





及 4! 
21 oO(Cx) Dj FOOD (4 
- 一 二 一 DT 一 
如 果 将 式 (4) 中 的 序列 在 4 阶 导 数 处 进行 截断 , 则 在 区 间 [x - 关 ,x+ 大 ] 内 有 一 个 值 c ,满足 

万-2 有 + 请， 29Cc) 

所 (x0) 一 7 一 17 (5) 
这 样 可 得 到 AF"(x) 近 似 值 的 公式 ; 

jeo) = 一 -六 二 大 (6) 


例 6.4 设 Fx)=cos(x)。 
(a) 疡 =0.1,0.01 和 0.001, 利 用 公式 (6) 求 解 P*(0.8) 的 近似 值 。 精 度 为 小 教 点 后 9 位 。 
(b) 比较 计算 结果 和 真实 值 f"(0.8) = - cos(0.8)。 
解 : 
(al) 当 疡 =0.01 时 ,计算 过 程 如 下 : 


0.81) 一 27(0.8 0.79 
An08) ws 08D 一 270.80) + 700.79) 


.0001 
”0.689498433 -- 2(0.696706709) 十 0.703845316 
和 0.0001 
之 一 0.69606090000 
(b) 近似 值 结果 的 误差 为 - 0.000016709。 其 他 的 计算 如 表 6.5 所 示 。 在 误差 分 析 中 将 解 
释 在 此 例 中 为 何 严 =0.01 是 最 佳 的 ， 图 


表 6.5 求解 例 6.4 中 户 (X) 的 数值 近似 值 


公式 (6) 的 近似 值 公式 (6) 的 误 整 











一 0.6096126300 一 0.000580409 
一 .06096090000 一 0.000016709 
一 0.696000000 一 0.000706709 







6.2.2 误差 分 析 


设 凡 = 和 +e, 其 中 es 是 计算 Fx， ) 广 生 的 误差 ,包括 测量 中 的 噪声 和 售 人 误差 , 则 公式 (6) 
可 表示 为 ) 
太 o) = 一 一 -六 王 1 十 尼 ( 扩 用 (7) 


数值 导数 式 (7) 的 误差 项 已 (六 , 户 包 含 伟人 误差 和 鹤 断 误差 ， 
el 一 2e0 十 e_1 jp)rc) 
人 


忆 ( 少 ) = 1 


《8) 
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如 果 设 每 个 误差 w 的 量 级 为 e ,同时 误差 是 累积 的 ,而 且 1A“”(*)1 码 好, 则 可 得 到 如 下 误 


差 界 : 
4cE MHR 
和 万 十 -7 (9) 
如 果 疡 较 小 , 则 舍 人 误差 带 来 的 4e/ 户 就 会 较 大 。 当 天 较 大 时 ,jg2112 也 会 较 大 。 可 通 
过 求 下 式 的 最 小 值得 到 最 佳 步 长 。 


4e MP 
_ “< “ 1 
8() = 万 十 一 (10) 
设 g'(R) =0, 可 得 -8e/ 了 + hj/6=0, 即 六 =48 E/1f ,这 样 可 得 到 优化 值 ; 
48c L/4 
“一 (元 人 


当 将 公式 (11) 代 人 例 6.4 中 ,使 用 边界 119(x)1<slcos(xz)1<1= M 和 值 e=0.5x10-9" 可 得 
到 优化 步 长 为 = (24x 10-?/1)” = 0.01244666 ,而 且 可 看 到 疡 = 0.01 时 最 接近 优化 值 。 

由 于 含 人 误差 部 分 与 六 的 平方 成 反比 ,所 以 当天 变 小 时 ,这 一 项 会 变 大 。 这 有 时 称 为 
步 长 的 两 难 问题 (step-size dilemmay) 。 对 此 问题 的 一 个 部 分 解决 方法 是 用 一 个 高 阶 公式 ,使 得 
用 较 大 的 产值 可 得 到 所 需 精 度 的 近似 值 。 表 6.4 中 求 精度 为 O( 入 ) 的 AF"(x ) 的 公式 为 








Fw(xzo) 一 2 十 厂 ( 广 月 (12) 
公式 (12) 中 的 误差 项 有 如 下 表达 式 ， 
16e ”14FoO(c) 
(人 一 55 十 00 (13) 
其 中 e 位 于 区 间 [x -22,x +2j]。1(P)1 的 边界 为 
16e 141M 
人 入 3 十 -0 (14) 
其 中 1 (zx)1 达 于。 大 的 优化 值 为 
240c \L 
六 一 ( 亲 (15) 


例 6.$ 设 FLxz)=cos(x)。 
(a) 六 =1.0,0.1 和 0.01, 利 用 公式 (12) 求 F"(0.8) 的 近似 值 。 精 度 为 小 数 点 后 位 。 
(b) 比较 计算 结果 和 真实 值 A"(0.8) = - cos(0.8)。 
(ce) 求 优化 步 长 。 
解 ; 
(a) 当 有 =0.1 时， 
三 (0.8) 
、 一 1.0) 十 167(0.9) - 307(0.8) + 167(00.7) -0.6) 


0.12 
、 一 0.>40302306 十 9.945759488 -- 20.90120127 + 12 23747499 _ 0.825335615 


0.12 
入 一 0.0907059S8 
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(hb) 计算 结果 的 误差 为 -0.0000007S1。 其 他 的 计算 结果 和 误差 如 表 6.6 所 示 。 
(c) 当 采 用 公式 (1S$) 时 ,可 使 用 边界 1 (zx)1<lcos(x)1 生 1= 1M 和 值 e=0.3x10 。 根 
据 这 些 值 可 得 到 优化 步 长 大 =(120x 10- 711) 天 = 0.070231219。 图 


表 6.6 例 6.5 中 求解 六 ( X 的 数值 近似 值 


公式 (12) 的 近似 什 


一 0.689625413 
一 0.696705958 
一 .6960690000 





公式 (12) 的 误 束 


一 0.007081296 
一 0.00000075 
~0.000016709 











瑚 一 0.] 






一 般 来 说 ,如 有 果 进 行 数值 微 分 计算 ,计算 结果 只 有 计算 机 表示 能 力 的 一 半 精 度 。 除 非 碰巧 
找到 一 个 优化 步 长 ,否则 通常 会 丢失 多 位 有 效 数 字 。 所 以 ,在 进行 数值 微分 计算 时 要 小 心 处 
理 。 当 对 精度 有 限 的 试验 数据 进行 计算 时 ,困难 更 大 。 如 果 必 须根 据 数据 集 求 数值 导数 ,应 该 
先 用 最 小 二 乘法 进行 曲线 拟 合 ,然后 对 曲线 函数 进行 微分 。 


6.2.3 拉 格 朗 日 多 项 式微 分 


如 果 函 数 必须 在 x 的 某 一 边 计算 , 则 不 能 使 用 中 心 差 分 公式 。 位 于 xo 的 右边 (左边 ) 的 
等 距 模 坐标 的 公式 称 为 前 向 (后 向 ) 差 分 公式 。 通 过 对 拉 格 朗 目 插值 多 项 式 进行 差分 可 得 到 这 
些 公式 。 一 些 常 用 的 前 向 和 后 向 差分 公式 如 表 6.7 所 示 。 


表 6.7 精度 为 O( 六 ) 的 前 向 闫 分 公式 和 后 向 闫 分 公式 


-3 衣 十 4 万 - 

上 oo)s 二 各 二 用 一 尹 《前 向 微分 ) 

3j0 一 4 广 1 十 广 ) 
2 


2 亡 一 5 万 十 4 户 - 
rev 欧 - 瑟 二 信 下 


三 (xzo) 全 (后 向 微分 ) 


〈 前 向 微分 ) 


2 如 一 5 广 1 十 4 广 2 一 广 3 
六 rs (后 向 微分 ) 
5 册 + 让 一 24 户 二 14 及 一 3 
2j3 
FG)Gxo) 5 四 -18 广 +24 广 2? -14 广 3 十 3 三 4 
2 
3j0 一 14 记 +26 户 -24 户 十 11 一 2 记 
5 
Jo -和 -于 2 一 人 3 二-4 一 2 人 


JO(xo0)s 


Jo) 





例 6.6 推导 公式 


2j0 -SFH+4 户 -- 户 


广 (xo) 了 


解 :基于 4 点 xoyxiyx 和 4 的 扩 恐 的 拉 格 产 日 播 值 多 项 式 为 
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加 (一 2)L 一 X2) 人 一 23) (一 X0)L 一 22)0 一 2) 
7 人、 人 (zx0 一 XU(CX0 一 2X2j)X0 一 2X3) | (xl 一 X0)CXI 一 2X2)CX] 一 妇 ) 
(f 一 X0) 一 XICL 一 X3) (一 X0)L 一 XIC 一 22) 
二 (xz2 一 x0)(t2 一 X)(G2 一 2) (23 一 X0)3 一 XXX3 一 22) 
对 上 式 束 两 次 导 可 得 
LE 一 2) 十 仁 一 22) 十 (一 29)) 2 一 X0) 十 信 一 22) 十 ( 一 好 )) 
1 思 、 帮 (xo 一 XXX0 一 22)(CX0 一 29) 二 (xl 一 XO)XI 一 X2)X1 一 72) 

2(04 一 X0) 十 人 一 X1) 十 (人 一 293)) 2 一 ZX0) 十 人 一 X1) 十 (一 2X)) 

十 户 一 一 一 一 一 二 万 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 


(x2 一 X0)(Gx2 一 X1)(x2 一 293) (x3 一 X0)(x3 一 Ai)(x3 一 22) 


用 1 = xo 蔡 换 并 根据 和 -和 =(i- 门 户 , 可 得 


<((xg0 一 X) 十 (xzo 一 22) 十 (xo 一 23)) 
(xo 一 XIjJxo 一 X2)(x0 一 29) 
2((Cx0 一 2X0) 十 (x0 一 22) 十 (xzo 一 妇 ) 

(Xi 一 X0)XIL 一 22)(GxI 一 293) 
2((x0 一 20) 十 (xz0 一 X) 十 (一 妇 )) 

(x2 一 X0)(x2 一 Xi )(x2 一 23) 
十 2((x0 一 X0) 十 (xzo 一 旭 ) 十 (xo 一 2p) 

(xc3 一 X0)(x3 一 XI)(x3 一 X2) 

2(( 一 户 ) 十 (一 27) 十 (一 3 有 )) 二 2((0) 十 (-2Hn) 十 (一 31)) 

(一 各 (一 21)( 二 3 有) DC 有 DC2 力 

2((0) 十 (一 外 十 (一 31) 2((0) 十 (一 岂 ) 十 (一 21)) 
CA 
一 128 一 1057 8 一 0 2 加 一 万 十 4 户 斑 

一 二 三 十 帮 十 户 二 1 二 + 及 05 = 本 /2 

这 样 即 可 得 到 所 需 公 式 。 


例 6.7 推导 公式 


广 (xo) 之 万 
十 省 
十 万 


= 略 


-5jo 二 18 六 -24 户 +14 有 广 一 3 及 
23 


解 :基于 5 点 和 0 9 X19X29 克 3 和 证 4 的 几 t) 的 拉 格 明 日 揪 值 多 项 式 为 


(一 XIG 一 22)G 一 2X3) 一 和 4) 
(xo 一 菩 )0 一 2)C0 一 妇 )(xo 一 妈 ) 

十 站 信 一 X0)L 一 22) 人 一 23)( 一 24) 
(1 一 X0)(xI 一 和 JI 一 妇 )(Grl 一 妇 4) 
已 一 X0)L 一 2 一 29)( 一 X4) 
(x2 一 20)(xz2 一 3)(Gra2 一 49) 人 xz2 一 14) 
(一 20) 人 一 XI 一 22)CL 一 区 ) 
(xz3 一 320)(03 一 燥 )G3 一 42)003 一 妇 4) 

二 太 以 一 X0) 一 XUG 一 X2)( 一 23) 
Cd4 一 2 芭 )04 一 丰 )Gx4 一 X2)Cc4 一 ) 


对 上 式 求 3 次 导 , 将 替换 x - xi = (ii- 力 户 代入 分 母 中 可 得 


站 (X0) 久 


太 O 之 力 


十 产 
十 户 
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6((f 一 X1) 十 人 一 22) 十 人 一 23) 十 (人 一 4)) 
CDC26(-30D(-40 
0 一 20) 十 性 一 2) 十 作 一 妇 ) 十 (一 妈 ) 
DCDC20(-3 
6(L 一 xX0) 十 人 一 XU) 十 信 一 X3) 十 人 一 妈 )) 
(2 一 (2) 
06(4 一 x0) 十 作 一 xD 十 作 一 22) 十 仁 一 对 )) 
(3P)(2j)( 户 )( 一 疡 ) 
Qt 一 X0) 十 亿 一 XI) 十 (一 22) 十 (一 23)) 
(4j)(3P)(27)(A) 


用 上 = xo 替换 并 根据 上 -2 =xo-3%=- 抽 ,可 得 
1 0(( 一 ) 十 (一 2) 十 (一 3 十 (一 4 产 )) 0((0) 十 (一 2) 十 (--3h) 十 (一 4P)) 
00) 三 有 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


六 (入 态 
十 方 
十 户 


十 . 扫 


2484 十 一 6p4 
6((0) 十 (一 关 ) 十 (一 3p) 十 (一 47)) 60((O) 十 (一 站) 十 (一 27) 十 (一 4P)) 
十 44 十 太 一 684 
6((0) 十 (一 由) 十 (一 28) 十 (一 31)) 
十 2414 
_ 人 二 601 一 60 一 48 4275 一 36/ 


24H4 + 5 + 刀 - 有 十 旋 6 


_ 一 > 加 十 18 几 一 24 户 十 14 记 一 3H 
本 2 


6 条 十 略 7914 


这 样 即 可 得 到 所 需 公 式 。 
6.2.4 牛顿 多 项 式微 分 
在 这 一 节 中 将 研究 求 六 (xo) 近 似 值 ,精度 为 O( 记 ) 的 3 个 公式 之 间 的 关系 ,并 给 出 计算 数值 
导数 的 一 般 算 法 。 在 4.3 节 中 ,根据 点 b,5 和 所 , 使 用 下 列 2 次 牛顿 多 项 式 P() 可 近似 疙 站。 
(人 二 00 十 QI 一 各) 十 a2( 人 一 加) 一 与 ) (16) 
其 中 eeo=7i) ,aa= (Fa)- Ab))/n -bo) 且 
j 22) 一 GD GD 天 Go) 


im 一 一 三 纪 一 加 
12 一 加 
已 ( 蕊 的 导数 为 
P (= 二 (一 各) 十 (一 略 ) (17) 
而 且 当 上 = 如 时 ,结果 为 
已 (10) = al 十 az2(i 一 与 ) 久 F00) (18) 


用 于 公式 (16) 到 公式 (18) 的 点 集 {54} 不 必 是 等 距 的 。 选择 不 同 的 横 坐 标 可 导出 不 同 的 求 
解 /(x) 近 似 值 的 公式 。 
情况 (i) :如 果 0 二 2Xyft=X+ 内 t 二 x+2A ,出 
_ jjC 十 月 一 Fr) 
天 
_ Ja) 一 21Gx 十 间 十 Fx 十 2 
2 
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将 这 些 值 代 人 式 (18) 中 ,可 得 


， (xx 十 由 一 jx) 一 Fr) 二 2Fx 十 由 一 7 太 x 十 21) 
PIN = -一 -一 -十 -一 -一 一 - 
瑚 21 
通过 简化 可 得 
pro = 37CD 士 47 + 月 一 A 二 2 和 Pan Li) 


28 

这 就 是 AP" (zx) 的 二 阶 前 向 差分 公式 。 
情况 (i :如 果 总 =x 二 =x+jib=x- 则 

CC 十 有 一 了 


_ A++ 月 一 2500 十 Fr 一 月 
2 
将 这 些 值 代 人 式 ( 18) 中 ,可 得 


P'oo = Fr 十 用 一 了 (rr) _ 一 十 凡 二 2) 一 rr 一 岂 
记 28 
通过 简化 可 得 
/ 二 用 一 Ar 一 月 
0 
这 就 是 A(x) 的 二 阶 中 心 差分 公式 。 
情况 (让 ) :如 果 1=x 让 =x- 关 避 =x-25 则 
_ 0 一 /一 月 
疡 
_ 一 2 一 站 十 Fe 一 21) 
加 282 


SF(x) (20) 


L&l 
42 


将 这 些 值 代入 式 (18) 并 进行 简化 可 得 
， 3J xx) 一 4 一 站 二 Fr 一 27) 
RCR 

这 了 怠 是 六 (zx) 的 二 阶 后 向 差分 公式 。 
根据 点 ,与 ，…tn 近似 扰 贡 的 w 次 牛顿 多 项 式 P(i) 表 示 为 


P(D) =ao+al 一 和 十 oO 一 1 一 六 ) 


s 矿 (x) (21) 


十 03 直 一 各) 一 让) 仁 一 如 ) 十 十 NG 一 各 ) (一 太 _]) (22) 
Pb) 的 导数 为 
P() 一 al 十 az(( 一 如 ) 十 (一 三 )) 
十 0 一 如) 人 一 二 ) 十 仁 一 可) 一 思 ) 十 性 一 有 )0 一 所 ) 
N_1N-Il 
《23 ) 
十 … 十 GN 》 ] Tc =- 
KK 一 0 =(0 
/ 天 K 


当 在 上 = b 处 计算 忆 ( 电 时 , 式 中 有 许多 项 为 堆 ,这 样 P (tb) 可 简化 为 
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P(i) 王 Cf 十 2( 如 一 上 ) 十 63( 加 一 下 )( 一 成) 十 … 
十 CN 一 下) 一)(0 一 刁 ) (一 级 -1) 
方程 (24) 布 边 的 第 大 个 部 分 和 是 根据 前 上 个 点 的 天 次 牛顿 多 项 式 的 导数 。 如 果 


N 
和 一 可 委 ji 一 间 入 … 委 I 加 一 tl， 并 且 {(0)j=0 


形成 在 实数 轴 上 的 w + 1 个 等 距 点 , 则 第 上 个 部 分 和 是 精度 为 O( 久 -1 的 关 (5) 的 近似 值 。 
设 W=5。 如 果 有 5 个 点 总 =x+ 央 ,=0,1,2,3 和 4 则 式 (24) 等 价 于 精度 为 OK(1) 的 
三 xz) 的 前 问 差分 公式 。 如 果 有 $ 个 点 二 ,其 中 Ito=x%1=%X+ 六 ti=xX- 上 1=X%+27 和 
5 =x-2, 则 式 (24) 是 精度 为 O( 产 ) 的 F(x) 的 中 心 差分 公式 。 当 5 个 点 是 志 =y -入 时 ， 
式 (24) 是 精度 为 O( 态 ) 的 A(x) 的 后 向 差分 公式 。 
下 面 的 程序 是 程序 4.2 的 扩展 ,可 用 来 实现 公式 (24)。 数 据点 之 间 不 需要 等 虐 ,而 且 它 只 
计算 一 点 的 导数 六 (>xo )。 


程序 6.3( 基 于 N+1 个 点 的 差分 求解 ) 通过 构造 下 列 次 牛顿 多 项 式 求 解 F(x ) 的 近似 值 : 
六 0) 一 0 十 QIG 一 20) 十 Ga2G 一 xX0)G 一 2 
十 03( 人 一 X0JGX 一 XU 一 和 2) 十 :十 QNG 一 20) (Cr 一 XN_]) 
将 六 4xo) 一 已 (xo) 作 为 最 终结 果 。 在 xo 处 使 用 这 个 方法 。 可 通过 重新 排列 点 的 顺 库 为 
[xyzx0 My Xi 2r| 来 计算 记 ( 和 ) 一 忆 (x)。 
function [A,df]=dqiffnew(X ,Y) 


〈24) 


hTInput -Xis the lxn abscissSa Vector 
从 -~ Yis the txn ordinate vector 
hphOutput - A is the 1xn Vector containing the Coefficient8 of 
人 the Nth-degree Newton polynomial 
大 ~ dt is the approximate derivative 
A=Y ， 
N=]length (Xy) ; 
tor j=2:N 

for K=N:-1:j 

A(K)=( 和 (KK) -有 (Kk-1))V(CX(K)-XCk-j+l))， 

enda 
enaQa 
XO=X(T) ; 
df=A(2) ; 
Prod=1] ; 
nl=]ength(A) 一 1 ; 
tor K=2:Dnl 


Prodq=prodyr (XO-X(CK) ) ; 
df=df+prodyA(K+ty) ， 
enDadQ 


6.2.5 习题 
1. 议 As) =]n(x*), 保 证 计算 精度 为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
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(a) = 0.05 ,利用 公式 (6) 计 算 A”(5) 的 近似 值 。 
(b) 卢 =0.01 ,利用 公式 (6) 计 算 AF”(S) 的 近似 值 。 
(ce) 上 六 =0.1, 利 用 公式 (12) 计 算 A"(5) 的 近似 值 。 
(d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
2. 设 FLx) = cos(x) ,保证 计算 精度 为 小 数 点 后 8 位 或 9 位 。 
(a) 岂 = 0.05 ,利用 公式 (6) 计 算 F"(1) 的 近似 值 。 
(b) 关 =0.01 ,利用 公式 (6) 计 算 AP"(1) 的 近似 值 。 
(c) 六 =0.1, 利 用 公式 (12) 计 算 F"(1) 的 近似 值 。 
(d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
3. 设 FIx) =ln(x) 的 数据 值 如 下 表 所 示 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 。 


Jr) = in 人 zx) 





(a) 刀 =0.05, 利 用 公式 (6) 计 算 F($) 的 近似 值 。 
(b) 六 =0.01 ,利用 公式 (6) 计 算 F"($) 的 近似 值 。 
(c) 记 = 0.05 ,利用 公式 (12) 计 算 f”(S$) 的 近似 值 。 
(d) 上 述 答案 中 ,哪个 最 精确 ? 
4. 设 FLx) = cos(x) 的 数据 值 如 下 表 所 示 ,精度 为 小 数 点 后 4 位 。 


Fr) = cos(r) 





(a) 几 =0.05 ,利用 公式 (6) 计 算 (1) 的 近似 值 。 
(bj) 六 =0.01 ,利用 公式 (6) 计 算 F"(1) 的 近似 值 。 
(c) 岂 =0.05 ,利用 公式 (12) 计 算 Af"(1) 的 近似 值 。 
〈d) 上 述 答 案 中 ,哪个 最 精确 ? 
S. 记 =0.01 ,利用 数值 微分 公式 (6) 求 下 列 函 数 的 f*(1) 的 近似 值 。 


(a) FAx) = 和 (b) FFCx) = 和 
6. 户 =0.1, 利 用 数值 微分 公式 (12) 求 下 列 函 数 的 f”(1) 的 近似 值 。 
(a) FCx) = 和 (b) F(x) = xx 


7. 对 x+Ap), zx-A) ,zt+28) 和 zx-28) 进 行 泰勒 扩展 并 推导 中 心 差分 公式 ， 
G3)，、 jx 十 2j) 一 2 二 有 十 2 一 人 一 一 2 
了 Sr 


8. 对 xz+P),Fx-j),Fx+28) 和 xz - 21) 进行 素 勒 扩展 并 推导 中 心 差 分 公式 ， 
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700 CE+ 区 一 41C+ 月 +610D 一 41G 一 月 + 一 2 
) 一 一 一 一 一 


9. 根据 下 表 中 的 4 个 数据 点 ,求解 精度 为 O(2) 的 PC ) 的 近似 值 。 
(a ) (bb ) 





0.141120 
0.041581 
一 0.0S8374 
--0.137746 






0.989992 
0.999135 0.1 
0.998295 0.2 
0.987480 


10. 利用 近似 值 表达 式 
1(z+ 介 > 刀 一 思 r(e- 引 > 邦 二 大: 


推 录 近似值 表 达 式 












row- 殴 + 
11. 根据 公式 (16) 到 公式 (18) ,基于 点 b = xx, =x+ 记 和 = x+3, 推 导 求解 A(z) 的 公式 。 
12. 根据 公式 (16) 到 公式 (18) ,基于 点 间 =x) 恒 =x -及 和 1=x + 2 ,推导 求解 A(x) 的 公式 。 
13. 特定 微分 方程 的 数值 解 需要 精度 为 O( 忆 ) 的 F*(x)+ (xz) 的 近似 值 。 
\a) 通过 对 精度 为 O( 大 ) 的 广 (z) 和 (xz) 求 和 , 求 P"(z) + F(x) 的 中 心 差 分 公式 。 
(b) 通过 对 精度 为 O( 庆 ) 的 (xz) 和 (xz) 求 和 , 求 A"(x) + (xz) 的 前 癌 差分 公式 。 
(c) 如 采 将 求解 ,六 (x) 的 精度 为 O( 久 ) 的 公式 与 求解 F"(x) 的 精度 为 O( 委 ) 的 公式 相 加 ， 
情况 会 怎样 ? 
14. 求证 下 面 论述 的 问题 。 通 过 泰 勤 公 式 可 得 到 如 下 表达 式 ; 
了 六 (e) 





jw 十 站 三 jx) 十 APFG) 十 一 一 一 - 


6 
各 
三 x 一 产 ) 一 丰 x) 一 天 三 (二 下 7C0 方 呈 - 太 
将 它们 相 加 可 得 


Fx 十 有 十 FG 一 问 王 270 十 jc) 
并 可 得 到 求解 P(x ) 的 精确 公式 


Fr) = Jr 十 有 一 270) 十 xz 一 用 


方 2 
6.2.6 算法 与 程序 
1. 修改 程序 6.3 ,使 得 可 用 它 计算 P(xz) ,ME=12… N+1 
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数值 积分 是 工程 师 和 科学 家 使 用 的 基本 工具 ,用 来 计算 无 法 解析 求解 的 定 积分 的 近似 解 。 
例如 ,在 统计 热 动力 学 中 ,计算 固体 的 热 容量 的 德 拜 (Debye) 模 型 涉及 如 下 函数 : 
攻 1 
om= 上 本 二 本纪 


由 于 不 存在 @(x) 的 解析 表达 ,因此 必须 用 数值 积分 方法 来 得 到 其 近似 值 。 例 如 ,@(x) 是 区 间 
0 和 :上 < 上 曲线 y= Fi) =t /Ce -1) 之 下 的 面积 ( 见 图 7.1)。@(5$) 的 数值 近似 为 








3 3 
9(5) = 1 一 dr 4.8998922 
作客 ] 


(4x) 的 每 个 值 必须 由 一 次 数值 积分 计算 得 到 , 表 7.1 列 出 了 在 区 间 [1,10] 上 的 一 些 近 似 值 。 





0 ] 过 3 二 权 0 7 


7.1 0<i<5$ 上 曲线 y= Ai) 之 下 的 面积 


表 7.1 和 (x) 的 值 














0.2248052 


1.1763426 

3.0 2.5522185 

4.0 3.8770542 
5.0 4.8998922 

6.0 5.5858554 

7.0 6.0031690 

8.0 6.2396238 

9.0 6.3665739 

6.4319219 





本 章 的 目的 是 推导 数值 积分 的 基本 原理 。 在 第 9 章 中 ,利用 数值 积分 公式 导出 了 微分 方 
程 求解 的 预报 一 校正 方法 。 
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7.1 积分 简介 


数值 积分 的 目的 是 ,通过 在 有 限 个 采样 点 上 计算 Flx ) 的 值 来 逼近 Ar(x) 在 区 间 [a ,5 上 的 
定 积分 。 
定义 7.1 设 a=xo<xi<…<xr=。 称 形 如 


co = y wj = WU0j kxo) 十 VIA 十 十 WwWMTCN) (了 
k=0 
且 具 有 性 质 
三 ra= ol+ er (2) 
的 公 却 为 数值 积分 或 面积 公式 。 项 天 [ 门 称 为 积分 的 截断 误差 (tmuncation error) , 值 | zx， 
称 为 面积 节 所 (quadrathure node) , | okj| 忆 oo 称 为 权 (weight)。 全 


根据 应 用 的 需要 , 节点 |#! 的 选择 有 很 多 种 方法 。 梯 形 公式 .辛普森 (simpson) 公 式 和 布尔 
(Boole) 公 去 ,者 选择 的 是 等 距 节 点 ;而 高 斯 - 勒 让 德 (Gauss-Legendre) 公 式 中 的 节点 则 选择 为 某 
振 勒 让 德 多 项 式 的 零点 。 当 积分 公式 用 于 求 微分 方程 的 预报 公式 时 ,所 有 节点 都 要 小 于 )。 
对 于 任何 应 用 ,都 需要 了 解 一 些 关于 数值 解 的 精度 问题 。 
定义 7.2 西 积 公式 的 精度 为 正 整 数 严 , 严 使 得 对 所 有 次 数 二 于 的 多 项 式 已 (xx), 都 满足 

下 L Pi =0, 而 对 某 些 次 数 为 半 +1 的 多 项 式 已 ,, (xz) 有 天 [已 ，]z<0。 全 

通过 俩 守 所 x) 为 多 项 式 时 的 情形 可 以 预测 到 [ 忆 ] 的 形式 ,考虑 任意 ; 次 多 项 式 

忆 (x) 一 Ci 十 ii_1X 一 1: 十 … 十 CGI4X 十 G0 
如 采 基 P, 则 对 所 有 x*, 有 已 (x)=0, 并 且 对 所 有 的 x, 式 Pei(z)=(n+l)1a 成立。 
因此 ,截断 误差 的 一 般 形式 为 
ET 站 = 天 Fo )(c) (3) 

也 歼 不 足 为 奇 了 ,其 中 大 是 一 个 合理 选择 的 常数 , n” 为 精度 。 该 一 般 结 果 的 证 明 可 在 数值 积 
分 的 高 级 教程 中 找到 。 

面积 公式 的 推导 有 时 是 基于 多 项 式 插 值 的 。 前 面 已 经 讨论 过 ,过 MH + 1 个 等 距 点 
xx))jico 存 在 惟一 的 次 数 小 于 等 于 WU 的 多 项 式 Py(x)。 当 用 该 多 项 式 来 近似 [a ,5] 
上 的 扰 x) 时 ,Pw(x) 的 积分 就 近似 等 于 疙 zx) 的 积分 ,这 一 结果 的 公式 称 为 牛顿 - 科 特 斯 (New- 
ton-Cotes) 公开 ( 抑 图 7.2)。 当 使 用 采样 点 xm = e 和 = 几时 , 称 为 闭 型 牛顿 - 科 特 斯 公式 。 
下 面 的 结果 给 出 了 使 用 的 多 项 式 次 数 为 W = 1,2,3 和 4 时 的 公式 。 
定理 7.1 ( 闭 型 牛顿 - 科 特 斯 面积 公式 ) 设 办 =xo+ 砚 为 等 距 节 点 , 且 上 = F(x )。 前 4 个 

闭 型 牛顿 - 科 特 斯 面积 公式 为 


X | 及 
|/ 1 04 写 fo 十 及) (梯形 公式 ) (4) 


{ 
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X 户 
/ CDdrs (有 十 4 户 十 月 ) (辛普森 公式 ) (5) 
“3 37 3 、， 
Ja 如 +3 及 二 3 万 十 朋 (辛普森 了 公式 ) (6) 
z0 
/raparx 各 (7 而 十 32 太 十 12 户 十 32 户 十 7 向 (布尔 公式 (7) 
0 


推论 7.1( 牛 顿 - 科 特 斯 公式 精度 ) 设 x) 充 分 可 微 , 则 牛顿 - 科 特 斯 面积 公式 的 再 [ 门 包含 
一 个 高 阶 的 导数 项 。 梯 形 公式 的 精度 为 于 = 1。 如 果 JE C [ae,5], 则 


X 1] 太 3 
1/ JJ) dx 王 7 (Cj 十 思 ) 一 石 太 ”(c) (8) 
20 
辛普森 公式 的 精度 为 =3。 如 果 太 E C:[a,b]，, 则 
2 万 9 
1/ 太 (x)dx 一 3 了 (ja 十 4 户 十 万) 一 (0() (9) 
辛普森 忆 公 式 的 精度 为 有 .=3。 如 果 JE C [aa,5], 则 
X3 户 4 
厂 yue= 寻 +3h+3P+ 月 - 商 J0O (010) 
x0 
布尔 公式 的 精度 为 mn=S5S。 如 果 Fe C5[a,b]，, 则 


Xd4 2 太 了 
人 F(r)dx 王 石 (7 十 32 户 二 12 户 +32 户 +7 户 ) 一 5 (11) 


定理 了 的 证 明 从 基于 名 0 9 和 1 9 ， 克 于 的 几 x) 的 拉 格 朗 日 通 近 多 项 式 P,(x) 开 始 。 用 它 来 
焉 近 


4f 
jz) s Puh(r) = 》 大 LN (12) 
大 一 人 


其 中 乒 =Fx) ,大 =0,1,…，M。 积 分 的 一 种 通 近 方法 是 用 多 项 式 P,(x) 来 代替 被 积 画 数 
扩 x) 这 是 得 到 牛顿 - 科 特 斯 公式 的 一 般 方 法 : 


站 和 | 
1/ 了 (CC) GdX = PXT)dX 
X0 


X%O0 


xi ji 杀 XM 
-- 人 要 ALoutj dx =》， ( 1/ LaCD dj (13) 
k=0 k=0 “0 
M Xi 好 
一》 (LU/ LuCDdxj 大 = 》 wk 所 
类 =0 “70 上 =0 


么 (13) 中 系数 wx 的 计算 细节 是 烦琐 的 。 以 下 给 出 辛普森 公式 的 一 个 例证 ,其 中 M =2， 
这 种 情况 下 用 到 了 通 近 多 项 式 
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(一 XI 一 2322) (一 ZONG 一 22) 人 一 20) 一 2 
= 用 一 一 一 一 一 一 + 让 一 一 一 一 一 一 二 户 一 一 一 一 一 一 (14 
2 二 (Cx0 一 XXXO 一 2) (YI 一 2X0JXEI 一 232) (2 一 X0)X2 一 “D (14) 
由 于 万 ,1 和 六 对 于 积分 运算 而 言 是 常数 ， 机 
> 2 一 XI 一 一 区 0)G 一 ) 
入 一 -一 一 -一 一 一 一 一 才 
人 17160455 略 人 (xX0 一 XU(X0 4 二 xz (XI 一 MX0)CxXIL 一 2X2) 15) 


+ 户 厂 (一 X0) 一 2 1 


0 (x2 一 2X0)Gx2 一 X1H) 
引入 变量 代 换 ,用 = / 替换 #x = xo+ 凡 。 新 的 积分 限 从 1=0 到 1=2。 等 距 节 虐 
Mi = %o + 矶 变 为 和 -和 =(-P 门 和 xx- 和 = 天 Ci- 大) 这 可 使 式 (1$) 简 化 为 


-DR 一 2) “AL 一 0)h(t 一 2) 
人 /os 矶 人 CD 二 CC Ad4+ 丰 人 全 Cd 


At 一 Op 一]) 
十 力 / 0 


2 2 
-这 矿 ( 30+2 本 一 7 -20d+ 放 3 (太一 四 dt 
2 J0 0 “< J0 


1 一 2 








六 /7 38 二 六  ) 
= 105 本 一 林 十 < 万/ 本 一 《16 ) 
= 7 一 中 
Ai 1 PN 天 
十 户 5 本 一 也 
1 一 





一 用 ( 一 户 包 (也 ) 十 户 2 0 
= 了 (有 十 4 广 十 用 ) 
证 明 完 绅 。7.2 节 将 给 出 推论 7.1 的 一 个 例证 。 @ 
例 7.1 考虑 邓 数 败 xz) = 1+ esin(4x), 等 距 面 积 节点 为 wo =0.0,x =0.5,xz =1.0,x =1.5 


和 xs =2.0, 对 应 的 函数 值 为 万 = 1.00000, 片 = 1.55152, 户 = 0.72159, 矿 = 0.93765 和 
户 =1.13390。 应 用 面积 公式 (4) ~ 公式 (7)。 


解 : 步 长 为 记 =0.5, 计 算得 


0 0.5 
1/ 丰 (CxJax 入 本 (1.00000 十 1.$5$152) 王 0.63788 
避 
| .0 0 5 
1 Ooyadx 包 本 (1.00000 + 4(1.55152) 十 0.721S9) = 1.32128 
避 


1 .5 
J(0.3 
1 JJ)dx 入 0 0U000 二 3(1.55152) 十 3(0.72159) 十 0.93765) 
0 
一 1.64193 


了 
1/ Foax sx 0 ) 
履 





(41.00000) + 32(1.551S2) 十 12(0.72159) 
十 6 十 /1.13390)) = 2.29444 如 
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注意 ,上面 的 例子 用 公式 (4) ~ 公式 (7) 来 计算 不 同 区 间 上 的 定 积分 的 近似 值 , 这 一 点 十 分 重 
要 .图 7.2(a) ~ 图 7.2(d) 分 别 显 示 了 曲线 y = F(x)、 拉 格 朗 日 多 项 式 y= 已 (x),y= 已 (x)， 
y= Pi(x) 和 y=P(Cx) 下 的 面积 。 


有 》 





0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1 .5 2.0 
(3) (b) 





0.0 0.3 1.0 表 2.0 


(C) (d) 
7:2 (a) 区 间 [mm ,和 ]= [0.0,0.5] 上 y = 己 (x) 的 梯形 积分 公式 
(b) 区 间 [xo,x:]=[0.0,1.0] 上 y= 己 (x) 的 辛普森 积分 公式 ; 
(c) 区 间 [x ,xs ] = [0.0,1.53] 上 y= 忆 (x) 的 辛普森 霹 积 分 公式 ; 
(d) 区 间 放 汶 中 滞 二 [0.0,2.0] 上 交 一 P,(x) 的 布尔 积分 公式 


例 7.1 中 的 面积 公式 使 用 了 步 长 = 0.$S。 如 果 固 定 区 间 [a,b] 的 端点 , 则 必须 对 每 个 公 
式 使 用 不 同 的 步 长 。 梯 形 人 公式、 辛普森 公式 .辛普森 言 公 式 和 布尔 公式 的 步 长 分 布 别 为 
=0-a,h=(-a)/2,)=(0-a)3 和 ji=()-a)/4。 下 面 的 例子 显示 了 这 一 点 。 
例 7.2 考虑 函数 FLx)=1+e sin(4x) 在 固定 区 间 [a,8]=[0,1] 上 的 积分 。 应 用 公式 (4) ~ 
公式 (7) 来 计算 其 值 。 


解 :对 于 梯形 公式 , 几 =1， 


/ JJ)dx 久 sj 二 三 D) 


mm | 一 


一 了.00000 十 0.72159) = 0.86079 


对 于 辛普森 公式 , 几 = 1/2， 


| f 涌 
人 Jx)dx 包 人 (GO) 十 4F(5) 十 三 (])) 


] 
一 5(41.00000 十 4(1.35152) 十 0.72139) = 1.32128 


对 于 辛普森 二 公式 , 几 = 1/3， 





276 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 
ev ws.aeeoincn cuomaeeeeee icaeeoeettpamiittev venousos inaoo ear 


人 ds 2 人 CO+37G) 十 37 二 7D) 
Lu .00000 十 3(1.69642) 十 3(1.23447) 十 0.72159) = 1.31440 
对 于 布尔 公式 , 刀 =1/4, 结 果 为 
「 Jizs 20 介 07O+327 罗 +127 风 +327 鸭 +770D) 


一 二 (07(1.00000) 十 32(1.65534) 十 12(1.55152) 
十 32(1.06666) 十 7(0.72159)) = 1.30859 


该 定 积分 的 真 解 为 
「 FCo dx = 二 1.3082506046426 .…. 
0 17e 
布尔 公式 的 近似 结果 1.30859 最 好 。 图 7.3(a) ~ 图 7.3(d) 分 别 给 出 了 拉 格 朗 上 日 多 项 式 
PI(x), PC(x),P;Cx) 和 PCx) 下 的 面积 。 蚌 
yy=on 





(C) (d) 


图 7.3 (〈a) 区 间 [0,1j 上 的 梯形 公式 结果 为 0.86079;(b) 区 间 [0,1] 上 的 辛普森 公式 结果 为 1.32128; (c) 区 
间 [0,1] 上 的 辛普森 寺 公 式 结果 为 1.31440; (d) 区 间 [0,1] 上 的 布尔 公式 结果 为 1.30859 


要 对 面积 公式 进行 公平 的 比较 ,必须 在 每 种 方法 中 进行 相同 次 数 的 函数 求 值 。 下 一 个 例 
子 比较 各 种 方法 在 给 定 区 间 [a , 外 上 的 积分 ,每 种 方法 都 进行 5 次 函数 求 值 上 = (xx ) ,大 = 0， 

4。 当 在 4 个 子 区 间 [xo ,xi ] ,[x， ,%2 j,[L xx] 和 [ xs,xs] 上 使 用 梯形 公式 时 , 称 之 为 组 
合 梯形 公式 (composite trapezoidal rule) : 


第 7 章 数值 积分 277 


三 F(xr)dx 一 / 太 (x)dx + xx)dx + Jax+ 上 三 (xd 
X0 人 二 2 3 
忆 卢 户 卢 
祥子 ( 且 二 用 十 本 ( 帮 十 户 ) 十 5( 户 十 廊 ) 十 了 (有 十 及 ) (17) 
六 
= 了 (1j0+<1 二 7 十 2 及 十 及 ) 
时 , 称 之 为 组 合 辛普森 公式 (composite simpson s mle): 
厂 丰 (x)dx 一 三 三 (xx) dx + 了 (X)dX 
天 
祥子 (用 十 4 月 十 疝 十 了 ( 户 十 4 及 十 问 (18) 
天 
一 了 (加 十 4 户 十 2 户 +4P 二 用) 


下 面 的 例子 比较 由 式 (17)、 式 (18) 和 式 (7) 得 到 的 结果 。 
例 7.3 函数 Fxz)=1+e sin(4x) 在 区 间 [a,b] =「0,1] 上 积分 ， 进 行 4 次 函数 求 值 ,比较 组 
合 梯形 公式 、 组 合 辛普森 公式 及 布尔 公式 的 结果 。 
解 : 相 同 的 步 长 为 忆 =114, 由 组 合 梯 形 公 式 (17) 得 
1 JJ) dx 匀 人 十 2F(4) 十 27() 十 27() 十 FG)) 


1 
= 8(1.00000 十 2(1.65534) 十 2(1.55152) 十 2(1.06666) 十 0.72159) 
一 1.28358 
由 组 合 辛普森 公式 (18) 得 


/ FoDars 人 +47G+27G) 上 4FG) CD) 


] 
一 (1 .00000 二 4(1.65534) 十 2(1.$55152) 十 4(1.06666) 十 0.72159) 


= 1.30938 

布尔 公式 的 结果 在 例 7.2 中 已 经 来 得 为 ， 

2 2 人 

1/ Jo0Jdxr 一 一 (7J(00) 十 327(4) 十 127 (5) 十 32 (3 了 十 77() 
如 
- 1.30859 

积分 的 真 解 为 

/ Fr)dzr 二 一 一 Sn) -13082506046426.， 


辛普森 公式 所 得 的 结果 1.30938 要 大 大 优 于 梯形 公式 得 到 的 1.28358 ,而 布尔 公式 的 结果 
1.30859 仍 是 最 接近 真 值 的 。 图 7.4(a) 和 图 7.4(b) 分 别 给 出 了 梯形 和 抛物 线 下 的 面积 。 
图 
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sa 





0.00 0.2$9 0.30 ”0.75 1.00 





7.4 (〈a) 组 合 梯形 的 结果 为 1.28358; (b) 组 合 辛普森 公式 的 结果 为 1.30938 


例 7.4 求 辛 普 森 土 公式 的 精度 。 


解 :在 区 间 [0,3] 上 对 5 个 测试 函数 f(x) =1,F(x)=x,Fxz)= 委 ,FGxz)= 和 和 jx)= 和 
应 用 辛普森 寺 公 式 足 以 说 明 问 题 。 对 前 4 个 函数 ,辛普森 于 公式 是 精确 的 。 


3 3 
1dx=3=8(1+30) 二 3) 十] 
0 
3 


XdX 二 5 一 =-(0+3(D 十 3C) 十 3) 


8 
3 3 
xdx 一 9 王 人 二 3(1) 十 3(4) 十 9) 
0 
3 
Xdadx 一 0 三 =(0 十 30) 十 3(S) 十 27) 
4 8 
函数 F(x)=x 是 使 得 该 公式 不 精确 的 最 低 次 的 x 壬 函 数 。 
3 
0 
5 2 
故 辛 普 森 二 公 式 的 精度 为 屎 =3。 天 


7.1.1 习题 


1. 应 用 面积 公式 (4) ~ 公式 (7) ,计算 函数 FLx) 在 固定 区 间 [ac,/j = [0,1j 上 的 积分 。 柳 形 公 
式 、. 辛 普 森 公式 .辛普森 寺 公 式 和 布尔 公式 的 步 长 分 别 为 六 =1, 关 = 二 , 产 = 二 和 六 = 一 。 
(a) F(x) =sin(Tx ) 

(b) F(x)=1+e cos(4x) 

(c) F(xz) = sin(V x) 

批注 “_ 定 积分 的 真 解 为 :(a) 2/rx = 0.636619772367…, (b) (18e - cos(4) + 4sin(4))/(17e) 
= 1 .00745$9631397.… ,(c) 2(sin(1) - cos(1) ) = 0.602337357879… 

果 数 的 曲线 分 别 在 图 7.$(a) ~ 图 7.$(c) 中 给 出 。 


坟 2 


(sa 


tn 


CN 


了 


8 


怕 
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》 》 》 
1.0 2.0 1 .0 
0.3 ].0 0.5 
大 区 基 
0.0 0U.3 [.O .0 0U.> 1 .0 0.0 0.3 1 .0 


(3 (b) (c) 


图 7.5 (a) y=sin(rx)ji(b) y=1+ecos(4x)i(c) y= sin(Vy) 


' 分 别 应 用 组 合 梯形 公式 (17) ` 组 合 辛普森 公式 (18) 和 布尔 公式 (7) ,使 用 5 个 等 距 节点 上 的 


果 数 值 , 步 长 为 六 = 二 ,计算 函数 几 x) 在 固定 区 间 [e ,加 ] = [0,1] 上 的 积分 。 
(a) F(xX) =sin(rx ) 

(b) Ax)=1+e-cos(4x) 

(c) F(Cx) = sin(V xy ) 


,证明 注 普 森 公 式 在 任意 区 间 [e, 0] 上 对 本 数 Kx) = 关 和 xz) = x3 有 精确 解 ， 色 


(a) 广 z w= 志 - 4 (D) /ed = 二 -于 
对 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 
Pi(x) = 用 二 -十 万 二 一 < 
飞 | 才 i 一 AXO 





在 区 间 [| xo ,x ] 上 积分 ,并 证 明 樟 形 公式 。 


, 求 梯形 公式 的 精度 ,只 需 对 [0,1] 上 的 3 个 函数 FKx)=1Fxz)=x 和 Asx) =“% 应 用 梯形 公 


式 即 可 。 


, 求 辛普森 公式 的 精度 ,只 需 对 [0,2] 上 的 5 个 测试 函数 Kx) = 1 ,xs) =xCx)= 和 ,PCx) 


=x 和 上 xz)=x 应 用 辛普森 公式 即 可 。 将 结果 与 辛普森 去 公式 的 精度 相 比 较 . 

求 布尔 公式 的 精度 ,只 需 对 [0,4] 上 的 7 个 函数 FLxz) =1, (xz) = xx) = 和 ,FFCx)= 7， 
ALx)=” xz)= 和 和 xz)= 闻 应 用 布尔 公式 即 可 。 

才 题 5~ 习题 7 和 例 7.4 中 的 区 间 选 择 是 为 了 简化 面积 节点 的 计算 ， 但 在 任何 郴 数 /可 积 
的 财 区 间 [e ,5j 上 ,公式 (4) ~ 公式 (7) 的 精度 与 习题 5 -~ 习题 7 及 例 7.4 所 求 的 精度 相同 。 


区 间 Le ,j 上 的 面积 公式 可 由 区 间 [c, d] 上 的 面积 公式 通过 如 下 变量 代 换 得 到 ; 
dd 一 pc 
d 一 (C 








p 一 G 
x 二 8 一 了 一 





六 一 
其 中 必 =7 


(a) 证 明 :x = &g(b 约 是 过 点 (c,a) 和 (d,) 的 一 条 直线 。 

(b) 证 明 : 梯 形 公 式 在 区 间 [c ,四 上 与 区 间 [0,1] 上 有 相同 的 精度 。 
(c) 证 明 : 辛 普 森 公式 在 区 间 [e,] 上 与 区 间 [0,2] 上 有 相同 的 精度 。 
〈d) 证 明 : 布 尔 公 式 在 区 间 [ ea, 外] 上 与 区 间 [0,4] 上 有 相同 的 精度 。 


. 用 拉 格 朗 日 多 项 式 插值 推导 辛普森 半 公 式 。 提 示 : :变量 代 换 后 ,可 得 与 式 (16) 相 近 的 积分 ， 


280 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


克 3 3 
1/ OoD dx = -ja 1 - DC-2a0-3d+ 有 人 -oO0C-20-3)d 
X0 6 0 2 人 0 


3 六 3 
-pz /wo-oc- DG 一 3d 二 方 E 人 CO 一 1] 一 2)d 
2 虽 6 0 
hi- 斤 3 1 一 45 2 
一 106 (学 + -到 + + (生生 


r=0 
4 3 2 \ | 一 : 4 
4 (卫生 -狂人 
10. 基于 5 次 拉 格 妆 日 逼近 多 项 式 , 用 6 个 等 距 节点 必 = x+ 大 ,大 =0,1,…,5 推 导 闭 型 牛顿 
- 科 特 斯 公式 。 
11. 在 定理 7.1 的 证 明 中 , 尘 普 森 公 式 由 基于 3 个 等 距 节点 xo,x, 和 >% 的 2 次 拉 格 朗 日 多 项 
式 的 积分 推导 。 试 用 基于 3 个 等 距 节 点 xo,x; 和 >x 的 2 次 牛顿 多 项 式 的 积分 推导 出 辛 普 
和 森 公 式 。 


7.2 组 合 梯形 公式 和 辛普森 公式 


直观 地 求 区 间 [e ,5 上 曲线 y = FLx) 下 面积 的 方法 是 用 区 间 {[x, ,x,,]} 上 的 一 系列 梯形 
的 面积 来 通 近 。 
定理 7.2( 组 合 梯形 公式 ) 设 等 距 节 点 [zxisi], 丰 =0,1…，M 将 区 间 [a,b] 划 分 为 宽度 为 
关 =(8-a)/1 的 有 个 子 区 间 x =a+ 了 抽 。M 个 子 区 间 的 组 合 梯形 公式 有 3 种 等 价 表 和 示 
方法 : 


一 3 








一 0 
1 一 3 








f 一心 


Af 
TCF 用 = 2 2 ee + Cob) (1a) 
或 
7 (= > (用 十 2 万 十 < 户 二 2 户 十 … 十 2J1p-2 十 2 二 hy) (ULb) 
或 
记 艇 一 
T(A 间 =7CA(OTACOD) 二 2 FGxp) (1c) 


它们 是 区 间 [a,5] 上 (xz) 积 分 的 通 近 , 记 为 
疡 
1/ jxJdxzs7T(F) 〈2) 
证 明 : 在 每 个 子 区 间 [x% -xx ] 上 应 用 梯形 公式 ( 见 图 7.6)。 利 用 子 区 间 上 积分 的 可 加 性， 


户 4 
1/ FJadx 一 》 


一] 2 一 


由 于 六 /2 为 常数 ,由 加 法 分 配 律 可 得 公式 (la)。 公 式 (1lb) 为 公式 (la) 的 展开 式 。 公 式 (1c) 是 
将 公式 (lb) 中 所 有 被 2 乘 的 项 写 在 一 起 的 形式 。 @ 


姑 天 


8 
忆 
Fox) dx 入 2 了 (Cux-D 十 了) (3) 
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7.6_ 用 组 合 梯形 公式 通 近 曲线 y=2+sin(2Vx) 下 的 面积 


用 分 段 线性 多 项 式 逼 近 函 数 fx) =2+ sin(2Vx), 其 结果 是 有 的 地 方 为 闭 形式 的 逼近 ,有 
的 地 方 为 开 形式 的 和 逼近 。 为 了 保证 精度 ,必须 在 许多 子 区 间 上 应 用 组 合 梯形 公式 。 下 面 的 例 
子 在 区 间 [1,6] 上 进行 数值 积分 ,区 间 [0,1j 上 的 积分 留 给 读者 作为 练习 。 
例 7.5 对 函数 f(x)=2+sin(2Vx), 利 用 组 合 梯形 公式 和 11 个 采样 点 计算 区 间 [1,6j 上 的 

F(x) 的 积分 的 近似 值 。 

解 :用 M=10 和 大 =(6-1)/10=1/2 生成 11 个 采样 点 ,利用 公式 (lc) ,计算 得 


] 了 了 
TO = 他 WOD+ GO) 


] 
十 (7F(G3) 十 (2) 十 了 (3) 十 了 (3) 十 了 (2 十 (4) 十 了 (3) 十 了 (5) 十 了 (二 )) 


] 
= 二 (2.90929743 十 1.01735756) 
汪 5 (2.63815764 十 2.30807174 十 1.97931647 + 1.68305284 上 + 1.43530410 
十 1.24319750 十 1.10831775 十 1.02872220 十 1.00024140) 
] 1 
= 本 3.92665499) 十 7(14.42438165) 
= 0.98166375 十 7.21219083 = 8.19385457 时 


定理 7.3 (组 合 辛普森 公式 ) 设 x =a+ 肌 ,=0,1,…,2M 将 区 间 [a,b] 划 分 为 2M 个 宽度 为 
几 =(-a)/(2M) 的 等 距 子 区 间 [x, ,和 ]。 它 们 的 组 合 辛普森 公式 有 3 种 等 价 表示 方法 : 


4 
S( 帮 站 = 了 DCGpok-2) 二 47Cp2k-D 十 Cn) (4a) 
K 王 ] 
机 及 
9( 太 站) 一 一 4 了 - 4 
( 凡 ]) (ja 十 刀 十 2 户 十 4 胜 C4b) 
十 … :十 2PMh-2 十 4PMh-1 十 户 Mf) 


2 和 入世 
SG 站 =3(1O+JOD)+ 本 2 Job+ 二 DCok-l) (4c) 
KK 一 ] 业 ] 
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它们 是 对 F(x) 在 [a,8]j 上 积分 的 通 近 , 写 为 
六 
/ FJ)dx 之 5( 广 万 ) 二) 
证 明 : 在 每 个 子 区 间 [ xz - Wei \ 式 ( 见 图 7.7) ,利用 子 区 间 上 积分 的 可 加 性 : 


厂 Cr)dx = > ”有 
Q 和 2 一 2 


〈6) 
于 (J (xc2k-2) 十 47 (xz2k-1) 十 J(x2k)) 


由 于 j/3 为 常数 ,可 由 加 法 分 配 律 得 到 公式 (4a) ,公式 (4b) 是 公式 (4a) 的 展开 形式 。 公 
式 (4c) 是 将 公式 (4b) 中 的 被 2 乘 和 被 4 乘 的 项 写 在 一 起 的 形式 。 入 





图 7.7 用 组 合 辛普森 公式 通 近 曲线 y=2+ sin(2Vx) 下 的 面积 


用 分 段 2 次 多 项 式 盘 近 函数 几 x) =2+sin(2Vx), 得 到 的 结果 在 有 些 地 方 是 闭 形 式 的 ,在 
有 些 地方 是 非 财 形式 的 。 为 了 保证 精度 ,必须 在 许多 子 区 间 上 应 用 组 合 辛普森 公式 。 下 面 的 
例子 在 区 间 [1,6j 上 进行 数值 积分 ,区 间 [0,1] 上 的 积分 留 给 读者 作为 练习 。 


例 7.6 对 函数 fx*)=2+sin(2Vx), 利 用 组 合 公式 和 11 个 采样 点 来 计算 区 间 [1,6] 上 的 F(x) 
的 积分 的 近似 值 。 


解 :用 M=5 和 央 =(6-1)/10=1/2 生成 11 个 采样 点 ,利用 公式 (4c) ,计算 得 
SA 祝 = ECGD+7GO)+3CC)+7G)+ 7 +AG)) 
十 = 人 十 (5) 十 大 () 十 大 5) 十 大 (县 )) 
一 < (2.90929743 十 1.01735S75S0) 
十 5(2.30807174 十 1.08305284 十 1.24319750 十 1.02872220) 
个 (2.63815764 十 1.97931647 十 1.43530410 十 1.10831775 十 1.00024140) 


] ] 此 
一 6 人 .220067425) 中 了 (0.“0304429) 十 了 人 .10133735) 
= 0.02444250 十 2.08768143 十 $5.44089157 = 8.18301550 十 
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7.2.1 误差 分 析 

下 面 两 个 结果 的 重要 性 在 于 , 它们 指出 组 合 梯形 公式 和 组 合 辛普森 公式 的 误差 项 
Br(Pj) 和 羽 (Pj) 分 别 具 有 阶 数 0O( 庆 ) 和 DO( 央 )。 这 说 明 当 步 长 天 向 堆 的 方向 减少 时 , 辛 
普 森 公式 的 误差 比 梯形 公式 的 误差 更 快 地 收敛 到 零 。 当 Ax) 的 导数 已 知 时 ,可 用 公式 


一 由 一 C)FO(c)Pz 一 所 一 0) Fe)j 


zE7(/P) 三 站 尼 (1 7) 三 180 


来 估计 得 到 给 定 精度 的 近似 所 需 的 子 区 人 间 数 。 
推论 7.2( 梯 形 公 式 的 误差 分 析 ) 设 区 间 [a,b] 划 分 为 宽度 为 =(b-a)/ 扩 的 及 个 子 区 闻 
[xi ? +1 | ,组 合 梯 形 公式 


4 一 
六 
T( 太 月 = 了 CA + JUD) 十 放 > Feb (7) 


X 一 | 


是 对 积分 
疡 
1/ JJdX 一 了 (所 关 十 王 7( 广 户 ) (8) 


的 通 近 。 如 果 FE C [a,b], 则 存在 值 c,a< cec<, 使 得 误差 项 Err,j) 具 有 形式 


一 纪 一 G)FO(Cc)R 


了 
一 D(j) (9) 


ET( 记 /一 


证 明 :首先 确定 公式 在 区 间 [ xo,x,] 上 的 误差 项 。 对 拉 格 朗 日 多 项 式 PP (x) 及 其 余 项 进行 积 
分 ,得 


半 庆 ] | _ _ (2) 
三 rou= 1 Podr+ | 证 (10) 
X0 X0 X0 * 


在 区 间 !xo,x 上 ,项 (x - xo)(x -xi) 符 号 不 变 , 而 F2 (cec(x)) 连 续 。 因 此 由 积分 第 二 中 值 定 
理 知 ,存在 值 1 ,使 得 


(x 一 OCX 一 X1) 1 


Xi 用 XI] 
1/ jeoDdxz=5Cfo+ 廊 ) +7edepD | dr (11) 
X0 40 
对 式 (11) 右 端的 积分 进行 变量 代 换 * = xo + 及 : 
基 {2) ] 
1/ To-5+mD+ 二 2 | Atf 一 0)Att 一 1)7di 
X0 0 


上 (2) 万 3 ] 
= 了 (加 二 放 ) 十 一 2 人/ (一 DDdi (12) 


下 FI(cDR 
= 了 (四 十 帮 ) 一 一 说 


将 所 有 区 间 [ x， ， 和 + 1 ] 上 的 误差 项 相 加 ,得 : 
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厂 en 0 


一 下 (J -十 Jr 一 玉 htcb 


KK 一 1 “所 | 


(13) 


第 一 个 和 式 为 组 合 梯形 公式 7F(/, 关 )。 在 第 二 项 中 ,将 一 个 六 因子 用 等 式 六 = (8 - ac) 和 替 
换 , 得 





太 Foodax =T(F 朋 一 4 攻 定 ee 


括号 中 的 项 可 看 成 是 2 阶 导数 的 一 个 均值 ,因此 可 用 /2 (c) 替 换 , 从 而 得 到 


6 PC) p2 


推论 7.2 得 证 。 @ 
推论 7.3( 辛 普 森 公式 的 误差 分 析 ) 设 [a,b] 划 分 为 宽度 为 凡 =(5-a)1(2M) 的 21 个 等 宽 
度 子 区 间 [x xx] ,组合 辛普森 公式 
2 一， 41 
SC 有 = 了 CO+AO) 二 2 Job 十 本 2 7 Got) (14) 


息 积 分 
1 Jo)d5 三 (HA 十 无 S(A 放 ) 《15) 


的 逼近 。 并 且 , 如 果 Fe C[a,b], 则 存在 值 c,a<c<，, 使 得 误差 项 FE: 1, 关 ) 具 有 


一 (一 ac)P4 


Dr14 
60 一 个 () 【16) 


尼 S( A) 一 
的 形式 。 


例 7.7 对 Fx)=2+sin(2Vx), 计 算 在 区 间 [1,6] 上 使 用 组 合 梯形 公式 , 且 子 区 间 数 分 别 为 
10,20,40,80 和 160 时 的 误差 。 


解 : 表 7.2 列 出 了 通 近 值 T(F, 岂 ) 的 各 项 。F(x) 的 不 定 积分 为 
Fr) =2x 一 Vxcos(2Vx) 十 2 
而 定 积分 的 页 值 为 
rmw= Pa| 玲 =si83t7g207 


该 值 用 来 计算 表 7.2 中 的 开 r(Fj) = 8.1834792077 - FT(F 记 )。 可 以 看 到 当 大 减 半 时 ， 
误差 项 序列 Er (天 ) 的 衷 减 因 子 约 为 十 。 这 一 点 很 重要 , 因为 它 验 证 了 误差 的 阶 
为 DO( 庆 )。 国 
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囊 7.2 fx=2+sinf2v 计 jj 在 [1,6] 上 的 组 合 梯形 公式 
ET( 上 站 = 0 























1I0 | 0.5 8.193835457 一 0.01037540 
20 | 0.25 8.18604920 一 0.002357000 
40 |】 0.1254 3.18412019 一 0U.00004098 
80 | 0.0625 8.18363936 一 0.00016014 
160 0.031235 38.18351924 一 0.00004003 






例 7.8 对 Fx)=2+sin(2Vx), 计 算 在 区 间 [1,6] 上 使 用 组 合 辛 善 森 公 式 , 且 子 区 间 教 分 别 为 
10,20,40,80 和 160 时 的 误差 。 
解 : 表 7.3 列 出 了 通 近 值 S( 记 天) 的 各 项 。 积 分 的 真 值 为 马 (F, 户 ) = 8.1834792077 - 
SG/ 六 )， 它 用 米 计 站 表 7.3 中 的 态 (F,R)。 可 以 看 到 ,当天 减 半 时 ,误差 项 序列 玉 (用 ) 
的 囊 减 因子 约 为 站 。 这 验证 了 误差 的 阶 为 DO(j)。 加 
表 7.3 区 间 [1,6] 上 fx)=2+sin(2vVX) 的 组 合 辛普森 公式 
E5(/ 月 =O4) 


























3 0.5 5.18301549 0.00046371 
10 0.235 8.18344750 0.00003171 
20 0.123 8.18347717 0.00000204 
40 0.0625 83.18347908 0.00000013 
80 0.03125 8.18347920 0.00000001] 





例 7.9》 计算 M 和 步 长 太 , 使 得 组 合 梯形 公式 对 通 近 几 djxz = 7( 太 太 ) 的 误差 瓦 ( 太 卢 ) 小 于 
Sx 10-”。 


解 :被 积 函数 为 F(x) = LUx ,其 前 2 阶 导 数 为 xzx)= -LU 和 (wx)=2/ 妇 。 区 间 |12,7] 上 
LA (zx)1 的 最 大 值 在 端点 x =2 处 取得 ,从 而 对 2 三 c 和 7, 有 界 11 (cec)1 和 Ifo(2)1= 二 。 
代入 公式 (9) ,得 

一 地 一 OA CO 一 2 和 0。 5h2 


| 
步 长 彤 和 ji 满足 关系 疡 =S/M ,代入 式 (17) ,得 关系 式 
125 
Er( 太 有 入 着 5 科 5x10 (18) 
重 写 式 (18) ,使 之 易于 求解 有 f， 
25 
项 10” 委 M4? (19) 


对 式 (19) 求 解 ,得 22821.77 三 六。 由 于 形 必须 为 整数 ,选择 有 6 = 22822 ,对 应 的 步 长 为 天 = 
5122822 = 0.000219086846。 如 果 用 这 么 多 次 函数 求 值 来 计算 组 合 梯形 公式 的 值 , 函数 的 
舍 入 误 盖 很 有 可 能 会 产生 相当 大 的 误差 。 用 该 值 进 行 计 算 , 结 果 为 


5 
T (17 一 一 |] = 1 
(: 2) 1.25$2762969 
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与 真 值 记 /xz = In(x)1z-? = 1.252762968 相 比 ,误差 比 预 测 的 小 。 这 是 因为 |1f@ (ec)1 的 
界 使 用 了 二。 实验 表明 ,要 达到 精度 Sx 10-" ,需要 10001 次 函数 求 值 , 当 使 用 M = 10000 
进行 计算 时 ,结果 为 





5 
= 1.252762973 
r(7/ 0 人 本 


组 合 风 形 公式 通常 要 求 大 量 的 函数 求 值 才能 得 到 准确 的 答案 。 下 面 的 例子 使 用 辛普森 公 
式 ,需要 的 函数 求 值 比 组 合 梯形 公式 少 得 多 。 


例 7.10 计算 M 和 步 长 尹 ,使 得 组 合 辛普森 公式 对 通 近 刀 dx 8S(H， 凡 ) 的 误 善 玉 (天 ) 小 
于 Sx10-”。 
解 :被 积 函 数 为 F(x)=JL/x ,而 上 (xx)=24/x5。 区 间 [2,7] 上 17@(c)1 的 最 大 值 在 端点 
%=2 处 取得 ,从 而 对 2 三 c 过 7, 有 界 
LO 过 LO = 
代入 公式 (16) ,得 
一 化 一 9 0 一 2 和 下 


| 
1Es(AJ)| = 1 么 一 的 一 = 天 (20) 
步 长 户 和 jb 满足 关系 天 =S1/(21M) ,代入 式 (20) ,得 关系 式 
625 
1Es( 访 站 | 科 了 04 魏 Sx 10 (21) 
重 写 式 (21) ,使 之 易于 求解 打 : 
125 
了 x 10 入 M (22) 


对 式 (22) 求 解 ,得 112.95 三 M。 由 于 1 必须 为 整数 ,因此 选择 MN = 113, 对 应 的 步 长 为 
六 = 9/226 = 0.02212389381。 用 组 合 辛普森 公式 计算 ,结果 为 


3 
4117 一 -| -12 
| 丰 了 志 ) 1.2$270602969 


与 /de/z = n(x)1227 = 1.252762968 一 致 。 实 验 表明 ,得 到 精度 5x 10-9 需 要 大 幼 129 次 
函数 求 值 。 当 用 有 = 好 进行 计算 时 ,结果 为 
5 
5 ( 上 遍 -=- 1.252762973 四 
于 是 可 知 ,使 用 229 次 FA(x) 求 值 的 组 合 辛普森 公式 与 使 用 22823 次 FLx) 求 值 的 组 合 梯形 
公式 得 到 同样 的 精度 。 在 例 7.10 中 ,辛普森 公式 的 函数 帮 x) 求 值 次 数 只 有 梯形 公式 的 证 。 


程序 7.1( 组 合 梯形 公式 ) 通过 F(x) 的 M+1 个 等 步 长 采样 点 xi =C+ 有 大 ,=0,12.… 及 
逼近 积分 
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时 一 | 


厂 HeDdr s 2201 + OOD) + Fn 


大 一 ] 
注意 ,xo=a,xvw= 彤 。 


function S=tTraprlf ,ab,M) 
AInput - f is the integrand input a8 8a String :于 


/ - a and b are tipper and lower limits of integration 
帮 - M ie the Dnumber of subinterVvals 
yDutput - 8 is the trapezoidal rule Sum 
h=(b-al) V/M; 
S=O ; 
for Kk=1:(M-1) 
X=a+hb 林 kx ; 
8S=S8+feval(f ,X) ; 
end 


S=h*(feval(f ,a)+feval(ft,b))/2+h*s， 


程序 7.2( 组 合 辛普森 公式 ) 通过 F(x) 的 2M+1 个 等 步 长 采样 点 和 = ea+ 了 大 ,=0,12 
2jif 通 近 积分 
用 4 一 af 


厂 jx) dx 祥 (Fa) 十 三 OD)) + 全 世 7 (Cx2k) + 之 yeor 


注意 ,x = 他 ， 光 2? 财 一 0。 


function 8=Simprl(t ,a,b,M) 


ApIDnput -~ f is8 the integrand input as a string :f， 
人 -~ a and b are Upper and lower limits of integration 
从 -~- M is the number of subintervals 


AhA Dutput - 8sS is the 8impson rule Stum 
h=(b-a)/(2*M) ; 
S1T=0O ; 
S2=O0 ; 
for X=T:M 
X 一 3 十 昌 汪 《2 本 区 一 |) ; 
s1=81+feval(f ,Xx) ; 
end 
for k=1l1:(M-1) 
X= 8 十 水 防 水 区 ， 
sS2=S2+feval(f ,xy) 
enad 


S=hy (feval(f,a)+feval(f,b)+4*s1+2+S82)/3， 
7.2.2 ”习题 


1t.《i) 用 组 合 梯形 公式 和 1 = 10 求 下 列 每 个 积分 。 
〈ii) 用 组 合 痒 普 森 公式 和 1M =5 求 下 列 每 个 积分 。 
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(a) / (1+2) -dx (b) /2+ sin(2VZ))d (ec) /drNI 
(d) 大 ez 丰 (e) 三 2xcos(z)dx (f) 太 sin(2x )e dx 
2. 曲线 长 。 人 曲线 y = FLx) 在 区 间 c 达 x 壹 声 的 弧 长 为 


记 
长 度 一 | VTIT+ (CC )drx 


(i) 用 组 合 梯 形 公 式 和 1H = 10 求 下 列 每 个 函数 的 弧 长 。 
(ii) 用 组 合 辛普森 公式 和 M = 5 求 下 列 每 个 函数 的 弧 长 。 
(a) F(x)= 和 ,0<x 近 1 
(b) ALx) =sin(xz),0 二 xx 过 T/4 
(cj) Frx)=e ,0<x 过 1] 
3. 表面 积 。 曲 线 y = FLx),a<xsb, 绕 >x 轴 旋 转 得 到 的 立体 表面 积 为 


b 
面积 = 2 JIVLET+ (CGOD) dx 


(i) 用 组 合 梯形 公式 和 1N = 10 求 下 列 每 个 表面 积 。 

(ii) 用 组 合 辛普森 公式 和 = $ 求 下 列 每 个 表面 积 。 

(a) F(x)=w ,0<x 过] 

(b) AFx)=sin(x),0<xy 生 /4 
(ec) F(x)=e ,0<x 达 1 
4. 《ai) 证 明 : 梯 形 公式 (MH = 1,i= 1 对 区 间 [0,1] 上 形 如 f(x) = cix + e 的 次 数 小 于 等 于 1 

的 多 项 式 是 精确 的 。 

(b) 利用 被 积 函 数 FLx) = c 刀 , 证 明 : 梯 形 公式 (WH = 1, 关 = 了 在 区 间 [0,1] 上 有 误差 项 

一 他 一 OAC(c)A 





&7(P) 一 1 
S.〈a) 证 明 :六 普 森 公式 (MH=1, 刀 = 也 对 区 间 [0,2] 上 形 如 xz)=c +cox+cx+c 的 
次 数 小 于 等 于 3 的 多 项 式 是 精确 的 。 


(b) 利用 被 积 函 数 所 x) = cx ,证 明 : 辛 普 森 公式 (MH = 1, 记 = 1) 在 区 间 [0,2] 上 有 误差 项 
一 入 一 a)F4)(cR4 
(月 = 一 
6. 用 待定 系数 法 推导 梯形 公式 (M = 1, 关 = 1)。 
(a) 求 常 数 ze 和 to ,使 得 放 g(t) 帮 = wog(O) +wIg(U 对 函数 g(t)=1 和 ge(t)=: 是 精确 的 。 
(b) 利用 关系 式 Fxo + 居 ) = 8( 划 和 变量 替换 y = 和 + 及 及 皮 = /hz ,将 梯形 公式 由 区 间 
[0,1j 平 移 到 区 间 [ xx ]。 
\a) 的 提示 :可 以 得 到 关于 两 个 未 知 量 ww 和 z 的 线性 方程 组 。 
7. 用 竺 证 系 数 法 推导 出 辛普森 公式 (M=1,j=1)。 
(a) 求 常数 wo,w 和 wz ,使 得 /ug (日 恬 = wog(0) + wug(D + mg(2) 对 函数 Ci) = 1 
8tb=i 和 5) = 世 精 确 。 


10， 


11. 
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(b) 利用 关系 式 F(xo + 天) =g( 世 和 变量 替换 zx =x+ 天 及 必 = 有 央 ,将 梯形 公式 由 区 则 
10,2j] 平 移 到 区 间 [x。 ,>x。 |]。 
(a) 的 提示 :可 以 得 到 关于 3 个 未 知 量 所 0 ， 纪 | 和 也 2 的 线性 方程 组 。 


. 求 1 和 步 长 关 , 使 得 用 1 个 子 区 间 的 组 合 梯形 公式 计算 以 下 函数 时 具有 精度 $Sx 10”。 





T/O 3 ] 2 ， 
(al) /ceo 上 5 一 dx Co 人 Xe 
(c) 的 提示 :大 (xz)=(x -2)e 一。 


. 计算 MH 和 步 长 六 ,使 得 用 21W 个 子 区 间 的 组 合 辛普森 公式 计算 以 下 天 数 时 具有 精度 


Sx10-。 
rr/6 3 ] 2 

(| cos(x) Gd b |/ < 一 一 dx Co Xe dx 
-T/6 2 一 : 0 


(c) 的 提示 : 广 "(x)=(x -4)e-。 
考虑 定 积分 三 。 cos(x) du = 2sin(0.1) = 0.1996668333 ,下 表 给 出 了 组 合 梯形 公式 得 到 的 近 
似 值 。 计 算 玉 (F 关 ) =0.199668 - TCF,j) ,并 说 明 其 精度 为 O( 庆 )。 


尼 7T( 记 人 三 0O(0p2) 









0.1990008 
0.1995004 
0.1990232 
0.1990504 
0.19596642 








考虑 定 积分 三。xcos(x) dx = 2sin(0.75) = 1.363277520, 下 表 给 出 了 组 合 辛普森 公式 得 到 的 
近似 值 。 计 算 玉 (大 ) = 1.3632775 - SP, 六) ,并 说 明 其 精度 为 OK 和)。 


TO 


ES( 上 1) = O(pn4) 









0.75 1.3658444 
2 0.373 1.3034298 
4 0.1873 1.3632869 
8 





0.09375 1.3632781 





. 中 训 公 式 。 区 间 [ xo,x ] 上 的 中 点 公式 为 


大 | 3 万 一 
1/ HGD dx = 2hfoo 二 月 十 二 7 人) 其 中 = 一 一 一 
(a) 将 所 xz) 的 不 定 积分 R(x) 在 点 x+ 天 展开 为 泰 勤 级 数 ,并 证 明 [x ,xx ] 上 的 中 点 公式 。 
(b) 利用 (a) 的 结果 ,证 明 : 区 间 [e,5] 上 A(x) 积 分 的 组 合 中 点 公式 为 
D 一 4 
M1jA)=A》Fla+lIK 一 天 |， 其 中 己 = 
大 e+ 


它 是 所 xz) 在 区 间 [c,] 上 的 积分 的 一 种 逼近 , 写 为 





p 
/ jx)dx 之 1M( 广 Ph 
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(c) 证 明 :;(b) 的 误差 项 豆 (Cj, 凡 ) 为 


0O) 也 一 ooi oa 
EM( 户 站 = 和 开 / (cb) = 一 00 
13. 用 中 点 公式 和 M = 10 求 习题 1 中 的 积分 的 近似 值 。 
14. 证 明 推 论 7.3。 


7.2.3 算法 与 程序 


1 (a) 对 习题 1 中 的 每 个 积分 ,计算 M 和 步 长 &, 使 得 用 组 合 梯形 公式 计算 得 到 精确 到 小 数 
点 后 9 位 的 结果 。 用 程序 7.1 计算 每 个 积分 。 

(b) 对 习题 1 中 的 每 个 积分 ,计算 MH 和 步 长 关 , 使 得 用 组 合 辛 普 森 公式 计算 得 到 精确 到 小 
数 点 后 9 位 结果 。 用 程序 7.2 计算 每 个 积分 。 

2. 用 程序 7.2 求 习题 2 中 的 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 11 位 。 

3. 修改 组 合 梯形 公式 ,使 之 可 以 求 只 有 若干 点 函数 值 已 知 的 函数 积分 。 将 程序 7.1 修改 为 
求 区 间 [ e ,上 过 1W 个 给 定点 的 函数 Fx) 的 积分 逼近 。 注 意 节点 不 需要 等 距 。 利 用 该 程 _ 
序 求 过 点 {(V 友 +i ,ke)} 的 函数 的 积分 逼近 。 

4. 修改 组 合 辛普森 公式 ,使 之 可 以 求 只 有 若干 点 函数 值 已 知 的 函数 积分 。 将 程序 7.2 改写 
为 求 区 间 [ ea ， 二 MW 个 给 定点 的 函数 风 x) 的 积分 逼近 。 注 意 节 点 不 需要 等 虑 。 利 用 该 
程序 求 过 点 { 人 V 友 +1T ,2s)}， 的 函数 的 积分 逼近 。 

S. 修改 程序 ) 1 使 之 用 组 全 中 站 区 (见习 是 12) 来 逼近 函数 几 x) 在 [ae ,5] 上 的 积分 。 利 用 
该 程序 求 习 题 1 中 的 定 积 分 ,精确 到 小 数 点 后 11 位 。 

6. 使 用 本 节 的 任意 算法 , 求 下 面 每 个 定 积分 的 允 近 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 

L4r 玩 -10” 1 
四 an0od 四 大 语 
. 下 面 的 例子 说 明 如 何 用 辛普森 公式 来 求 积分 方程 的 近似 解 。 用 辛普森 公式 和 大 = 1/2 来 
求解 方程 v(z) = z2+0.1/0(o+DoDDd。 令 N=00=12 和 ?=1 则 





1 
1/ (zx 十 1u 人 (fd 入 时 (人 十 0)uo 十 4(x5 十 5 十 (xz 十 Dj 
0 
邻 
2 1 2 2 ，]】 2 
VCxn) 一 xy 十 oz 人 (Ge 十 0)uvo 十 4(xy 十 Du 十 (xy 十 Du (1 
将 xzo =0,x; =12 和 x =1 代 和 人 式 (1), 得 线性 方程 组 


] 
0 王 亿 十 50(C0m 十 2VI 十 >) 


】 认 3 + 
4 (2) 


v2 一 ] 十 二 (on 十 071 十 2D2?) 


U1 一 一 


将 方程 组 (2) 的 解 (w = 0.0273,w =0.2866,w = 1 .0646) 代 和 人 方程 (1) 并 简化 之 ,得 
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uU(Y) 1.03730Sx“ 十 0.027297 (3) 


(a) 作为 验证 ,将 该 解 代 人 到 积分 方程 的 右 端 ,对 其 进行 积分 ,并 与 式 (3) 的 结果 比较 。 
(b) 利用 组 合 辛普森 公式 和 岂 =0.5 来 求 积分 方程 


] 
人生 诈 一 - 二 十 站] 1 (7 十 1)uCt) di 
0 


的 近似 解 。 并 用 (a) 中 的 过 程 验证 该 解 。 
7.3 递 归公 式 与 龙 贝 格 积分 


本 厂 讨 论 如 何 用 柳 形 公式 的 线性 组 合计 算 辛 普 和 森 通 近 。 使 用 的 子 区 间 数 越 多 , 则 通 近 的 
精度 越 高 。 如 何 选择 子 区 间 的 数目 ? 采用 2 个 子 区 间 ,4 个 子 区 间 ,…, 不 断 进 行 试验 ,直至 得 
到 想 要 的 精度 ,这 个 过 程 能 够 帮助 回答 这 一 问题 。 首 先 要 生成 一 个 梯形 公式 的 序列 17T(JD)}， 
当 子 区 间 数 目 增加 一 倍 时 , 函数 求 值 的 次 数 也 增加 了 近 一 倍 , 因 为 必须 在 所 有 先前 的 点 和 先前 
区 间 的 中 点 处 对 上 晒 数 进行 求 值 ( 见 图 7.8)。 定 理 7.4 说 明了 如 何 消除 完 余 的 函数 求 值 和 求 和 
运算 。 


y = fr) 





(d) 
图 7.8 (a) 7(0) 为 2 =1 个 梯形 的 面积 ;(b) 7(1) 为 2 = 2 个 梯形 的 面积 ; 
(c) T(2) 为 2 = 4 个 梯形 的 面积 ;(d) 7(3) 为 2 = 8 个 梯形 的 面积 


定理 7.4( 连 续 梯 形 公式 ) 设 J=>1 点 | 和 =a+ 肌 | 将 [a,b] 划 分 为 217=2M 个 宽度 为 
(8 -aa)/2 的 子 区 间 。 梯 形 公式 T( 记 ,j) 和 TCF， mi 


一 司 2/) 


7 大 思 ) 三 2 加 27eor 1) 各 
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定义 7.3( 梯 形 公 式 序列 ) 定义 7T(0) = (hi/2)(CF(ae)+5)), 它 是 步 长 为 疡 =8-a 的 梯形 公 
式 。 对 于 所 有 JP1, 定 义 了 (J) = T(F,j) ,其 中 了 (上 ) 为 步 长 为 上 =(b-a)/2 的 梯形 
公 么 。 全 
推论 7.4 (递归 梯形 公式 ) 由 了 7(0)=(Ap2)(F(a)+A5)) 开 始 ,梯形 公式 序列 |7(J)} 可 由 以 


7(7) = 一 一 TO-D wy roou D， 7=1L2… (2) 


人 一 1 
其 中 由 =(8-a)2 lx=a+ 肌 |。 


迹 明 :对 偶 节 氮 xo < xa < …< xa2w-a< 5 使 用 步 长 为 2 的 梯形 公式 : 


177 一 1 = 宁 ( 十 < 大 十 214 十 … 十 2PNH-4 十 2PMN-2 十 户 M) (3) 
对 所 有 节点 xo< xi < za <…< xn-i< xx 使 用 步 长 为 卢 的 梯形 公式 : 
T(7) = 了 (用 十 2 户 十 2 户 十 … 十 2W-2 十 2 -1 二 户 W) (4) 
收集 会 式 (4) 中 下 标 为 奇数 和 偶数 的 项 ,得 
7 (JV) = 二 二 22+ 0AA 王 且 - (5) 
=1 
将 式 (3) 代 入 式 (5) ,得 FT(J) = T(J- 1D)2+A > 万 -证 毕 。 @ 


例 7.11 用 连续 梯形 公式 计算 积分 万 下/x = in(5) - In(1) = 1.609437912 的 通 近 7(0) ,7(1)， 
7TA2) 和 7T(3)。 
解 : 表 7.4 给 出 了 计算 7T(3) 所 需 的 端点 函数 值 和 计算 T(1),7T(27) 和 7(3 ) 所 需 的 中 点 子 
数值 。 求 值 的 详细 过 程 如 下 ， 
当 岂 一 4 时 : 7@O) = 一 5 .000000 + 0.200000) = 2.400000 


当 疡 三 2 时 : 了 7() = 一 十 2(0.333333) 


一 虐 200000 0.666666 - 1.800060 


当 疡 =1 时 : 7(02) = 二 十 10.500000 + 0.250000) 


一 0.9jJ3333 十 0.750000 = 1.683333 


| 
当 姑 = 时: 了 G) = 一 一 十 5 (0.666667 十 0.400000 


， 0. 5 十 0.222222) 
= 0.841667 十 0.787302 = 1.628968 图 


下 面 的 结果 说 明了 梯形 公式 与 辛普森 公式 之 间 的 重要 关系 。 用 步 长 25 和 户 计 算 梯 形 公 
式 的 结果 分 别 为 7 了 (7,28) 和 7(F,j) ,它们 可 以 组 合 得 到 辛普森 公式 : 
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一 忆 
sr 月 = 7C 儿 =TU 芍 0 


表 7.4 用 来 计算 7 了 (1),T(2) 和 7T(3) 的 9 个 点 的 函数 值 


计算 三 (1) 交 计算 三 (2) 需 计算 工 (3) 带 
计算 7《0) 的 端点 | 。。 要 的 中 点 要 的 中 点 要 的 中 点 







1.0 | 1.000000 1.000000 

1.3 | 0.0006067 0.006067 
2.0 1 0.500000 

2.3 | 0.400000 0.400000 
3.0 | 0.333333 0.333333 

3.5 | 0.285714 0.285714 
4.0 | 0.230000 

4.3 | 0.222222 0.222222 
.0 1 0.200000 0.200000 





定理 7.5 (递归 辛普森 公式 ) 设 17(J)| 为 由 推论 7.4 产生 的 梯形 公式 序列 ,如 果 J>1, 且 

SCJ) 为 区 间 [e ,5 的 2 个 辛普森 公式 , 则 S(J) 和 7(J- 1) 与 F(J) 满 足 关系 式 : 
47(J/) -7T( -了 
3 


证 朋 : 由 步 长 为 六 的 梯形 公式 7(J) 得 到 扣 近 


5 
户 
1 jx)dx 和 (yo0 十 < 万 十 2 户 十 十 2PMN -2 十 2 -1 十 户 M) 


S(7) = J 一 1， 2 (7 ) 


(8 ) 
一 了 (JJ 
由 步 长 为 2 的 梯形 公式 7(J - 1) 得 到 吉 近 
5 
/ jx)dx SP 二 2 户 十 … 十 2PNh 2 二 PN =T(J 一 《9) 
将 式 (8) 乘 以 4, 得 
B 
41/ JJdx SR 二 4 万 十 4 户 十 十 4PM 2 十 4Pi 十 27y) (10) 
一 47(J) 
式 (10) 减 去 式 (9) 得 
3 JJadxz SR+4 广 十 2 户 十 .十 2PNH -2 十 4 证 万 W) CD 
一 47(J) 一 了 (yy 一 四 
该 式 重 写 为 
六 
1/ JJ)dr 包 3(j0 十 4 户 十 2 户 十 … 十 2PMf 2 十 4 1 十 户 帮 ) 
“ (12) 


47(C) -7TC 一 DT 
= 一 一 
式 (12) 中 的 中 项 为 辛普森 公式 S(J) = S(A,) ,从 而 定理 得 证 。 @ 
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例 7.12 用 连续 辛 羡 森 公式 求 例 7.11 中 的 积分 的 通 近 S(1),S(2) 和 S$S(3)。 
解 :利用 例 7.11 中 的 结果 和 J =1,2 和 3 的 公式 (7), 计 算得 


yn) - 4 7 _ 《4.866660) - 2.400000 _ cggggg 
ya) - 4O- 7GD) 《683333) 一 1.866666 _，pppp 
8 - 47g)- 7C) 40.628968) 一 1683333 | cl0gd5 是 


7.1 节 中 的 布尔 公式 由 定理 7.1 给 出 , 它 是 通过 对 基于 节点 xx ,xx 和 > 的 4 次 拉 
格 朗 日 多 项 式 求 积 分 得 到 的 。 另 一 种 建立 布尔 公式 的 方法 在 习题 中 给 出 。 如 果 在 区 间 [c ,2 ] 
上 对 宽度 为 =(-a)/(4MH) 的 4M 个 等 间距 子 区 间 上 应 用 jf 次 布尔 公式 , 则 称 之 为 组 合 布 
尔 公 式 : 


hf 
27 
2(j/, AP) = 三 在 》 (/j4k-4 十 32J4k -3 十 12JAk-2 十 32Jk-1 十 7Jk) (13) 
大 一 1 


下 面 的 绪 打 给 出 连续 布尔 公式 和 辛普森 公式 的 关系 。 
定理 7.6( 递 归 布 尔 公 式 ) 设 |1S(J)| 为 由 定理 7.5 产生 的 辛普森 公式 序列 ,如 果 J>2 且 
B(J) 为 区 间 [ae,bj 上 2 个 子 区 间 的 布尔 公式 , 则 甩 (J) 与 辛普森 公式 SCJ -1) 和 SCP) 
满足 关系 
16S(J) -SC 一 
15 
证 明 : 贸 给 读者 作为 练习 。 全 
例 7.13 用 连续 布尔 公式 求 例 7.11 中 积分 的 通 近 有 (2) 和 已 (3) 。 
解 :利用 例 7.12 中 的 结果 和 J=2 和 J=3 时 的 公式 (14), 计 算得 


2(V) = Jj = 2，3，…: (14) 


105(2) 一 4(] 10(1.022222) 一 虐 

50) -= 1G5O 二 30 - 160.622222) 一 1688888 161771 
103(3) 一 $(2 16(1.610840) 一 1.6222 

8G) = 9 的 SG) -15461084G) -1622222 -16io08 


读者 可 能 对 上 述 讨论 的 目的 感到 疑惑 ,以 下 将 证 明 公 式 (7) 和 公式 (14) 都 是 龙 贝 格 (Rom- 
berg) 积 分 的 特例 。 对 例 7.11 积分 的 下 一 级 逼近 为 
648(3) - B(2) ”64(1.610088) - 1.617778 


6 = 人 = 1.009490 


该 答案 精确 到 小 数 点 后 $ 位 。 
7.3.1 龙 贝 格 积分 


7.2 节 已 经 讨论 过 ,组 合 梯形 公式 和 组 合 辛普森 公式 的 误差 项 玉 (六 刀 和 已 (太刀 ) 分 别 
其 有 O() 和 0O( 居 ) 的 阶 数 。 不 难 证 明 , 组 合 布尔 公式 的 误差 项 5, 六) 具有 阶 数 0( 入 )。 
因此 ,有 规律 
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疡 

/ Food TCF 月 二 OU) (15) 
户 

1/ Fo0dxr = SC 站 二 004) (16) 
肠 

1/ FoDaz = BF 月 二 009) (17) 


式 (15) ~ 式 (17) 中 的 余 项 的 规律 可 以 这 样 推广 : 设 用 步 长 六 和 2 得 到 一 个 逼近 公式 的 
两 个 结果 , 则 两 个 结果 的 代数 运算 将 得 到 改进 的 答案。 每 次 改进 将 误差 项 的 阶 由 O(/”) 提 
高 到 O(A… 王 )。 该 过 程 称 为 龙 贝 格 积分 , 它 有 上 自己 的 优点 和 缺点 。 

在 布尔 公式 之 后 很 少 用 到 牛顿 - 科 特 斯 公式 。 这 是 因为 9 点 牛顿 - 科 特 斯 面积 公式 中 有 
负 的 权 值 ,而 所 有 超过 10 个 点 的 公式 中 都 有 负 的 权 , 这 会 导致 由 伟人 带 来 的 误差 。 龙 贝 格 积 
分 的 优点 在 于 它 的 所 有 的 权 都 是 正 的 ,而 且 它 使 用 等 距 的 节点 ,易于 计算 横 坐 标的 值 。 

龙 贝 格 积分 的 一 个 缺点 是 ,为 了 将 误 善 由 O(h2 ) 降 低 到 Op ) , 数 求 值 次 数 增加 了 
一 倍 。 使 用 连续 公式 能 减少 计算 量 。 龙 贝 格 积分 的 推导 基于 理论 上 的 假设 :如 果 对 所 有 的 N 
有 Fe C [ac,5], 则 梯形 公式 的 误差 项 可 以 表示 为 一 个 只 包含 六 的 偶数 次 赛 的 级 数 , 即 ， 


b 
1 JJdz 三 了 (六 1) 十 ET( 广 用 (18) 


其 中 
尼 7T( 方太) 一 dj 十 ao14 十 ap 十 .…， (19 ) 


由 于 公式 (19) 中 只 包含 六 的 偶数 次 项 ,可 以 连续 地 使 用 理 查 森 改 进 ,首先 消去 ac; ,接着 消 


去 a ,然后 是 as ,依次 类 推 。 该 过 程 产生 偶数 阶 次 的 误 关 项 O(1),0(15) ,0O(1) 等 。 下 面 
将 证 明 ,第 一 次 的 改进 结果 是 2WH 个 区 间 上 的 辛普森 公式 。 由 7(CH,24) 和 TCF,j) 以 及 等 式 


忆 
1/ foodxz =T(F 2 间 十 四 4 了 2 十 o1684 十 ay6416 十 .…. C20) 


7m= TODTaaM2+ala+aahe+，… (21) 
将 式 (21) 乘 以 4, 得 
4 FJadxr 三 47( 上 间 十 al412 十 ao4h14 十 ca3416 十 . (22) 
式 (22) 减 去 式 (20) 可 消去 ae ,结果 为 
3 「 fx)dx =47( 放 站 一 T(P21) 一 azl214 -aa6086 - (23) 
式 (23) 除 以 3, 并 对 其 中 的 系数 重新 命名 ,可 得 


2 47( 上 站 一 TCF 
|/ jDdr= 一 由 和 直人 十 帮手 十 世 古 十 (24 ) 
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与 式 (6) 相 同 , 式 (24) 右 端的 第 一 项 为 辛普森 公式 S( 记 户 ), 这 说 明 玉 ( 户 用 只 包含 大 的 偶数 
宕 次 项 ， 
忆 
1/ 让) 三 ( 广 月 十 四 1 十 bp 二 BR 十 (25 ) 


要 证 明 第 二 次 的 改进 结果 是 布尔 公式 ,由 式 (25) 开 始 , 写 出 包含 S( 21) 的 公式 : 
几 
1 让 OxJdx 一 (28) 十 D 16hp4 十 1264j0 十 六 3 25S6R8 十 …， (26 ) 


从 云 (23) 和 式 (26) 中 消去 遍 后 ,得 到 包含 布尔 公式 的 结果 ; 
厂 168( 上 人 一 SCF21) 1248p6 .224018 
厂 x) dx = 一 一 一 一 一 


15 1 1 
27 
D248h6 5324088 人 27 


龙 贝 格 积分 的 一 般 规律 基于 引 理 7.1。 
引 理 7.1( 龙 贝 格 积分 的 理 查 森 改 进 ) 给 定 0 的 两 个 通 近 及 (2 下 天- 1) 和 RR( 太 天 ~1) 满足 


CO =R 民 (hi 开 一 1 十 cl 十 cop2K+2 十 . (28 ) 
和 
@ = Rh 天 一 1 十 cl44j2A 十 c24K+1N2K+2 十 ，， (29) 
其 改进 的 逼近 形 如 
4“RO 天 一 TD 一 RCR 天 -1 
0 = 二 ) 十 OUA2K+2) (30) 
证 明 : 证 明和 留 给 读者 。 大 


定义 7.4 定义 [ae,bj 上 Fox) 的 面积 公式 序列 [LRCJK):J>K7 0 如下: 
RRJ,0) = 7T(J) ,JE0, 为 连续 梯形 公式 ， 
RC7,1)= 3S(J),71, 为 连续 辛普森 公式 ; (31) 
RJ,2) =B(J),J32, 为 连续 布尔 公式 。 国 
第 一 个 公式 |R(J,0)} 用 来 产生 第 一 次 改进 | RCI TD) ,后 者 又 用 来 产生 第 二 次 改进 | 及 (J 2)|。 
前 面 已 知 有 规律 
41R(CJ,0O) 一 ROI 一 10) 


R(J 1) = 一 一 一 一 一 ， J 过 1] 

41 一 ] [32 
了 

R(J. 2) 二 一 AwW-LD ] >2 

4- 一 ] 
它们 是 用 式 (31) 中 的 符号 来 表示 的 式 (24) 和 式 (27)。 构 造 改 进 的 一 般 公 式 为 
4A -1) 一 一 一 
R(A, K) = 一 一 RU 一 1 天 一 了 ”二 站 一 ACUV 一 上 大 一 也 J 开 (33) 


4K 一 1 
为 计算 方便 , 值 R(J ,天 ) 组 织 为 龙 贝 格 积分 表 , 如 表 7.5 所 示 。 
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表 7.5 龙 贝 格 积分 囊 
RCI O) RCH) ROJ 272) RCIJ, 3) 民 R(.J, 4) 
梯形 公式 辛 普 琳 公式 布尔 公式 第 3 次 改进 第 4 次 改进 


RG3.0_ 一 -RD 一 Rd 2 Ra3 
R40_ RD R42 Rd43 一 Rd 


J 
0 R(0, 0) 

1 R(0_ 一 一 -RanD 

2 RD 人 Ronh 一 RaC 2 
3 

4 


例 7.14 利用 龙 贝 格 积分 计算 定 积分 


T /2 了 人 2 
1/ (xc 十 垃 十 cos(x)dx 三 一 2 十 了 十 可 一 2.03819 7427067 .: 


的 近似 值 。 


解 : 表 7.6 给 出 了 计算 过 程 。 每 一 列 的 数 都 收敛 到 2.038197427067…， 辛普森 公式 列 比 梯 
形 公 和 式 列 收 人 敏 速 度 快 。 在 本 例 中 , 相 邻 的 两 列 中 右边 的 列 收 伊 速度 快 于 左边 的 列 。 

考查 误差 项 马 (J,K) = -2+r2+114-R(J 天)， 则 更 容易 看 出 表 7.6 中 龙 贝 格 值 
的 收 仇 。 设 区 间 宽 度 为 疡 =8-a, 并 且 FCz) 的 更 高 阶 导数 在 同一 量 级 上 , 龙 贝 格 表 第 天 
列 的 误差 以 112”… = 1/4 的 表 减 比例 逐 行 递减 。 误 差 书 (J,0) 的 襄 减 因子 为 1/4, 误差 
ECJ LU) 的 表 因 子 为 116, 依 次 类 推 。 考 查 表 7.7 中 的 |E(J, 开 )} 可 以 看 出 这 一 点 。 国 


表 7.6 例 7.14 的 龙 贝 格 积分 硝 


RUO) 民 (J7， 1 慌 (J/， 2) RC73) 
梯形 公式 伍 普 森 公 式 布尔 公式 第 3 次 改进 





























JJ 

0 0.785398163397 

] 1.7206812036738 2.040617487878 

之 1.9005341065064 2.038441336499 2.038296239740 

3 2.018793948078 242.038213875249 2.0381987]11166 2.038197162776 
4 2.033347341805 2.038198473047 2.038197446234 2.038197426156 
5 2.0360984954990 2.038197492719 2.038197427363 2.038197427064 





并 7.7 例 7.14 的 龙 中 格 误 头 刘 


7 E(1,0=O) | ED=OG4) | EU,2)= On6) | EC1,3) = On8) 
户 一 4 





一 1.232799263670 





] 一 0.311384770309 | ”0.002420060811 

2 一 0.077603260303 0.000243909432 0.000098832673 

3 一 0.019403478989 0.000010448182 0.0400001284099 | 一 0.000000264291 
4 一 0.004850085262 | 0.000001045980 | ”0.000000019167 | --0.000000000912 


] | 一 一 | -0.001212472077 4.00000006565 ] 0.000000000296 | -0.000000000003 


298 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


定理 7.7( 龙 贝 格 积分 的 精度 ) 设 Fe C 辣 全 [ap], 则 龙 贝 格 通 近 的 截断 误差 由 公式 


已 
1/ FCx) dx 一 R(J 开 ) 十 DA+T2FCA+2(cJ KK) 0 


一 ROJK) 十 OO 和 +2) 
给 出 ,其 中 天 = (- a)/2 为 依赖 于 天 的 常数 , 且 cl xc[a,b]。 
例 7.1S$ 应 用 定理 7.7, 并 证 明 


了 
1/ I0x” dxr = 1024 三 R(4, 4) 
0 


证 明 : 被 积 函数 为 Kx)=10x , 且 广 "(x)= 王 0。 故 开 =4 值 可 使 误差 项 恒 为 零 , 通 过 数值 计算 
可 得 及 (4,4) 一 1024。 图 


程序 7.3( 递 归 梯 形 公 式 ) 利用 梯形 公式 和 连续 增加 的 [ae ,四 ] 子 区 间 数 来 通 近 
忆 上 2” 
1/ /FeDars2 2Uee 上 Fo) 


第 ] 次 选 代 在 2 +1 工 个 等 距 点 处 对 F(x) 采 样 。 


function T=rctrap(f,a,b,Tn) 


phInput - ff is the integrand input as a string :f， 

~ a and b are Upper and lower limits of integration 
办 - 联 18 the number of times for recursjion 

AhOutput - T is the recursive trapezoidal rule List 

M=1 ， 

h=b-a， 


T=Zeros (1 ,n+1l) ， 
T(1)=hyk(feval(f ,a)+feval(ft,b))/2， 
for j=1:n 
M=2x*M ; 
h=hy/2; 
呈 已 ; 
for Kk=1:M/2 
X=a+h*#(2*K-1) ， 
S=S+feval(f ,Xx) ， 
end 
T(Jj+1)=T(j)/V2+h*rs ; 
DO 


程序 7.4( 龙 贝 格 积分 ) 生成 J 三 天 的 通 近 表 尽 (J ,天 ) ,并 以 RCTJ+17+1) 为 最 终 解 来 通 近 
积分 


p 
1/ Fr)dxr 之 民 (7 
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各 近 RR(J ,天 ) 存 在 于 一 个 特别 的 下 三 角 矩 阵 中 ,第 0 列 元 素 及 (J ,0) 用 基于 21 个 [a,D] 子 
区 闻 的 连续 梯形 方法 计算 ,然后 利用 龙 贝 格 公式 计算 (J ,天 )。 当 1< 天 二] 时 ,第 了 行 
的 元 素 为 


RCRK 一 上 一 ROOT 一 1 天 一 ] 
尺 (J/， 有 = RU, 天 一 站 二 一 一 一 


当 1R(J, IJ)-RJ+1lJ+1)TI<tol 时 ,程序 在 第 (J+1) 行 结束 。 


function [R,quad,err ,h]=romber(ft,a,b,na,tol) 


bpInput - f is the integrand ;input as a String :了 f， 

扩 - a and b are Upper and lower linmits of integration 
1/ -~ Dn is the maximnum number of rows in the table 
/ -~ tol is the tolerance 

hph0Output -~ R is the Romberg table 

扩 -~ quad is the quadratture value 

内 -~ err is the error estinmate 

人 -~ h is the smallest step size Used 

M=1 ; 

hz=b=-a; 

GTIL=] ; 

J=O ; 

R=Zeros(4 ,4) ; 


R(1,1)=hyx(feval(f,a)+feval(f,b))/2， 


while((err>tol1) 训 (J<n))1(J<4) 
J=J+1 ， 
h=hy/2 ; 
S= 忆 ， 
for P=t:M 
X=a+h(2*+p-1) ; 
Sm=Sf+feval(Ct ,xy) ， 


end 
R(J+1,1)=R(J,1L1)V2+h*s ; 
M=2*M ; 
for &=1;J 
R(J+1T,K+1)=RCJ+1,K)+(RCJ+1,K)-R(J,K))A(C4>K-1) ， 
ena 
err=abs(RCJ,J)-R(J+1,K+1l) ) ， 
end 


quad=R(J+l ,J+t) ，; 


7.3.2 习题 
1. 对 下 面 每 个 定 积分 ,构造 (手工 计算 ) 一 个 3 行 的 龙 贝 格 表 ( 见 表 7.5)， 


子 ， 

2 

(a) 1 Sn) dx -0.4761463020..， 
0 工 十 Xi 





3 
(pb) 1/ sin(4x)je-2x dx 一 0.1997146621 ... 
0 
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9 元 实 = 1.6 


] 
(d) 人 一 一 dx =4.4713993943 . 
DO x2 十 由 十 市 


( 9 sn 人: dx 一 1.1140744942 .. 
1 /2 ) 
(了 1) 「 V4 一 xx2dxr 一 开 一 3.141S926S35 ... 
如 - 


, 议 连 续 梯 形 公式 收敛 到 了 , 即 limj-。T(J) = 工 。 

(a) 证 明 :连续 辛普森 公式 收敛 到 工 , 即 lim.。SCJ) = 了。 

(b) 证 明 :连续 布尔 公式 收敛 到 了 工 , 即 lim,.。 BC(J) = 工 。 

.〈《aj 证 明 : 布 尔 公式 (MH = 12=1) 对 区 间 [0,4] 上 形 如 Kx)= csx5fecsw4+ +cYA+en 
的 阶 数 小 于 等 于 5 的 多 项 式 是 精确 的 。 

(b) 利用 筱 积 丽 数 Ax) = csx ,证明 : 布 尔 公 式 (WH =1, 记 = 1) 在 区 间 [0,4] 上 的 误差 项 为 


一 2(p 一 a) oO)(c)hR6 
9454 


。 利用 待定 系数 法 推导 布尔 公式 (1 = 1 ,六 = 1 ) 9 即 计 算 常 数 世 0， 加 1， 世 2 ， 划 3 和 记 4 ,使 得 


了 上 65( 六 六 ) 一 


人 4 
1/ 8d1I 一 08(0) 十 18(D 十 t28(2) 十 1038(3) 十 2048(4) 


对 盟 数 gt) =1t 关 , 和 弓 是 精确 的 。 所 示 :将 可 得 到 线性 方程 组 


WwW0 十 Vi 十 22 十 3 二 U4=14 
1 十 2 十 303 十 404 一 8 


04 
1 十 402 十 903 十 16x4 三 本 
0 十 3202 十 27203 十 04204 二 64 


1024 
wL 十 16tuz 十 8lio3 十 256uk = 


. 对 J=2 的 情况 ,证 明 关 系 式 B(J) = (16S(J) - S(J- 1))/15。 利 用 信息 ， 
SOD = 全 (用 十 4 户 十 用 
和 
SC) = 了 (用 十 4 上 +2 户 十 4 户 十 亡 ) 
' 举 普 森 坪 公式。 考虑 闭 区 间 [ xo, xz, ] 上 的 梯形 公式 : 步 长 为 3 的 公式 T(F,3) = 


(3p12)(j+ 户 ) 和 步 长 为 产 的 公式 F(CAPA) = (AA2)( 太 + 2 +25+ 方 ), 证 明 : 利 用 线性 组 
合 (97(/,j) - 7 了 (32))/8 可 得 到 辛普森 三 公式 。 


第 7 章 数值 积分 301 


7. 利用 等 式 (25) 和 等 式 (26) 证 明 等 式 (27)。 
8. 利用 等 式 (28) 和 等 式 (29) 证 明 等 式 (30)。 
. 求 最 小 整数 天 ,使 得 

(a) 万 8x7dx =256= 关 R(K,K)。 


(b) 请 1lzlodx = 2048 = ROK, 天 )。 
10. 用 龙 贝 格 积分 计算 积分 (D 族 Vza 和 ( 刘 放 2 本 的 逼近 结果 在 下 表 中 给 出 ， 


加 


人 的 和 近 (由 的 通过 


RU 0) =0.3000000 RD DO) 一 1.0000000 
RH 一 0.6380712 民 (1， 1 三 0.660606667 
R2,2) 王 0.60377566 R(2,2) 三 0.66060667 
R(3, 3) = 0.6636076 R(3, 3) 王 0.66606667 
KR(4, 4) 一 0.6635929 R(4, 4) 一 0.0660067 


(a) 利用 变量 着 换 x= 己 和 必 =2 三 ,证 明 : 两 个 积分 有 同样 的 数值 。 
(b) 讨论 为 什么 积分 (i 的 收 伍 速度 较 慢 ,而 积分 (这 的 收 敏 速度 较 快 。 

IE. 基于 中 氮 公 式 的 龙 贝 格 积分 。 就 效率 和 收 和 敛 速度 而 言 , 组 合 中 点 公式 比 组 合 梯形 公式 好 。 
中 点 公式 具有 如 下 属性 ; 广 Fr(x)d = MU + Eu ) ,公式 M(Fj) 和 误差 项 巴 ,( 用) 
由 下 式 给 出 : 





] pp 一 C 
wor 人 (ah 其 中 站 = 7 


和 
NMNh( 广 Pi) 一 ai 十 azjh4 十 da3p6 十 …: 


(a) 由 
MD) = 尼 一 oj ( 守 
开始 ,推导 连续 中 点 公式 ,以 计算 
27 


] 
MO = MO = 全 7(ar(t- 蕊 ) 


扎 | 
其 中 心 =“ 志 ”。 
(b) 给 出 如 何 用 连续 中 点 公式 替换 龙 贝 格 积分 中 的 连续 梯形 公式 。 
7.3.2 算法 与 程序 


I. 利用 程序 7.4 求 习题 1 中 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 11 位 。 
2. 利用 程序 7.4 求 下 面 两 个 定 积分 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 两 个 定 积分 的 精确 值 都 是 r。 
解释 两 个 龙 贝 格 序列 中 明显 的 积分 速度 差别 。 


2 
上 V4xY 一 X2dX 人 
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3. 正 态 概 率 密度 函数 为 /Li) = (LV27)e-…2 ,而 杂 积 分 布 为 由 积分 (x) = 村 + (LV27) 


广 。…2 上 定义 的 函数 。 计 算 有 8 位 有 效 数 字 的 再 (0.5) , 理 (1.0) ,再 (1.5) ,再 (2.0) ,再 (2.5)， 
中 (3.0) ,再 (3.5) 和 中 (4.0) 的 值 。 

4. 修改 程序 7.3, 使 它 当 连续 梯形 公式 的 相 邻 值 FT(K- 1) 和 7(K) 相 差 小 于 S$x 10 时 终止 。 

s. 修改 程序 7.3, 使 它 也 能 同时 计算 连续 辛普森 公式 和 布尔 公式 。 

6. 修改 程序 7.4, 使 它 用 连续 中 点 公式 进行 龙 贝 格 积分 (利用 习题 11 中 的 结果 ) ,并 用 该 程序 
求 下 面 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 10 位 。 


， 
(alj) 1 sw | Vi 一 Xe2dx 
0 飞 | 


. 在 程序 7.4 中 ,给 定 定 积分 的 盘 近 值 保 存在 一 个 下 三 角 和 矩阵 的 对 角 线 上 。 修 改 程序 7.4， 
使 得 顺序 计算 龙 贝 格 积分 表 的 行 ,其 结果 保存 在 一 个 mx 的 矩阵 R 中 ,从 而 节省 空间 。 
利用 第 1 题 来 检验 你 的 程序 。 


,4 有 目 适 应 积分 


组 合 积分 公式 要 求 使 用 等 距 节点 。 典 型 的 情况 是 ,在 整个 积分 区 间 使 用 相同 的 小 步 长 太 
以 保证 整体 精度 。 这 并 没有 考虑 到 曲线 的 某 些 部 分 变化 剧烈 ,需要 比 其 他 部 分 多 加 考虑 的 情 
况 , 因 此 引入 一 种 能 够 在 函数 值 变化 大 的 区 间 采 用 较 小 步 长 的 方法 是 很 有 用 的 。 该 技术 称 为 
自 适应 积分 , 它 的 基础 是 辛普森 公式 。 

辛普森 公式 使 用 [ c, , 凡 ] 上 的 两 个 子 区 间 ， 


1 
5(ak, ok) 三 本 (Jak) 十 4j/ck) 十 大 Oo)) (1L) 


其 中 CC = 开 (a 十 六 ) 是 区 间 [a ,六 的 中 心 , 且 内 = (六 一 ak )/2。 更 进一步 ,如 果 Ae C [aa ,5 ]， 
则 存在 一 个 值 di E | a， 》 /网 ,使 得 


o 


\ 


Fa ) 
0 (2) 


p 
1/ Frx)dx 一 Sak pr) 一 证 
OK 


7.4.1 区 间 细 分 


区 间 [a, ,六 的 4 个 子 区 间 上 的 组 合 辛普森 公式 可 用 另 一 种 方法 实现 ; 先 将 该 区 间 划 分 为 
两 个 相等 的 子 区 间 [ ou ,如 ] 和 [ao ,po ] ,并 在 两 段 上 递归 地 应 用 公式 (1)。 这 只 需要 增加 两 个 
Ax) 求 值 计 算 ,其 结果 为 


万 
SGkl, PK) 十 (ak2, 22) 一 E(J Qtl) 十 4jcki) 十 (piD)) 


(3) 
二 EC) 十 47(cbe) 十 Jpbo)) 


其 中 ， CI 二 人 G ， 避 一 CU2 三 CK， 0 一 2 ,CU 是 [ae , 0 的 中 点 ,ce 是 [ac , 刀 ] 的 中 点 。 公式 (3) 中 
的 步 长 为 A/2 ,因此 等 式 右 端 有 因子 岂 16。 进一步 ,如 果 Fe C4[e, 中, 则 存在 值 d Ela ,人 ]， 
使 得 
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几 矿 > (9)(d ) 
有 JJ)dx = SGQkl PK 十 S(Gk2， DA2) 一 二 9 < 本 (4) 
设 (di)= 太 (2), 则 可 由 式 (2) 和 式 (4) 的 右 端 得 到 关系 
(人 15 Fr 
JS(Gk， 耻 ) 一 由 SS(akl, AD 十 人 (ak2， px2) 一 区 7 0 2 《5 ) 
它 可 写 为 
(4) 
-5 二 2) 祥 -0Sa， pk) 十 (akt2, pk2) 一 SC(ak ,pr)) 《6) 
94 14 
将 式 (6) 代 人 式 (4) ,得 到 误差 估计 : 
pb 
1 J Cd 一 Sakl, pH 一 SCk2 BA2) 
和 (7) 


] 
二 1(akl 和 1) 十 S(Ck2， pk2) 一 (CE 8 


由 于 假设 /“”(d ) = 了 ( 几 ) ,因此 在 使 用 该 方法 时 用 证 替换 式 (7) 右 端的 吉 。 这 样 就 使 得 下 
面 的 测试 是 合理 的 。 四 


7.4.2 精度 测试 
设 对 区 间 [ oa ,b] 指 定 容 差 eg > 0。 如 果 
语 [= (xl pk 十 SGk2 ,pk2) 一 S(Qk, 了 | 一 儿 《8) 
则 推断 


以 
1/ Fo0dz Sat pD -Se pl < (9) 
4 





于 是 利用 组 合 辛普森 公式 (3) 通 近 积分 
COK 
1/ J xx) dx SS(akl pl) 十 Sak2 ,Be2) (10) 


且 该 逼近 在 区 间 [ a, , 久 ] 上 的 误差 限 为 ex 。 

通过 应 用 辛普森 公式 (1) 和 公式 (3) 实 现 自 适应 积分 。 从 {[ oo,bo],eoi 开 始 ,其 中 e 是 区 
网 [ co, bo] 上 数值 积分 的 容 差 。 该 区 间 细 分 为 两 个 子 区 间 ,分 别 记 为 [au ,5 ] 和 [ao , 记 ]。 如 
水 通 过 了 精度 测试 (8) , 则 在 区 间 [ oo ,bo] 上 应 用 积分 公式 (3) ,过 程 结束 ; 否则, 如果 没有 通过 
测试 , 则 将 两 个 子 区 间 重 新 标记 为 [al , 名] 和 [ao ,2] ,其 上 分 别 采用 容 差 e = 二 co 和 ee = 荆 eo。 
这 样 就 得 到 了 两 个 子 区 间 及 其 相应 的 容 差 ,对 它们 进一步 细 分 和 测试 : |[ e ,六 ] ,el 和 
1 oa ， 2] ,ez | ,其 中 el 十 《&2 三 《E0。 如 果 必 须 继 续 进 行 自 适应 积分 , 则 必须 进一步 网 分 子 区 间 并 
进行 测试 ,每 个 子 区 间 都 有 相应 的 容 差 。 

在 第 2 步 中 首先 考虑 {[ ol, 5] ,el| ,并 将 区 间 [ ai ,号 ] 细 分 为 [ci , 六 ] 和 [ea ,5 ]。 如 果 
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它们 按照 容 差 e: 通过 了 精度 测试 (8) , 则 在 区 间 [ ec, 刀 ] 上 应 用 公式 (3) 能 保证 此 区 间 上 的 精 
度 ; 否 则 ,如 果 不 能 以 容 差 6 通过 精度 测试 (8), 则 第 3 步 必 须 对 两 个 子 区 间 [a,, , 思 ] 和 
[ap ,bj 细 分 ,并 以 减 小 的 容 盖 半 el 进行 测试 。 在 第 2 步 中 还 要 考察 1 oa , 5 ] ,ez| ,并 将 
[ az, b] 细 分 为 [ aa ,5 ] 和 [az ,82 ] ,如 果 它 们 按照 容 差 e 通过 了 测试 (8) , 则 在 区 间 [ co; , 5 ] 
寺 应 用 公式 (3) 能 保证 此 区 间 上 的 精度 ;否则 ,如 果 不 能 以 容 差 ex 通过 精度 测试 (8) , 则 第 3 步 
必须 对 两 个 子 区 间 [ aa ,5 ] 和 [ az ,bj 细 分 ,并 以 减 小 的 容 差 寺 ez 进行 测试 。 因 此 ,第 2 步 可 
能 生成 3 或 4 个 子 区 间 ,需要 不 断 地 重新 标记 。3 个 子 区 间 重 新 标记 为 1[a ,六 ],ej ,1Te， 
2] ,ce ,| [as , 0] ,6 于 ,其 中 e +e+e=eo。4 个 子 区 间 则 重新 标记 为 [ea ,] ,ea 
包 ,6 ,aa ,pb ,6 , 拭 as 罗 ,ec 其 中 e+ea+e+e=eo。 

如 果 必 须 继续 进行 自 适应 积分 , 则 必须 以 各 自 相 应 的 容 差 测试 较 小 的 区 间 。 公 式 (4) 中 的 
远 老 项 显示 ,每 一 次 对 一 个 较 小 的 区 间 进 行 细 分 ,误差 的 吉 减 因子 大 约 为 七。 因此 该 过 程 将 在 
有 限 步 之 后 停止 。 该 方法 的 实现 过 程 中 需要 一 个 信号 变量 ,用 以 指示 每 个 子 区 间 是 否 通过 了 
精度 测试 。 为 避免 不 必要 的 FLx) 求 值 计算 , 函数 值 可 以 在 对 应 于 每 个 子 区 间 的 一 个 数据 表 中 
给 出 。 该 过 程 的 细节 将 在 程序 7.6 中 给 出 。 


例 7.16 用 自 适 应 积分 求 定 积分 太 13(x - 好)e-32 册 的 数值 通 近 ,起 始 容 差 为 el =0.00001 


解 :该 方法 的 实现 需要 20 个子 区 间 , 表 7.8 列 出 了 每 个 子 区 间 [ ex ,名 ]」 ,组 合 辛普森 公式 
S 人 CAK1 1 ) 十 SCap ” 0 ) , 该 通 近 的 误差 界 以 及 相应 的 容 差 et。 将 所 有 的 辛普森 公式 通 近 
相 加 ,得 到 积分 的 近似 值 


地 
1 13(x _ rz2)e-3r/2 dx 全 _1.54878823413 (11) 
避 


积分 的 真 值 为 
4108e-6 -- $2 


4 
13(x 一 X)e- dx 一 
人/ ( ) 27 (12) 
= 一 1.5487883725279481333 


因此 ,上 述 自 适应 积分 的 误差 为 

| -1.34878837253 - (〈 -~ 1.54878823413)1 = 0.00000013840 (13) 
它 小 于 给 定 的 容 差 co =0.00001。 该 自 适 应 方法 使 用 了 区 间 10,4j 的 20 个 子 区 间 , 用 了 81 
次 函数 求 值 。 图 7.9 显示 了 7y =J(x) 曲 线 和 这 20 个 子 区 间 ,在 原点 附近 函数 值 赤 化 大 的 
部 分 区 间 宽 度 较 小 。 

在 该 自 适 应 方法 的 区 间 细 分 和 精度 测试 过 程 中 ,前 4 个 宽度 为 0.25 的 区 间 被 二 分 为 
宽度 为 0.03125 的 8 个 子 区 间 。 如 果 在 整个 区 间 [0,4] 中 都 使 用 该 步 长 , 则 需要 M = 128 
个 子 区 间 来 进行 组 合 辛普森 公式 的 计算 ,其 近似 结果 为 -1 S4878844029, 误差 值 为 
4.00000006776。 虽 然 组 合 辛普森 公式 的 误差 将 近 是 自 适应 积分 方法 误差 的 一 半 , 但 它 多 
用 了 176 个 函数 来 值 计算 ,而 精度 的 提高 微不足道 ， “半月 造 记 积分 的 计算 量 节省 是 里 
著 的 。 图 





第 7 章 数值 积分 305 





表 7.8 (xj)=13(x- 22)e -一 的 自 适 应 积分 计算 




























式 (8) 左 端 区 间 [Qk , 和 六] 
SU(QK1, 处 1) 十 SC(QkE2，DK2) 下 误差 界 的 客 闫 6 
0.02287184840 0.00000001522 0.00000015625 
0.05948686456 0.00000001316 0.00000015625 
0.08434213630 0.00000001137 0.00000015625 
0.09969871532 0.00000000981 0.00000015625 
0.21672136781 0.00000025055 0.0000003125 
0.20646391592 0.00000018402 0.0000003125 
0.17150617231 0.00000013381 0.0000003125 
0.12433363793 0.00000009611 0.0000003125 
0.07324515141 0.00000006799 0.0000003125 
0.02352883215 0.00000004718 0.0000003125 
_0.02166038952 0.00000003192 0.0000003125 
-0.06065079384 0.00000002084 0.0000003125 
_0.21080823822 0.00000031714 0.000000625 
一 0.60550965007 0.00000003195 0.00000125 
0.31985720175 0.00000008106 0.000000625 
一 0.30061749228 0.00000008301 0.000000625 
_0.27009962412 0.00000007071 0.000000625 
_0.23474721177 0.00000005447 0.000000625 
_0.36389799695 0.00000103699 0.00000125 
0.24313827772 0.00000041708 0.00000125 
合计 0.00000296809 0.00001 


y= zx) 


一 1 .3 


图 7.9 目 适 应 积分 中 [0,4] 的 子 区 间 


程序 7.5,srule, 是 对 7.1 节 中 辛普森 公式 的 改进 。 它 将 区 间 [ c0,50] 上 辛普森 公式 的 结 
朱 笨 出 为 问 量 Zz。 程 序 7.6 调用 srule, 求 自 适 应 积分 过 程 中 各 子 区 间 上 的 积分 。 


程序 7.5( 辛 蔡 森 公式 ) 用 辛普森 公式 通 近 积分 


p0 


六 
Jrx)dx 包 本 (人 20) 十 4j(c0) 十 20)) 


CN 


其 中 c0=(a0+ 50)/2。 
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function Z=Srule(t,a0,b0,tol0) 


AIDput -下 is the integrand input as a String :了 于 )， 
办 -~ a0 and b0 are upper and lower 1Limits of inhtegration 
- tol0 is the tolerance 


Ap Output - 2 is a 1X6 Vector [a0 b0 SS S2 err toll] 


h=(b0-a0)V/2; 

C=zerogs (1 ,3) ; 

C=feval (tf, [ao (a0+b0)V2 b0] ) ; 
S=hyx(C(t)+4xC(2)+C(3) ) /3; 
S2=S ; 

to1L1=to10 ; 

GTT=tol10 ; 

Z=[La0 b0 S S2 err tolit]; 


程序 7.6 生 成 矩阵 SRmat ,quad( 定 积分 的 自 适应 数值 积分 近似 值 ) 和 err( 逼 近 的 误差 
限 )。SRmat 的 行 由 自 适应 积分 的 端点 .辛普森 公式 近似 值 及 子 段 的 误差 限 组 成 。 


程序 7.6 (使 用 辛普森 公式 的 自 适 应 积分 ) 通 近 积分 


万 4 
1/ Jo)dxz s 》 (Cd 4) 二 4 3) 十 2FCcsk 2) 


类 一 ] 
十 4 4k-1D) 十 Fa4t)) 
对 41f 个 子 区 间 | xs ,xs ] 使 用 组 合 辛 普 森 公式 ,其 中 [a， 肌 一 [ xx ] 和 义 44 -4+1 三 
X4h_4 填 有 pi =]1 1 =1 4。 


function [SRmat ,quad ,err]=adapt(f,a,b,tol) 


AInpPuUt - is the integrand input as a string :f， 

扩 ”~ a and b are UPPer and lower 1imits of integration 
0 - tol is the tolerance 

khOutput -~ SRmat is the table of values 

内 -~ quad is the quadrature Value 

放 ~ eIIT IS the error estimate 


Ah%IDitialize values 
SRmat = Zeros(30 ,6) 
Iterating=Oo ; 
done=l1| ; 
SRvec=zero8s(1 ,6) ; 
SRVec=SsITulektf ,a,b,tol) ; 
SRhmat(1,1:6)=SRvec: 
mm= 工 ; 
State=1terating ; 
while(state==iterating) 
n=m ; 
for j=n:-1:1 
P=] ; 
SROvec=SRmat (pp ,:) ; 
erLr=SROvec(5) ; 
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tol1=SROvec(6) ; 
if (tol<=erT) 
khBisect interVval,apply Simpson's rule 
hrecursively，and determine error 
State=done ; 
5R1Vec=SROVvec ; 
SR2vec=SROVec 
a=SROvec(1) ; 
b=SROvec (2) ; 
c=(a+b)]/2; 
erTr=SROVvec(5) 
to1l=SROvec(6) ， 
tol2=tol17/2， 
SRlvec=Ssrtule(f,a,c,to1l2) ， 
SR2vec=Ssrule(Ctf,c,b,to1l2) ; 
err=abs(SROvec(3)-SRivec(3)-SR2vec(3) )/10， 


ApACCUTaCY test 

if (err<tol) 
SRmat (Pp , : )=SROvec ; 
SRmat (P ,4)=SR1vec(3)+SR2vec(3) ; 
SRmat (P ,5)=erTr; 

elSe 
SRmat (P+1:m+1,:)=SRmat(p:m,:); 
黄 二 印 十 二; 
SRmat (Pp, :)=SRlvec ; 
SRmat(p+1, :)=SR2vec; 
State=iterating:; 

end 

end 
ena 
and 


quad=sum(SRmat(: ,4) ) ; 
err=Sum(abs(SRmat(: ,5)) ) ， 
SRmat=SRmat (1:m,1:6): 


7.4.3 算法 与 程序 
1. 用 程序 7.6 求 以 下 定 积分 的 近似 值 , 起 始 容 差 ee = 0.00001 


”sin(2x) 3 _ 了 
上 站 5 dx 人 sin(4xr)e 于 dx (c ) 人 去 


2 ] 9 
| 2 
-一 一 一 一 人 = 
(d) 人/ x2 十 责 (e) 1 Sin (二 dx GD V4x 一 Xe2dx 


2. 对 上 题 中 的 每 个 定 积分 ,绘制 一 个 类 似 于 图 7.9 的 图 。 提 示 , SRmat 的 第 一 列 包含 了 自 适 
应 积分 过 程 的 子 区 间 端 点 ( 除 外 )。 十 句 TT= SRmat(:,1)and 2Z = zeros(1length 
(T)) ,then plot(T,Z, .将 画 出 子 区 间 ( 除 右 端点 瑟 外 )， 
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3. 修改 程序 7.6, 使 得 在 每 个 子 区 间 [ ae ,外 ] 上 应 用 布尔 公式 。 
4. 使 用 上 题 中 修改 后 的 程序 ,计算 第 1 题 中 定 积分 的 近似 值 ,并 绘制 类 似 于 图 7.9 的 图 。 


7.5 高 斯 - 勒 让 德 积分 (选读 ) 


计算 曲线 
y= 所 xx)， -1<x<1l 
下 的 面积 。 如 果 只 人 允许 进行 两 次 函数 求 值 , 什 么 方法 能 产生 最 好 的 答案 呢 ? 从 前 面 的 讨论 已 
经 知道 ,梯形 公式 是 计算 曲线 下 面积 的 方法 ,并 且 它 在 端点 (- 1,F(-1)) 和 (1,F(1)) 处 求 两 次 
函数 。 但 是 如 果 y = fx ) 的 曲线 为 下 目的, 则 逼近 的 误差 为 曲线 和 连接 两 个 端点 的 直线 之 间 
区 域 的 面积 , 另 一 个 例子 在 图 7.10(a) 中 给 出 。 


》 了 


y = 2 





二 本 2 有 
(3) (b) 


图 7.10 〈a) 使 用 横 坐 标 -1 和 1 的 梯形 逼近 ;(b) 使 用 横 坐 标 xm 和 2 的 梯形 台 近 


如 采 能 用 区 间 [ - 1,1] 内 的 节点 xx 和“ , 则 过 点 (xx ,F(Cx )) 和 (> ,7x;)) 的 直线 与 曲线 
相交 ,并 且 直 线 下 的 面积 更 接近 曲线 下 的 面积 , 见 图 7.10(b)。 直 线 方程 为 


Re (一 XI)CFC2) 一 了 Ci)) CD) 


示人 


而 直线 下 的 梯形 面积 为 


2X2 2X1] 


厂 Cx1) 一 


X2 一 X] X2 一 大] 








一 厂 (Cx2) 〈2) 
注意 , 横 形 公 式 是 式 (2) 的 一 种 特例 ,当选 择 x, = -1,x: =1 和 岂 =2 时 ,有 
7 ( 洲 力 ) 三 2 1) 二 1oo) = jx1) 十 三 (x2) 
用 竺 定 系数 法 找 出 横 坐 标 x, ,x。 和 权 w , wa; ,使 得 公式 
厂 jx) dx 六 UIfGI 十 2 (zx2) (3) 


对 3 次 多 项 式 , 即 FFx)=ax +ax +ax+ao 是 精确 的 。 由 于 式 (3) 中 有 4 个 系数 wi ,zw ， 


第 7 章 数值 积分 


309 


xl 和 x: 待定 ,因此 可 选择 4 个 条 件 来 满足 。 利 用 积分 的 可 加 性 ,只 需 使 式 (3) 对 4 个 天 数 


xz)=1,rxz)=x, xz)=% ,xx)=x 是 精确 的 即 可 。4 个 积分 条 件 为 


| 
(一 1: 1/ 1dx=2 王 2 十 > 
一 1 
1 
三 (r) 一 大 : 1/ Xdxr 一 0 一 1IXI 十 册 222 
一 1 
| 2 
Oo) 一 : 1/ Kx 一 本 一 由 MT 十 U27 
一 1 
】 
Fo 三 妆 : 1/ xd 一 0 一 WIx] 十 27x3 
一 
求解 非 线 性 方程 组 
山 1 十 2 一 2 
WUIXI 一 一 2X2 
2 2 
WwW1IX1 十 山 2X2 一 本 
WU 一 一 27 
用 式 (8) 除 以 式 (6) ,得 
xz 一 和 秦 或 = 一 如 
由 式 (9) ,并 将 式 (6) 左 端 除 以 x , 右 端 除 以 - ， ,得 
山 ] 三 了 山 2 


将 式 (10) 代 入 式 ($) ,得 到 w + ws =2。 于 是 有 
wii 一 册 一 
在 式 (7) 中 应 用 式 (9) 和 式 (11) ,可 写 出 
WU1X 十 027 = 友 + 双 = 3 或 7 一 
最 后 ,由 式 (12) 和 式 (9) 可 知 节点 为 
一 Xi 一 22 = 1/312 s 0.5773502692 


] 
3 


(4) 


〈5) 
《6) 


(7) 
〈8) 


(9) 
(10) 
(1) 


(12) 


这 样 就 找到 了 2 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 节点 和 权 。 由 于 该 公式 对 3 次 多 项 式 是 精确 的 ， 


因此 误差 项 包含 4 阶 导 数 。 
定理 7.8(2 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 ) 如 果 丰 在 [ -1,1] 上 连续 , 则 


| 一 ] ] 
人 JJ)dx SC2( -7 三) + 坊 ) 
高 斯 - 勒 让 德 公式 Cs(F) 的 精度 为 =3。 如 果 Fe C4 -1 1] , 则 


厂 /ou=7( 坊 )+ 1( 霹 )+ 忆 CI 


其 中 
OO(c) 


52(J) 一 135 


(13) 


(14) 


\15) 
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例 7.17 利用 2 点 南 斯 - 勒 让 德 公式 计算 通 近 


1 CiX 
一 一 一 一 一 jnll) 入 1.0980601 
1 苇 InG3) ~ ln(l) 
并 将 结果 与 六 =2 的 梯形 公式 7 了 (1 和 瑚 =]1 的 辛普森 公式 S(jj) 比 较 。 
解 : 设 C:( 门 表示 2 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 , 则 
GO2(F) = 丰 (-0.$7735) 十 (0.57735) 
= 0.70291 十 0.38800 = 1.09091 
7(/ 2) = 广 --1.00000) 二 F(1.00000) 
= 1.00000 上 + 0.33333 = 1.33333 


1 
SC(FH = 人 一 3 = 1.1111i 


误差 分 别 为 0.00770, - 0.23472 和 - 0.01250 , 由 此 可 见 , 南 斯 - 勒 让 德 公式 效果 最 佳 。 注 
意 高 斯 - 勒 让 德 公式 只 需要 2 次 函数 求 值 ,而 辛普森 公式 需要 3 次 。 在 本 例 中 , C;( 太 的 


误差 规模 约 为 S(1,1) 误 差 规模 的 61%。 国 

一 般 的 N 点 高 斯 - 勤 让 德 公 式 对 次 数 小 于 等 于 (2W - 1) 的 多 项 式 是 精确 的 ,数值 积分 公 
式 为 

CN( 轴 三 UNIJCKNID) 十 WN2FCN2) 十 十 wNNFCN N) (16) 


所 需 的 横 坐 标 *w,e 和 权 ww,x 已 制 成 表 , 便 于 使 用 。 表 7.9 列 出 了 直至 8 点 的 值 ,该 表 中 还 包含 
| 了 对 应 于 BC 站) 的 误差 项 Cr (P) 的 形式 , 它 可 用 来 确定 高 斯 - 勒 让 德 积分 公式 的 精度 。 


表 7.9 高 斯 - 勘 让 灸 节点 和 权 
| 皮 
1/ JJ dx 三 》 WNkJ CN 十 天 NT 
一 人 一 1 


入 横 坐 标 ZX 权重 WNA 向 断 误差 忆 Nv( 广 


2 “| -0.5773502692 1.0000000000 rta) 
0.5773502692 1.0000000000 1 
3 “| 土 0.7745966692 0.5555555556 ri(a) 
0.0000000000 0.8888888888 15750 
4 士 0.8611363116 0.347854845 1 FlBi(c) 
士 0.3399810436 0.6521451549 472 875 
5 | 十 0.9061798459 0.2369268851 rdo ra 
土 0.5384693101 0.4786286705 1.237.732 650 
0.0000000000 0.5688888888 
6 | 土 0.9324695142 0.1713244924 Fo2134694 
士 0.6612093865 0.3607615730 020313， 
士 0.2386191861 0.4679139346 



















土 0.9491079123 0.1294849662 fr04){c)21507 0 
士 0.741531185S6 4.2797053915 (1413151! 
士 0.405845S1514 0.3818300505 
0.0000000000 0.4179591837 
8 士 0.96028985065 0.1012285363 FU6(e)207(804 
士 0.7966664774 0.2223810345 (160317! 
士 0.3234324099 0.3137066459 






士 0.1834346425 0.3626837834 
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表 7.9 中 的 值 没 有 简洁 的 表示 形式 ,因此 该 方法 在 手工 计算 时 没有 多 少 吸引 力 ;但 当 这 些 
值 保存 在 计算 机 中 时 ,查找 起 来 非常 便捷 。 这 些 节 点 实际 上 是 勒 让 德 多 项 式 的 根 ,而 对 应 的 权 
则 需要 通过 求解 方程 组 得 到 。3 点 高 斯 - 勒 让 德 公 式 的 节点 分 别 是 ~ (0.6) 王 ,0 和 (0.6)“ ,对 应 
的 权 为 5/9,8/9 和 5/9 。 


定理 7.9(3 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 ) 如 果 了 在 [ -1,1] 上 连续 , 则 


5 一 V3/5) 十 8 (0) 十 SF(V373) 
9 


] ， 
/roomscsxn=- 《17 ) 


高 斯 - 勒 让 德 公式 CCP) 的 精度 为 =S。 如 果 JE C[ -1,1], 则 





| 1 / 
其 中 
Or(c) 
23( 力 = 15750 (19) 


例 7.18 证 明 3 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 对 


1 
1/ Sx4dr =2=G3lH 
一 ] 
是 精确 的 。 

证 明 : 由 于 被 积 函 数 是 FLx)=Sx ,并 且 三 * (xz)=0, 因 此 由 式 (19) 直 接 得 到 已 (让 =0。 
但 在 本 例 中 用 式 (17) 进 行 计 算 更 有 启发 性 : 


S(S)(0.6) .6)7 
ch] = 一 


下 面 的 结 采 说 明 如 何 改变 积分 变量 ,使 得 可 以 在 区 间 [c ,外 上 应 用 高 斯 - 勒 让 德 公式 。 


定理 7.10( 高 斯 - 勒 让 德 变换 ) 设 区 间 [ -1 上 的 六 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 的 横 坐 标 
[xy 和 权 {wv 局 | 已 知 。 要 在 区 间 | a ,8 上 应 用 公式 ,可 使 用 变量 替换 























C++pP pp-z 一 C 
(二 于 di 一 4 《20) 
而 由 关系 式 
2 | Ca+b pp-aA\p-a 
/row= 人 x 7 十 = 本 GdX (21 ) 
可 得 积分 公式 
ba 世 六 一 
1/ 1ow= 六 one 人 ( 纯 + (22) 
“ 类 三 ] 


例 7.19 用 3 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 通 近 


”di 
1/ 了 一 ljn(3) 一 in(l) 之 1.6009438 
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并 将 结果 与 瑚 =1 的 布尔 公式 下 (2) 的 结果 相 比较 。 


解 : 这 里 w=1 而 有 =5, 因 此 由 式 (22) 得 


5fG3 -2(0.60U2) +8fG 二 0) 二 5F(G3 十 2(00.60)12) 


9 
3.446359 十 2.666667 十 1.099096 
9 
由 例 7.13 可 知 布 尔 公式 的 结果 为 下 (2) =1.617778 ,误差 分 别 为 0.006744 和 - 0.008340， 
因此 对 本 例 而 言 高 斯 - 勒 让 德 公式 略 优 。 注 意 ,高 斯 - 勒 让 德 公式 只 需要 进行 3 次 函 教 
求 值 ,而 布尔 公式 需要 5 次 。 本 例 中 的 两 个 误差 具有 相同 的 规模 。 上 
锐 斯 - 勒 让 德 积分 公式 极为 精确 ,因此 当 需 要 计算 多 个 性 质 相 同 的 积分 时 ,要 认真 考虑 。 
在 这 种 情况 下 ,应 该 如 下 进行 : 先 选 出 几 个 有 代表 性 的 积分 ,包括 可 能 出 现 最 坏 情况 的 积分 ,以 
确定 获得 需要 精度 所 需 的 采样 点 数 N。 然 后 固定 N, 对 所 有 积分 都 使 用 N 点 高 斯 ~- 勤 让 德 公 
式 计算 。 
对 给 定 值 W ,程序 7.7 要 求 表 7.9 中 的 横 坐 标 和 权 分 别 保 存在 1x N 矩阵 4 和 多 中 .这 可 
在 MATLAB 的 命令 窗口 中 实现 ,或 将 矩阵 存 为 M 文 件 。 将 表 7.9 保存 在 35$x 2 的 矩阵 G 中 更 
为 便利 , G 的 第 一 列 为 横 坐 标 ,第 二 列 是 对 应 的 权 。 从 而 对 给 定 的 W, 怎 阵 4 和 了 负 为 G 的 子 
和 矩阵。 例如 ,如 果 N=3, 则 RA=G(3:5,1) ,而 W=G(3:5,.2) 


程序 7.7( 高 斯 ~ 勒 让 德 求 积 公 式 ) 利用 /xy) 在 个 非 等 步 长 点 1 妈 ,| 僻 ， 的 采样 值 求 积分 


一 (2) 一 1.002094 


2 六 一 4 一 
1/ JJ)GdX 久 TO 


的 逼近。 使 用 变量 替换 
GD -4 六 一 4 
二 一 2 2 
横 坐 标 | ww re 上 -和 权 j av ,人 ,必须 从 表 中 取得 。 


function quad=gatss(f,a,b ,A,W) 














AInput -~ ff is the integrand input as a String )f， 

”a and b are upper and lower limits of integration 
久 -~ Ais the TI XxXNYVvector of abscissas from Table 7.9 
内 ~ W is the 1 XN vector of weights from Table 7.9 
hph0Output - quad is the quadrature value 

N=1Length(A) ; 


T=zeros(1 ,N) ， 
T=(《(a+b)/2)+((b-a)/2)xA， 
quad=((b-a)/2)*+sum(W.*yfeval(ft ,T) ) ， 


7.5.1 习题 
在 习题 1~ 习题 4 中 ,(a) 证 明 两 个 积分 等 价 ;(b) 计算 6G; (六 。 


相 [ 
1. 1/ csd= |/ 6(r 十 D5dx 
如 一 ] 
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2 ! 
2. 1 sid =/ Sin(xy 十 了)dx 
0 


并 】 X 十 


| ， 1 ， ， 
3. 1/ Sint) = |/ SIn((x 十 ])7/2) 1 
0 一 


10， 


了 . 


2 一 C++BD “718 





Lo 1 
。 去 人 已 df 一 -元 人 7 全 
， 二 人/ ”cos(0.6sintD)di 一 05 人 cos (046 sin (c 十 D)) dx 
. 利用 表 7.9 中 的 到 ( 户 和 年 理 7.10 中 的 变量 代 换 求 出 最 小 整数 w ,使 得 对 


(a) 万 8r7dxr = 256 = GN( 
(b) 三 1lzlodx = 2048 = GN(H) 
有 严 作 让 =0。 


. 求 下 列 勤 让 德 多 项 式 的 根 ,并 将 它们 与 表 7.9 中 的 横 坐 标 相 比 较 。 


(a) 忆 (x) = (3x 一 /2 
(b) 声 (x) = (Sr 一 3x)/2 
(c) 户 (x) 一 (3S$x4 一 30x 十 3)78 


, 在 闭 区 间 [ - 1,1j 上 2 点 高 斯 - 勒 让 德 公 式 的 截断 误差 项 为 9 (ce; )/13$。 在 [c,b] 上 辛 
普 森 公式 的 截断 误差 为 - 六 请 ” (ec )/90。 比 较 当 [ce,5] =[ -1,1] 时 的 两 个 截断 误差 ,你 


认为 哪个 更 好 ,为 什么 ? 


. 3 点 忆 斯 - 蔷 让 德 公 式 为 


加 下 172 
1 ruis CQ9 +8O+5A09 
一 | 


证 明 该 公式 对 FUx) =1 xz)=x, xs) = 和 xz)= 妇 ,xz)=,rz)= 和 好 是 精确 的 。 


提示 :如 果 /为 奇 郴 数 , 即 F( -x*)= -xz), 则 在 [-1,1] 上 的 积分 为 0。 


3 所 高 斯 - 勤 让 德 公 式 在 区 间 { - 1, 可 上 的 截断 误差 为 F@ (ec )115750, 在 区 间 [。 上 布 


尔 公式 的 截断 误 关 为 -8j 9 (ce )/945, 比较 当 [e,5] = [ - 1,1] 时 的 两 个 误差 项 , 哪 种 方 

法 更 好 ? 为 什么 ? 

用 以 下 步骤 推导 3 点 高 斯 - 勤 让 德 公式 。 已 知 横 坐 标 是 3 次 勒 让 德 多 项 式 的 根 。 
x1 一 一 (0.6) 0 ， 和 妇 王 0， 妆 王 (062 

求 权 饮 1 ，202 ， 搁 3 , 使 得 


凡 Fr) dx SWF( 一 (0.6) 0) 十 UW2 (0) 十 3 (0(0.6)17 人 2 
对 函数 xz) = 1,7(z) = x 和 /zx) = z 是 精确 的 。 提 示 : 首 先 得 出 线性 方程 组 


z1 十 2 十 3 一 2 
-(0.6)1uw 十 (0.6)12uo3 = 0 


0.0U1 十 0.63 王 5 
然后 求解 。 
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12. 在 实际 运算 中 ,如果 要 对 许多 同一 类 型 的 积分 求 值 ,就 要 先进 行 初步 分 析 , 以 确定 获得 需 
要 的 精度 所 需 的 天 数 求 值 数 。 设 需要 17 次 求 值 , 比较 龙 贝 格 积分 结果 尺 (4,4) 和 高 斯 -~ 勤 
让 德 结果 Cr (六 )。 


7.5.2 算法 与 程序 


1. 对 习题 1~ 习题 5 中 的 每 个 积分 ,用 程序 7.7 求 6s(P,6G;(CP 和 Gy(P。 
2.(a) 修改 程序 7.7, 使 之 可 计算 6,(P) , G:; (P) ,…,Gs(P) , 当 欢 近 结果 Gyv_ (PP 和 Gu(P 的 
相对 误差 小 于 预 设 值 kol , 即 
2ICN-1( 门 一 CN _ tol 
ICGw-iCPJ)+TGNCOR| 
时 停止 。 
提示 :如 同上 节 最 后 所 讨论 的 ,将 表 7.9 以 35x2 和 矩阵 G 保存 在 M 文 件 中 。 
(b) 利用 (a) 中 的 程序 求 习 题 1 ~ 习题 5 中 的 积分 ,精确 到 小 数 点 后 位 。 
3. (a) 用 6 点 禹 斯 - 勒 让 德 公 式 求 积分 方程 


3 
Cr) 一 2 十 0.1 1/ (xz 十 1)U CI 
0 


的 近似 解 。 将 该 近似 解 代 人 积分 式 的 右 端 项 ,并 简化 之 。 
(b) 用 8 点 高 斯 - 勒 让 德 公式 重 做 (a) 。 
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机 械 工程 中 用 二 维 波 动 方程 来 对 和 拖 形 平板 的 振动 建 模 。 如 果 平 板 的 4 个 边 都 被 固定 住 ， 
则 可 用 双重 傅 里 叶 级 数 表示 其 正弦 振 功 。 设 某 时 刻 点 (*,y) 处 的 高 度 z=Ax,y) 由 盯 数 
z 三 丰 xy) 三 0.02Sin(x)sin(y) 一 0.03Ssin(2x) Sin(y) 
十 0.04sin(x) Sin(2y) 十 0.08 Sin(2x) Sin(2y) 
给 出 。 最 大 变形 点 在 哪里 呢 ? 分 别 观 察 图 8.1(a) 和 图 8.1(b) 所 绘制 的 三 维 图 和 等 值 线 图 ,可 
以 看 出 ,区 间 0<x<r ,0<y 和 r 内 有 两 个 局 部 极 小 值 点 和 两 个 局 部 极 大 值 点 。 可 以 用 数值 方 
法 确定 其 近似 位 置 : 


太 (0.8278, 2.3322) = -0.1200， 丰 (2.5351, 0.6298) = 一 0.0264 
为 局 部 极 小 值 ,而 
太 (0.9241, 0.7640) = 0.0998， 太 (2.3979, 2.2287) = 0.0853 
为 局 部 极 大 值 。 


本 章 简 单 介 绍 求 单 变量 和 多 变量 函数 局 部 极 值 的 基本 方法 。 





图 8.1 〈a) 振动 平板 的 位 移 函 数 *= ALx,y);(b) 振动 平板 的 等 值 线 图 FKx,y) = C 


8.1 单 变量 函数 的 极 小 值 


定义 8.1 如 果 存 在 包含 忆 的 开 区 间 17, 使 得 对 所 有 x* ee 7, 有 jp) 达 F(x), 则 称 函 数 了 在 yx = 
处 有 局 部 极 小 值 。 类 似 地 ,如 果 对 所 有 x*e 7, 有 F(x)<Fp), 则 称 了 在 *=p 处 有 局 部 极 大 
值 。 如 果 在 点 x = 疡 处 有 局 部 极 大 值 或 极 小 值 , 则 称 了 在 x = p 处 有 局 部 极 值 。 全 
定义 8.2 设 F(x) 定 义 在 区 间 了 上 。 
(i) 车 对 所 有 xi < xa ,有 当 xi,x ET 时 F(xi)< 帮 xz), 则 称 太 在 区 间 了 上 递增 。 
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(ii) 著 对 所 有 xi <x ,有 当 xx ce 了 时 xi)>x), 则 称 了 在 区 间 7 了 7 上 网 减 。 全 


定理 8.1 设 F(x) 在 区 间 7= [ac,8] 上 连续 ,并 在 (a,b) 上 可 微 。 
(i) 若 对 所 有 xc(a,b) 有 广 (x)>0, 则 F(x) 在 了 上 递增 。 
(ii) 著 对 所 有 xx el(a,5) 有 (xx)<0, 则 F(x) 在 了 上 递减 。 


定理 8.2 设 /(x) 定 义 在 区 间 7= [a,8]j 上 ,并 在 内 点 PE(a,5) 处 有 局 部 极 值 。 著 Fr(xz) 在 
%= 处 可 微 , 则 F 广 (p) =0。 


定理 8.3( 一 阶 导数 测试 ) 设 f(x) 在 17=[a,8] 上 连续 ,并 设 除 yx=p 处 外 ,Fr (xz) 对 所 有 
xx Eapb) 都 有 定义 。 
(i) 车 在 (a,p) 上 (xx)<0, 而 在 (p,b) 上 (xz)>0, 则 F(p) 是 局 部 极 小 值 。 
(ii 车 在 (a,p) 上 (xx)>0, 而 在 (p,b) 上 六 (xzx)<0, 则 F(p) 是 局 部 极 大 值 。 


定理 8.4 (二 阶 导数 测试 ) 设 和 上 在 区 间 [a,)] 上 连续 ,并 且 矿 和 在 区 间 (e,5) 上 有 定义 。 
又 设 pE(a,b) 是 关键 点 , 即 (p)=0。 
(车 广 (p)>0, 则 Ap) 是 了 的 一 个 局 部 极 小 值 。 
iib) 车 pp)<0, 则 Fp) 是 了 的 一 个 局 部 极 大 值 。 
(证 ) 著 A"(p) =0, 则 结果 不 确定 。 

例 8.1 利用 二 阶 导数 测试 ,对 函数 F(x)=x+ 妈 -x+1 在 区 间 [-2,2] 上 的 局 部 极 值 进 行 
分 类 。 
解 :一 阶 导数 为 F(x)=3x +2x-1=(3x-1)(z+1)， 二 阶 导 数 为 F"(x)=6x+2。 有 两 
个 点 满足 大 (xz)=0, 即 x=1/3,xs = -1。 
情况 (D): 在 x=U3 处 ,7 (13) =0, 而 F"(13) =4>0, 因 此 在 yx=J13 处 F(x) 有 一 个 局 部 极 


小 值 。 
情况 (ii): 在 x= -1 处 , 太 (-U)=0, 而 帮 (-1)= -4<0, 因 此 在 x= -1 处 FAx) 有 一 个 
局 部 极 大 值 。 国 


8.1.1 分 类 搜索 方法 


妨 一 种 方法 是 通过 对 函数 多 次 求 值 来 求 函数 F(x ) 在 给 定 区 间 上 的 一 个 局 部 极 小 值 。 要 
减少 函数 求 值 的 次 数 ,确定 在 哪里 求 Kx ) 值 的 好 策略 非常 重要 。 黄 金 分 割 搜索 法 和 斐 波 那 颈 
(Fibonacci) 搜 索 法 是 两 种 有 效 的 方法 。 使 用 这 两 种 方法 来 求 Kx ) 的 极 小 值 必须 满足 特定 的 条 
件 , 以 保证 在 给 定 的 区 间 内 有 合适 的 极 小 值 。 


定义 8.3 如 果 存 在 惟一 的 pE 1, 使 得 
(1) ARx) 在 [a,p] 上 递减 ， 
(2) 几 x) 在 Lp,b] 上 递增 ， 
“ 则 函 数 FLx) 在 7=[ae,b] 上 是 单 峰 的 。 全 


1. 黄金 分 判 搜索 
如 果 已 知 Ax) 在 [a， 让 上 是 单 峰 的 , 则 有 可 能 找到 该 区 间 的 一 个 子 区 间 , A(x) 在 该 子 区 
间 上 取得 极 小 值 。 一 种 方法 是 选择 两 个 内 点 c < d ,这 样 就 有 ac<c<d< Axz) 的 单 峰 特 性 
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保证 了 函数 值 Kc) 和 d) 小 于 max{l Fa) ,Ab)}。 这 时 有 两 种 情况 要 考虑 , 见 图 8.2。 





G 必 df 六 
如 果 . 帮 c) 和 所 GdJ， 则 从 如 果 .Jd) < 帮 c)， 则 从 
右 侧 压 缩 , 使 用 [a, d] 左 侧 压 缩 ， 使 用 [c, p] 


图 8.2 ”黄金 分 割 搜索 方法 的 决策 过 程 


如 果 F(c)<F(d), 则 最 小 值 必 然 落 在 子 区 间 [oc ,dj 中 。 可 将 蔡 换 为 dg, 并 在 新 区 间 
[a,dj 上 继续 搜索 。 如 果 Fa) < fc), 则 最 小 值 必然 落 在 子 区 间 [ec ,bp 中 。 将 a 替换 为 c, 并 
在 新 区 间 [c , /中 继续 搜索 。 

选择 内 点 c 和 dd ,使 得 区 间 [a ,cj 与 [Ld ,0 对 称 , 即 上 -dd=ec=-a, 其 中 


C 一 4 二 (一 rp 一 aa 三 ra 十 (1 天 (3 
d 一 一 (] 一 让 (一 aa) 三 (一 rC 十 rp (4) 
并 且 1l/2 < r<1( 以 保证 c< d )。 


布 望 r 在 每 个 子 区 间 上 保持 为 常数 。 并 且 , 旧 的 内 点 中 的 一 个 应 该 是 新 子 区 间 的 一 个 内 点 ,而 
帮 一 个 则 应 该 是 新 子 区 间 的 一 个 疹 点 ( 见 图 8.3)。 这 样 ,在 每 次 欠 代 中 只 需要 找 一 个 新 的 点 ,只 需 
要 一 次 新 的 困 数 求 值 计算 。 如 果 所 ce) 三 护 d) ,并 且 只 能 进行 一 次 新 的 函数 求 值 , 则 必须 要 求 


d 一 C C 一 人 








pp 一 QQ dd 一 4 
FL 一 克 ) 
BE r(b 一 dQ) 
六 ] 一 
1]  r 
六 十 r 一 1=0 
”一 1 士 V5 
2 
解 得 r= (-1+V5)/2( 黄 金 分 割 比例 )。 类 似 地 ,如 果 F(d) < F(c) , 则 解 得 r=(-1+V5)12。 
0 ] 一 六 广 ] 0 ] 一 7 广 ] 
上 一 FE- 一 
广 ] 一 广 
FE 一 二 于- 一 下 
0 ] 一 三 ] 一 广 ] 
从 右 侧 压缩 ， 新 从 左 侧 压 缩 , 新 区 
区 间 为 [0, 7] 间 为 [1 一 六 1] 


8.3 ”黄金 分 割 搜索 方法 中 的 区 间 
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下 面 的 例子 比较 求 根 方法 和 黄金 分 割 搜索 方法 。 

例 8.2 来 单 峰 函数 HKx)= 六 -sin(x) 在 区 间 [0,1] 上 的 极 小 值 。 
解 : 通 过 解 六 ( X) = 0 求解 。 可 以 通过 求 根 方法 来 确定 导数 F(x)=2x - cos(xz) 在 何 处 为 0。 
由 于 .0) = -1<0,F(D =1.4$96977 > 0, 由 中 值 定 理 可 知 F(x) 的 一 个 根 落 在 区 间 
[0 ,可 内 。 表 8.1 给 出 初 值 为 pp =0 和 pi =1 的 割 线 方法 的 结果 。 


表 8.1 求解 f(x)=2x-cos(x)=0 的 判 线 方法 





2 一 coOS(CPK) 









0 一 1.00000000 
1 1.459069709 
2 一 由 105380092 
3 0.4465123 一 0.00893398 
4 0.4502137 0U.00007329 
4 0.43S01836 一 U.UUUU0005 





割 线 方法 得 到 的 结果 是 三 (0.4501836) = 0。2 阶 导 数 为 F"(x)=2+sin(x), 计 算得 
j 太 (0.4501836) =2.435131 > 0。 因 此 ,由 定理 8.4( 二 阶 导 数 测试 ), 极 小 值 为 F(0.4$01836) = 
- 0.2324656。 

通过 黄金 分 着 搜索 方法 求解 。 令 ao =0 而 如 = 1。 根 据 公 式 (3) 和 公式 (4) 分 别 得 到 


ja-o= 瑟 和 


> 0.38919660 








mo+(L- 了 


oo 人 (1 (1 _0)= 必 <06180340 


计算 得 Aco) = -0.22684748 和 F(d ) = -0.19746793 。 由 于 Feco) <7(do), 新 的 子 区 间 
为 [ao ,doj] = [0.00000000,0.6180340]。 令 oj =ao, 久 =,d = co ,并 由 公式 (3) 求 得 c : 
cl 一 CGI 十 (1 一 站 (一 Cl 





一 上 
一 0 十 ( 一 -9 (0.0180340 一 0) 


.2360680 
计算 并 比较 几 c) 和 用 四), 以 确定 新 的 子 空间 ,并 继续 多 代 过 程 。 表 8.2 列 出 了 部 分 计 


算 结果 。 
囊 8.2 求 fx = 将 -sin(X) 的 极 小 值 的 黄金 分 割 搜索 法 



























































































ce va 

0 0.3819660 | 0.6180340 ， 1 一 0.22684748 | 一 0.19746793 
| 0.2360680 | 0.3819660 | 0.6180340 | -0.17815339 | 一 0.22684748 
2 0.3819660 | 0.4721360 | 0.6180340 | -0.22684748 | -0.23187724 
3 0.4721360 | 0.3278640 | 0.6180340 | -0.23187724 | 一 0.22504882 
4 0.4376941 | 0.4721360 | 0.$278640 | -0.23227594 | -0.23187724 
> | 0.3819660 | 0.4164079 | 0.4376941 | 0.4721360 | -0.23108238 | 二 0.23227594 
0 | 04164079 | 0.4376941 | 0.4508497 | 0.4721360 | -0.23227594 | 0.23246503 
“] | 0.4501574 | 0.4501730 | 0.4501827 | 0.4501983 | 一 0.23246558 | 0.23246558 
2 | 0.4501730 | 0.4501827 | 0.4501886 | 0.4501983 | -0.23246558 一 0.23246558 
2 | 60.4501827 | 0.4501886 | 0.45$01923 | 0.4501983 | 一 0.23246558 | _0.23246558 
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在 第 23 次 和 只 代 时 ,区 间 收 缩 为 [ea ,ba ] = [0.4501827,0.4501983]。 该 区 间 的 宽度 为 
0.00001S6。 而 在 该 区 间 的 两 个 端点 处 求 得 的 函数 值 在 小 数 点 后 有 8 位 相同 , 即 F(a> )= 
- 0.2324655$8 = (5852 ) ,因此 算法 结束 。 搜 索 法 的 一 个 问题 是 ,函数 在 极 小 值 附 近 可 能 比 
较 平 缓 , 从 而 限制 了 精度 。 荐 线 方 法 能 够 求 得 更 精确 的 解 pn =0.4501836。 

尽管 本 例 中 黄金 分 割 搜索 法 的 速度 较 慢 , 但 它 的 优点 是 可 用 于 F(x) 不 可 微 的 情况 。 国 


2. 雪 波 那 契 搜索 
在 黄金 分 割 搜索 法 中 ,第 一 次 迭代 中 进行 了 两 次 函数 求 值 ,而 在 后 续 的 每 次 和 迭代 中 则 只 进 
行 一 次 盟 数 求 值 。r 的 值 对 每 个 子 区 间 相 则 , 当 1 六 - 1 或 17( 到 ) - Fo)1 满 足 预 定义 的 容 
差 时 ,迭代 结束 。 斐 波 那 契 搜索 法 与 黄金 分 割 搜索 法 的 不 同 之 处 在 于 , r 的 值 并 不 是 常数 。 并 
县 , 子 区 间 数 (迭代 数 ) 是 由 指定 的 容 差 决定 的 。 
斐 波 那 契 搜索 基于 公式 
Li0 一 0 下 =] (3) 
一 有 1 十 天 > (6) 
n =2,3,… 是 义 的 裴 该 那 奖 序列 { 天 oo。 因此 斐 波 那 契 数 为 0,1,1,2,3,5,8,13,21,…。 
议 给 定 晒 数 Ax) 在 区 间 [ ao, bo] 上 是 单 峰 的 。 与 黄 金 分 割 搜索 法 中 一 样 ,也 要 选择 一 个 
值 mn(LU2 < m<1) ,使 得 内 点 ce 和 友 可 以 在 下 一 个 子 区 间 上 使 用 ,从 而 只 需 一 次 新 的 函数 求 
值 计 算 。 不 失 一 般 性 , 设 FLco) > Ad), 它 满足 el = eu, 记 =d 和 di = co( 匈 图 8.4)。 如 果 只 
能 进行 一 次 新 的 函数 求 值 计 算 , 则 为 子 区 间 [e, , 包 ] 选 择 r (1/2 < r < 1) ,使 得 
ad0 一 co 一 中 一 丰 
(<c10 一 Joo 一 ao) 王 (1 一 mr) 一 al) 
(20 一 boo 一 ao)=(1 一 记 )(ro(po -ao0)) 
210 一 1=(1 一 r)ro0 


] 一 r0 
让 一 





10 
由 公式 (6) ,将 m= 忆 -已 ,nz4 代 和 人 最 后 一 个 等 式 ,得 
这 本 | 
一 大 一 


] 一 
开 
1 


7 -| 
| 
《2 
1 
由 此 有 玉 = 尺 -+ 六-:。 斐 波 那 契 搜 索 可 以 从 mm = 天/ 严 开始 ,对 天 = 1,2,，…，, 寻 -3， 
用 rm = 屎 -4o/P io 注意 上 ;= 丈 / 六 = 1/2, 因 此 这 一 步 中 无 需 增 加 新 的 点 。 因 此 , 这 一 过 程 
总 共 需 要 (mn -3)+1=7m -2 步 。 
将 第 大 个 子 区 间 的 长 度 按 因子 mn = 已 ，,/ 忆 ,缩减 ,得 到 第 (+ 1) 人 小子 区 间 。 最 后 一 个 
了 区 间 的 长 度 为 





让 1 一 
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FF-2 2 

一 一 一 一 (5 一 a0)= 一 (50 一 0) 

天 3 (oo rr 

0 一 00 





1 
一 志 人 oo 一 00) 三 
如 果 极 小 值 横 坐 标的 容 差 为 e, 则 需要 找到 最 小 的 ”使 得 


_ 记 _ 
2 一 oo 局 -< 或 7 > 一 一 
8 





(7) 


as _ _ 1 7n0 一 一 一 = 一 2ror-1 一 一 


图 8.4 斐 波 那 契 搜索 区 间 [o ,如 ] 和 [ai , 刀 ] 
按照 要 求 ,由 公式 
站 
以 二 0G4 十 ( 一 (2 一 GK) (8) 
开 一 大 


闻 
友 三 丰 十 一 一 5 一 人 ) (9) 


可 找到 第 大 个 子 区 间 [ ae ,2 ] 的 内 点 c， 和 
注 : 公 式 (8) 和 公式 (9) 中 nm 的 值 由 不 等 式 (7) 求 得 。 
每 次 迭代 需要 确定 两 个 新 的 内 点 ,一 个 来 自 于 前 一 次 迭 代 , 另 一 个 来 自 于 公式 (8) 或 公 
式 (9)。 当 m = 及/ 户 = 12 时 ,两 个 内 点 将 在 区 间 中 点 重合 。 为 了 区 分 它们 ,引入 二 个 小 的 区 
别 常数 e。 当 使 用 公式 (8) 或 公式 (9) 时 ,( 贞 - a ) 的 系数 分 别 是 1/2 - 。 或 12+ 。 
例 8.3 用 斐 波 那 契 搜 索 方 法 求 函数 F(x) = 和 妇 -sin(x) 在 区 间 [0,1] 上 的 极 小 值 ， 客 差 为 
<= 10” ,区 别 常数 为 e=0.01。 
解 ;满足 
p0 一 ao 1 -0 
”104 
的 季 小 整数 为 Fa = 10946。 因 此 m=21。 令 am =0 且 六 = 1 ,由 公式 (8) 和 公式 (9) 得 


天， > 一 10000 








c0 一 吃 十 ( 一 闷 )a- U 盖 0.3819660 


书 0 
而 =0 了 + (1 -0) 0.6180340 
2] 
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令 aj=aob=ada 和 di= co 由 于 /0.3819660) = --0.2268475 和 /0.6180340) = - 0.1974679， 
其 中 F(d):Fco)。 新 的 包含 极 小 值 了 的 子 区 间 是 [ai,b] = [0,0.6180340j。 利 用 公 
式 (8) 来 计算 内 点 ci: 


21 一 1 一 1 
Z21- 1 


二 8 ) (0.6180346 - 0) 


ca=a+(1- jw 一 


一 1 -- 一 一 
+ f20 

s 0.2360680 
计算 并 比较 F(ci ) 和 di), 以 确定 新 的 子 区 间 [a, , 思 ], 并 继续 进行 迭代 过 程 。 表 8.3 给 
出 了 部 分 计算 结果 。 

在 第 17 次 选 代 中 ,区 间 宽 度 缩小 为 [an,pb7] = [0.4501188, 0.4503928] , 其 中 cy = 
0.4502101, dy = 0.4503105 ,而 Ad ) cn) ,因此 [os ,bsj] = [0.4501188,0.4503015] , ds。 = 
0.4502101。 在 这 一 步 区 闻 收 缩 re =1- 配 / 忆 =1-LU2=12, 用 区 别 常数 为 e=0.01 计算 cv: 

cl8 一 4018 十 (0.5 一 0.01)(21i8g 一 G18) 
= 0.4501188 -- 0.49(0.450315 -- 0.4501188) 
5 0.4502083 
由 于 /ds)3Gcas)， 了 最 后 的 子 区 间 为 [ao,pboe]= [0.4501188,0.4502101] ,其 宽度 为 
0.0000913。 选 择 该 区 间 的 中 点 为 极 小 值 点 ,因此 极 小 值 为 FL0.4501645) = -0.2324656。 


莫 波 那 契 搜索 法 和 黄金 分 割 搜索 法 都 可 用 于 /(x) 不 可 微 的 情况 。 需 要 注意 的 是 ,对 于 小 
的 二 值 , 裴 波 那 契 搜索 法 比 黄金 分 割 搜 索 法 更 为 有 效 ,而 对 于 大 的 ” 值 ,两 者 几乎 相同 。 


表 8.3 使 用 斐 波 那 契 搜 索 法 求 fx) = 不 - sin( X) 的 极 小 值 


类 惧 

0 0.6180340 1.0000000 
] 0.2360680 0.3819660 0.6180340 
2 0.3819660 0.4721359 0.6180340 
3 0.4721359 0.5278641 0.6180340 
4 0.4376941 0.472135S9 0.5278641 
16 0.4501188 0.4S$02102 0.4503928 
17 0.4501188 0.4502101 0.45S03015 0.4503928 
18 0.4S01188 0.4502083 0.4S02101 0.4S03015 


8.1.2 利用 导数 求 极 小 值 





议 扩 x) 在 区 间 { ce,] 上 是 单 峰 的 ,并 在 * = p 处 有 惟一 极 小 值 。 并 设 F(x) 在 (ac ,5) 上 所 
有 的 点 处 有 定义 。 令 初始 点 pe 在 (a,5) 内 。 若 广 (pm) < 0, 则 极 小 值 点 p 在 mm 右 侧 ; 若 
三 (po) > 0, 则 极 小 值 点 玉 在 po 左 侧 ( 见 图 8.5)。 


1. 对 极 小 值 分 类 
首先 求 出 3 个 测试 值 
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P0， P1l = po0 十 六 p2 一 po 十 2 (10) 
使 得 
三 po) > 厂 pT)， jp) < 厂 Pp2) (11) 
成 立 。 
设 太 (po)<0, 则 pm < p, 且 应 该 选择 正 的 步 长 。 容 易 找 到 疡 ,使 公式 (10) 中 的 3 个 点 满足 
公式 (11)。 在 公式 (10) 中 ,如果 满足 条 件 ae +1< 2 , 则 令 六 = 1; 如果 条 件 不 满足 , 则 令 姑 = 1/2, 依 
次 类 推 。 
情况 (i): 知 式 (11) 满 足 则 结束 。 
情况 (ii): 若 F(po)>Ap) 且 OP)>Ap), 则 说 明 pm <p。 那 么 ,需要 检测 更 靠 右 的 
氮 。 将 步 长 加 倍 , 并 重复 检测 过 程 。 

情况 ( 赴 ): 大 FKpo)<A(p), 表 明天 太 大 ,已 经 跳 过 了 p。 那么 ,需要 检测 更 靠近 pm 的 
点 。 将 步 长 减 半 ,并 重复 检测 过 程 。 

当 , 六 (po) >0 时 ,应 该 选择 负 的 步 长 九 ,并 用 类 似 于 上 面 的 分 类 进行 处 理 。 


y 三 2 7y=Jx) 
-十 一 一 下 一 人 一 一 一 -~ 一 一 
C P0 到 六 C 己 Pp /7 
若 广 (po) < 0， 则 六 若 矿 (po) > 0， 则 疡 
落 在 区 间 jp0, 2 内 落 在 区 间 [c, pg] 内 


图 8.$ 用 . 广 (x) 来 求 区 间 [e, 上 单 峰 函 数 Kx) 的 极 小 值 
2. 求 极 小 值 p 的 二 次 通 近 方法 
最 后 得 到 3 个 满足 式 (11) 的 点 ,如 式 (10) 所 示 。 可 以 用 二 次 播 值 来 求 p 的 近似 值 p，。 基 
于 式 (10) 的 节点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 为 
加 _ _ _ _ _ 
Do = ?0 2 P2) Ji Po P2) ， 32 代 0 PH) (12) 
其 中 Y =Fp),=0,1,2。0(x) 的 导数 为 
Dr00 二 y0(2x - P2) ”JI1(2x 7 P2) 2(LX - 己 1) (13) 
以 Opo + hu) 的 形式 求解 0(x) =0, 得 
0= CCPo 十 amin) 一 有 1 一 P2) 蕊 (4(0p0 十 hmia) 一 2p0 一 2p2) 
2 有 2 2 户 ? 
(2Cpo 十 hmin) 一 po 一 PI) (14) 
27 2 
将 式 (14) 中 的 各 项 乘 以 2 征 , 并 合并 包含 户 。 的 项 ， 
一 Amin(2yo 一 471 十 272) = y0(2po 一 pl 一 Po) 
-yt4p0o 一 2p0 一 2p2) 十 2(2p0 一 一 万 ) 
= 0( 一 Jp) 一 7 一 4) 十 疡 (一 有 


十 
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由 上 和 式 易 解 得 六 ， 。 
HR 人 (4y1 一 3y0 一 六 2) 


om 2 二 2 

值 pu = po+jAm 比 po 更 好 地 逼近 p, 因 此 可 以 用 pe 代替 me ,并 重复 上 面 列 出 的 两 个 计 
算 过 程 , 求 出 新 的 A 和 新 的 he 。 重 复 这 一 迁 代 过 程 ,直到 得 到 所 需 的 精度 。 细 节 在 程序 8.3 
中 给 出 。 

这 一 算法 中 目标 函数 /的 导数 在 式 (13) 中 由 式 地 用 来 确定 二 次 揪 值 多 项 式 的 极 小 值 点 。 
读者 应 当 注 意 的 是 ,程序 8.3 中 并 没有 使 用 导数 。 下 面 的 方法 使 用 了 和 六- 的 值 。 
3. 求 极 小 值 p 的 三 次 还 近 方 法 

另 一 种 方法 是 找 过 目标 函数 / 两 点 的 3 次 多 项 式 的 极 小 值 ,该 方法 直接 使 用 函数 和 导数 
求 值 。 设 /是 单 峰 醒 数 ,并 在 区 间 [o ,5] 上 可 微 ,在 x = p 处 有 惟一 极 小 值 。 令 mw = c ,利用 中 
值 定理 估计 一 个 初始 步 长 疡 ,使 得 mn 接近 p; 
2(0F0) - Fa)) 

广 (a) 
这 样 有 户 = pe + 疡 。 关 于 极 小 值 处 横 坐 标 m 的 3 次 多 项 式 为 ， 


忆 (x) 一 人 一 p2)” 十 局 Cx -- p2) 十 pp) 


(15) 


中 一 


注意 3 
2 
PCD = 石 G 一 p2)2 二 5 - P2) (17) 


分 母 中 引入 的 六 = 2 - ‰ 使 得 后 面 的 计算 不 那么 烦琐 。 要 求 P(m ) = 帮 po) ,PCpi) = Ap)， 
已 (po) = 三 (po) 和 忆 (pi)= = 三 (Pi )。 为 了 计算 mm ， 算 义 


P2 三 p0 十 hy (18) 
( 见 图 8.5) ,由 式 (16) 和 式 (17) 可 得 
天 = JpD 一 po=aGz -37+D+pBG 27) (19) 
C=AhCf(pD)-(po)=3a(1 一 2y) 十 26 (20) 
hr(po) =3ay 一 287 (21) 
天 于 c 求解 式 (19) . 式 (20) 和 式 (21) 组 成 的 方程 组 ， 
wa =G-2(F- po) 用 (22) 
这 样 就 从 式 (20) 和 式 (21) 中 消去 了 8, 得 到 
3a) +(G -3amy 二 Appo) =0 (23) 
解 式 (23) 得 
-21P"(po) 


(C- 3a) 士 V(G -3a)2 一 12wp7(po)) 
(和 1.3 节 中 的 习题 12)。 一 般 , 式 (16) 中 的 2 次 项 占 优 ,因此 。 应 当 很 小 。 由 于 希望 y 的 值 较 


小 , 令 这 
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四 一 27 六 (po0) 
“一 (GC 一 3a) 十 VG 一 3a)2z 一 12awp 六 (po)) 
将 7 的 计算 值 代 人 式 (18) , 解 得 六 的 值 。 要 继续 和 欠 代 过 程 , 令 疡 = 六 - m ,并 在 公式 (18)、 
公式 (19) \ 公式 (20) \ 公 式 (22) 和 公式 (24) 中 分 别 用 玉 1 和 另 2 蔡 换 Po0 和 有 1o 上 面 描述 的 算法 不 是 
分 关 方 法 ,因此 确定 终止 标准 更 为 困难 。 一 种 方法 是 要 求 1 7“(pg)1<e, 因 为 (pp)=0。 
例 8.4 用 三 次 搜索 法 求 函数 F(x)= 入 -sin(xz) 在 区 间 [0,1] 上 的 极 小 值 。 
解 : 厂 的 导数 是 大 (x)=2x -cos(x)。 将 F(0) =0,A(1) =0.5852902 和 请 (0) = -1 代入 及 
=2UAbN) -aa)) (ac), 得 到 帮 = -0.3170580。 从 而 
D = po 二 ji =0+(-0.3170580) = 一 0.3170580 
F(p1 = 让 -0.3170580) = 0.4122984 
广 (p1 = 六 (-0.3170580) = -0.8496310 
将 让 ,Apo), pi),F (po) 和 三 (pi) 代 入 公式 (19)、 公 式 (20)、 公 式 (22) 和 公式 (24) ,得 
已 = 0.4122984 
G = 0.18$2484 
w -- 一 0.00$2323 
y = 一 1.4202625 


(24) 


因此 有 
P2 一 站 十 和 7 = 一 0.3170580 + (-0.3170580)( 一 1.4202625) = 0.4503056 


青 令 ji = Pa - Pi = 0.7673637, 并 继续 和 迭代 过 程 。 表 8.4 中 的 结果 使 用 的 终止 条 件 是 

jp)<10” 。ps =0.4501836 处 的 函数 值 为 F( py ) = - 0.2324656, 它 比 例 8.2 中 基线 法 

求 得 的 极 小 值 更 精确 。 | 
表 8.4 利用 三 次 搜索 法 求 函 数 fx) = 2 - sin( xj 的 极 小 值 




















1 0.0000000 一 0.3170580 |] 一 0.3170580 
2 -0.3170580 0.7673637 0.4503056 
3 0.450305S6 0.0001217 0.4501810 
4 0.45013810 0.0002433 0.4504272 
3 0.4504272 0.0002436 U.4501836 





程序 8.1( 黄 金 分 割 搜索 法 求 极 小 值 ) 用 黄金 分 割 搜索 法 求 fx ) 在 区 间 [a,8] 上 的 进 似 极 小 
值 点 。 仅 当 F(x) 在 区 间 [e,b] 上 是 单 峰 的 时 才能 用 该 算法 。 
function[S,E,G]=golden(f,a,b,delta,epsilon) 
hphInput -~- f is the object function input as a string :， 


1 -~ a and b are the end points of the interval 

hp ~ delta is the tolerance for the abscissasg 

A -~ epsilon is the tolerance for the ordinateg 
khOutput - S=(p,yp) containe the abacissa p and 

the ordinate yp of the minimum 

大 -” E=(dp,dqy) contains the error boundqs for p and yp 


太 ~obois annx4matrix: the kth row containg 
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内 [ak ck dk bk] ; the values of a，c，d，and b at the 
kth iteration 

rl1=(sSqrt(5)-~17)72; 

Tr2=IL1 ”2 ; 

h=b-a; 


ya=feval(f ,al) ; 
yb=feval(f,b) ; 
C=a+TZLyh ; 
Q=a+T1h ; 
yc=feval(f ,cy); 
ydq=feval(f ,qd) ; 
长 = 1 ; 
A(k)=a;B(k)=biC(k)=c;iD(Kk)=d; 
while(abSs(yb-ya)>epsiLIon)|(h>deltal) 
K=X+1 ; 
if(yc<yd) 
b=d ; 
yb=yd ; 
=C， 
yd=yc ; 
= 口 ~ 了 ; 
C=a+IZ 本 hh ; 
yc=feval(f,c); 
GJSe 
a=C ; 
Ya=YycC ; 
C=d 
yc=yd 
上 =b~a; 
Q=a+TT 亲 hb ; 
yd=feval(f,d) ; 
end 
A(k)=ajiB(k)=biC(k)=c;iD(k)=d; 
end 
Gpb=abs (b-a) ; 
dy=abs(yb~ya) ; 
P=a， 
7 了 P=ya 
if(Yyb<ya) 
Pp=b ; 
yp=yb ; 
end 
G=[A: C，D，B7?]; 
S=[p ypP] ; 
E= [dp dy] ; 


程序 8.2 使 用 如 下 M 文件 计算 斐 波 那 契 数 。 
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function y=fib(n) 

fzk(1)=1; ftfzZ(2)=1; 

for Xes3:Dn 
fz(Kk)=fzZ(K-1)+fZ(KX-2) ; 

end 

y=fz(P) ; 


程序 8.2( 裴 波 那 契 搜索 法 求 极 小 值 ) 用 斐 波 那 契 搜 索 法 求 F(x) 在 区 间 [a,8] 上 的 近似 极 小 
值 。 仅 当 F(x) 在 区 间 [a ,8] 上 是 单 峰 的 时 才能 用 该 算法 。 
function X=fibonaccikf ,a,b,tol,e) 


AIDpPut- ，the object function as a string 


a，the left endpoint of the interval 
b，the right endpoint of the interval 
tol，1length of uncertainty 

内 e，distinguishability constant 


phOutput-X，X and yY coordinates of minimunm 


ANote: this function calls the m-file fib .nm 
AhDetermine nn 
1=1|; 
=1 ， 
while F<=(b-a) /tol 

F=fib(iy) ; 

1=1I+ 二 ， 
end 
npInitialize Valueg 
D= 工 ~1|; 
A=zeros(1l1,n-2) ;B=zeros(1,n-2) : 
ACTL)=ai; 
BC1)=b; 
=A(1)+(fib(n-2)Vfib(n))*(B(1)-A(Ct) ) ， 
d=A(1)+(fib(n-1)Vfib(n))*(B(1)-ACt) ) ， 
K= 1 二; 


AhCompute Iterates 
while KK =n-3 
if feval(f,c)>feval(f ,dl) 
ACK+TL)=cC: 
BCk+1)=B(k) ; 
C=; 
q=A(k+l)+(fib(n-k-t)Vfib(n-k))*(B(k+1)-ACk+1) ) ， 
el1Se 
ACKk+1)=A(K) ; 
B(Kk+17=dQ; 
Q=cC ; 
=A(K+1)+(fib(n-k-2)V/fib(n-k))*(B(k+1)-A(CKk+1)) ， 
end 
多 =KX+1T ，; 
end 
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hpLast iteration using distinguishability constant e 
if feval(f,c)>feval(f ,dl) 


A (Rn-2)=Cc; 

BCn-2)=BCn-3) ; 

C=d ; 

d=A(n-2)+(0.5+e)*(B(n-2)-A(a-2) ) ; 
elLSsSe 

An-2)=A(Cn~-3) ; 

BCn-2)=dqQ， 

Q=C ; 

c=A(n-2)+(0.5-e)*(B(n-2)-A(Cn-2)) ; 
GDna 


ADutput: Use midpoint of last interval for abscissa 
if fevalkf,c)>feval(f ,dl) 


a=Cib=B(n-2) ; 
elLSe 

a=A(D-2) ;b=d; 
end 


X=[(a+b)V/2 feval(f,(a+b)/2)] ， 


程序 8.3( 用 2 次 插值 求 局 部 极 小 值 ) 求 函 数 F(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 局 部 极 小 值 , 从 初始 近 
似 点 po 开始 ,然后 在 区 闻 [a,po] 和 [po,b] 上 进行 搜索 。 


function[P,yPp,dp,dqy,P]=quadmin(f,a,b,delta,epsilon) 


AInput ~ 下 is the object function input as a string :f， 
1 ~” a and b are the end point8s of the interval 
A ~ dejlta is the tolerance for the abscissag 

类 ~ epsilon is the tolerance for the ordinateg 
phDOutput - P is the abscissa of the minimanm 

内 -~ ypP is the ordinate of the minimum 

1 - dpb is the error bound for P 

-~ dy is the error bound for yp 

- P is the vector of iterationsg 

PO=a 

maxj=20 ; 

BQXK=30 ; 

big=le6 ; 

er= 二， 

区 =1|， 

P(k) =PpO ; 

cond=0 ; 

h=1| ; 


if (abs(p0)>1e4) ,h=abs(p0)/1le4;end 
while(k<maxKkg&err>epsilongcond~=5) 
ft=(feval(f,p0+0.00001)-feval(f,p0-0.00001))/0.00002， 
if(f1>0) ,hb=-abs(h) ,end 
pfl=pPO+h ; 
P2=PO+2*h ; 
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pmin=po ; 
yYO=feval(t ,p0) ; 
yli=feval(f,p1) ; 
y2=feval(t ,p2) ; 
ymln=yu0O ; 
cond=O0 ， 
]=0 ; 
AhDetermine h So that yl<y0O&yti<y2 
while(j<maxj&abs (h)>delta 妇 cond==0) 
if (y0O<=y1) ， 
p2=pl; 
y2Z=yl ; 
h=h/2; 
p1L=PpO+h ; 
yt=feval(f ,pl) ; 
elLSse 
if(y2<y1) ， 
pl=p2; 
y1T=Yy2 ; 
h=2xyh ; 
P2=pO+2*rh ; 
y2=feval (于 ,p2) ; 
elLSe 
COnQ=-~1 ; 
end 
end 
]j=j+T; 
if(absg (h) >biglabs(P0)>big) ,cond=5,end 
send 
if(cond==5) ， 
pmin=p1L; 
ymin=feval(t ,pl) ; 
elSe 
ApQuadratic interpolation to find yp 
Q=4*yl1-2*+*yO-2*Vy2 ; 
if(d<0) ， 
bmin=hy(4*+*y1-3+*yO-yY2)7/d; 
e]Se 
hmin=h/3， 
CoOnd=4， 
end 
pmin=po+hmin ; 
ymin=feval(ft ,pmnin) ; 
h=abs (hy) ; 
ho=abs (hmjiny) ; 
hli=abs(hmin-hy) ; 
h2=abs(hmin-2*rhy) ， 
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ADetermine magnitude of next 
f (hO<h) ,h=h0:end 
if(htc<h) ,h=htiend 
if (h2<h) ,hb=h2;end 
if(h==0) ,h=hmini;end 
if(h<delta) ,cond=1l1;end 
if (abs (h)>biglabs(pmin)>big) ,cond=5;endq 
ATerminationmn test for minimnization 
e0=abs(y0-ymin) ; 
el=abs(yl-ymnmin) ; 
e2=abs(y2-Vymin) ; 
if(e0~=0 上 e0<err) ,err=e0;end 
if(el~ 人 =0 &g el<cerTr) ,err=el;end 
it(e2~ 人 =0 & 2<erTr) ,err=e2,end 
if(e0~=0 & el==0 & e2==0) ,error=0:enda 
if (err<epsilon) ,cond=2;end 
pPO=Pmin ; 
帮 = 区 十 芋 ; 
P(K)=PpO ; 
end 
if(cond==2&h<delta) ,cond=3;end 

end 

pP=pu 

dpP=h ; 

yp=feval(f ,p); 

Qy=erI ; 


8.1.3 习题 


1. 利用 定理 8.1, 判 断 以 下 函数 哪些 是 递增 的 ,哪些 是 递减 的 。 
(ah) 太 交 ) =2x” -9x2+12x -5 
(b) Ax)=xAx+1) 

(c) F(x)=(x+1)Ax 
(d) FCx) = 和 

2. 用 定义 8.3 说 明 下 列 函 数 是 给 定 区 间 上 的 单 峰 函 数 。 

(a) Flx) 三 x 六 一 2x 十 1:10,4] 
(b) /xz) 三 cos(x); [0, 4] 

(c) jx) = [0.1 10] 

(d) jx) = -xz(G 一 2)33; [0, 3] 

3. 利用 定理 8.3 和 定理 8.4, 找 出 以 下 函数 在 给 定 区 间 上 的 所 有 局 部 极 大 值 和 极 小 值 、 
(a) fx)=4z 一 8x2 一 11x 十 5;10,2] 
(b) xz) = 十 3/x2; [0.5, 3] 

(c) Ja) = (十 2.3)1(4 一 [一 1.9, 1.9] 
(dj Foxc) = er/x2;f0.5, 3] 
(e) jx) = 一 Sin(x) 一 sin(3x)/3; [0, 2] 


oo 


12. 


13. 


14. 
1s. 
16. 
17 . 
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(人 1) Fox) 一 一 2Sin(x) 十 Sin(2x) 一 2Sin(3x)/3; [1 3] 


求 搜 物 线 y = 上 与 点 (3,1) 最 近 的 点 。 

. 求 曲线 y = sin(x*) 上 与 点 (2,1) 最 近 的 点 。 
求 圆 周 巡 + 和 =25 上 与 弦 4B8(4=(3,4) 和 也 =(-1,V24) 最 远 的 点 。 

. 用 黄金 分 割 搜索 法 ,对 以 下 函数 求 [ es ,名 ] ,=0,1,2。 四 含 五 人 取 5 位 有 效 数 字 。 注 :这 
些 函 数 在 给 定 区 间 上 都 是 单 峰 的 。 


(a) jxr) 一 ex 十 2x8 十 邱 ; [一 2.4, 一 1.6] 
(b) Frx) = 一 Sin(x) 一 > 十 和 |; [0.8，1 .0] 
(c) Fr) = 与 一 4x 一 Ycos(xr); 10.$, 2.5] 
(d) xz) = 六 一 Sr 十 23; [1 5] 


. 用 斐 波 那 梨 搜索 法 ,对 习题 7 中 的 函数 求 [ ww , 员 ], 丰 = 0,1,2。 四 含 五 人 取 5 位 有 效 数 字 。 


议 Fo 是 满足 某 个 给 定 容 差 c 的 最 小 斐 波 那 契 数 。 


. 对 习题 7 中 的 函数 用 二 次 插值 方法 进行 2 次 迭代 ,四 舍 五 人 取 5 位 有 效 数 字 。 
了 0 。 
11. 


对 习题 7 中 的 函数 用 三 次 播 值 方法 进行 2 次 迁 代 , 求 和 严 。 四 舍 五 人 取 5 位 有 效 数字 
将 黄金 分 割 搜索 法 应 用 于 给 定 区 间 , 求 第 夺 个 子 区 间 的 宽度 。 

(a) [0, 1, 上 一 4 

(b) [一 2.3, 一 1.6], 大 = 5 

(c) [--4.6,3.5], 大 = 10 

对 以 下 给 定 区 间 和 值 e, 求 满足 不 等 式 (7) 的 最 小 斐 波 那 契 数 严 。 

(a) [一 0.1,3.4],e = 10- 

(b) [一 2.3, $.3]，e = 10-: 

(c) [3.33, 3.99]，e 一 10- 


用 代数 方法 证 明 等 式 
1 fo 有 -人 : 
站 一 
证 归公 式 (19)、 公式 (20) 和 公式 (21)。 
证 明 公 式 (22)。 
证 上 明 公 式 (23)。 


二 分 搜索 法 (Dichotomous search method)。 二 分 搜索 法 是 另 一 类 不 用 导数 来 求 单 峰 函 数 /在 闭 
区 间 [ ee, bj 上 极 小 值 的 分 类 搜索 方法 。 值 和 民 关于 区 间 的 中 点 (ao +  )/2 对 称 , 距 中 
点 距离 为 ec。 根 据 值 Aco) 和 Fa ) 得 到 一 个 新 的 子 区 间 。 通过 计算 c 和 d ,重复 该 过 程 。 
输入 ;区 分 常数 e, 子 区 间 的 最 终 长 度 ol。 当 玉 -wa 好 时 令 
0K 十 多 

cf 一 了 6， 
如 果 Acs) < 人 几 d), 则 令 Cl 二 CA 和 六， 一 夏 ,否则 令 Ctrl 二 CC 和 妃 ，， = po 令 夏天 十 
1 ,继续 下 一 循环 。 


[大 


K 十 忆 
= + 


18. 
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(a) 用 二 分 搜索 法 ,四 含 五 人 到 5 位 有 效 数字 ,对 函数 HKx)= ef +2x+x/2 在 区 间 [ - 2.4， 

-1.6j 上 求 La ,pb 和 [oa , 思 2]。 区 分 常数 取 e = 0.1 
(b) 证 明 第 大 个 子 区 间 的 长 度 由 公式 

让 一 ak 一 (0 一 co) 十 2 ( 一 去 ) 

描述 。 
(c) 对 (a) 中 的 函数 , 求 值 大 ,使 得 六 - er < 10 ,其 中 e= 10-。 
三 次 分 类 搜索 法 (Cubic bracketing search method ) 。 设 了 是 单 峰 的 ,并 在 区 间 [ oo， jj 上 可 
徽 。 要 找 一 种 利用 导数 的 搜索 方法 , 求 与 上 /和 上 广 :在 端点 ao 和 六 处 一 致 的 三 次 多 项 式 的 极 
小 值 横 坐 标 靖 oaino 令 

Pr 一 at 一 ao 十 pc 一 ao) +7y--ao)+o 
其 中 P(ao) = Fao),P(b)= 扰 5),P(ao)=F(oo) 和 天 (5)= 庆 (2)。 若 Fp ， )>0， 
则 令 记 = pmyal = do, 否则 令 al = pm 和 及 = bo。 继 续 该 迭代 过 程 , 直 到 第 丰 个 子 区 间 小 
于 指定 的 误差 六 - w <e。 与 本 节 中 介绍 的 三 次 搜索 方法 一 样 ,还 要 求 系数 w ,6,7 和 p 的 
显 式 公式 。 
-3oxy 


(a) 证 明 :p， = ai + 二 他- 
(b) 证 明 :o = P(ao)=Aoo),7= 己 (ao)= 庆 (ai)。 

、 -22 所 bp) -ao) 下 -7 
(c) 证 明 :e =7 8=3D-C, 其 中 = 


an) 
C = 广 oo- (oo 
(d) 利用 三 次 搜索 法 ,四 售 五 人 到 5 位 有 效 数 字 ， 对 函数 rs) - +2x5 + 和 /2 在 区 间 
[ao ,bo]= [ - 2.4，, -1. 6j 上 求 [a,， 和 [ a， ， bj。 





8.1.4 算法 与 程序 


天 ”全 oo  | 咕 


. 用 程序 8.1 求 习 题 7 中 各 函数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 
. 用 程序 8.2 求 习题 7 中 各 函数 的 局 部 极 小 值 , 精 确 到 小 数 点 后 6 位 。 
' 用 程序 8.3 求 习题 7 中 各 函数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 ,从 给 定 区 间 的 中 点 开始 。 
. 用 程序 8.1 和 /或 程序 8.3 求 函 数 xx)= cos (x) 一 sin(x) 在 区 间 [0,2x] 上 的 所 有 局 部 极 大 


值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 


' 用 程序 8.1 和 /或 程序 8.3 求 下 面 函 数 在 区 间 [0,2] 上 的 所 有 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 , 精 


确 到 小 数 点 后 6 位 。 
xz 十 x2 一 12r 一 12 


刀 一 
1 Cr) 6 一 3x5 一 4xr4 十 9x2 十 12x 一 18 


, 编写 MATLAB 程序 ,实现 8. 次 逼近 方法 。 并 用 该 程序 求 习 题 7 中 各 函数 的 局 部 


极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 
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7. 编写 MATLAB 程序 ,实现 习题 17 中 的 二 分 搜索 法 。 并 用 该 程序 求 习 题 7 中 各 函数 的 局 部 
极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 

8. 用 程序 8.1 和 /或 程序 8.3, 求 以 下 函数 的 所 有 局 部 极 小 值 和 局 部 极 大 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 
(a) 过 点 (0.0,0.0) ,(1.0,0.5),(2.0,2.0) 和 (3.0,1.5$) 的 外 树 三 次 样 条 函数 。 
(b) 过 点 (0.0,0.0),(1.0,0.$),(2.0,2.0) 和 (3.0,1.5) ,并 抛物 线性 终止 的 三 次 样 条 函数 。 

9. 用 程序 8.1 和 /或 程序 8.3, 找 出 5.4.3 节 $(b) 中 的 三 角 函 数 了 (x) 的 所 有 局 部 极 小 值 和 局 
部 极 大 值 ,精确 到 小 数 点 后 6 位 。 


8.2 内 德 - 米 德 方法 和 鲍威尔 方法 
8.1 节 中 的 定义 自然 地 扩展 为 多 变量 函数 。 设 函数 F(x ,* ，…,x ) 定 义 在 区 域 


N 
必 一 [ea ，. 。，， xzN) : 》 (Cr 一 PP) < (了 
类 一 ] 
上 。 如 果 
太 PD1 P2，…，DN) 委 jlX2，…，XN) (2 1) 


对 所 有 的 点 ( ,” ，…xw) 都 成 立 , 则 函数 F(xi ,xs ，…,xw) 在 点 (p ,mp ) 处 有 局 部 极 小 


值 。 如 果 
JP P2，…，,，PN) 志 xl22，…,XN) (3) 


对 所 有 的 点 (xi ,xx ，…,%nv)E R 者 成 立 , 则 函数 F(xi ,xz ，…xw) 在 点 (Pi ,pm ，…pv) 处 有 局 部 
极 大 值 。 
通过 讨论 两 个 独立 变量 的 函数 FLx,y) , 即 可 简单 介绍 多 变量 画 数 求 极 值 问 题 。 双 独立 变 
量 盟 数 的 图 形 可 以 看 成 是 一 个 几何 表面 ( 见 图 8.1)。 对 函 数 F(x ,y) 进 行 二 阶 偏 导数 测试 求 极 
值 可 以 看 成 是 定理 8.4 的 扩展 。 
定理 8.5{( 二 阶 倘 导 数 测试 ) 设 Jx,y) 及 其 一 阶 和 二 阶 偏 导 数 在 区 域 尺 上 过 续 ， 设 点 
(p,9)6 尺 是 一 个 临界 点 , 即 上 (pp,g)=0 且 三 (p,9q)=0。 可 用 高 阶 偏 导数 来 确定 临界 点 的 
属性 。 
(电车 /pg) 记 (pp,9) -As5(P,9)>0 且 大 (p,9g)>0, 则 F(p,9g) 是 三 的 局 部 极 小 值 。 
(iD 车 太 (p,9) 记 (pp,9) -0(p1g)>0 且 大 (pg)<0, 则 F(p,9) 是 三 的 局 部 极 大 值 。 
(iii) 若 亡 (p,9) jp,9) -oo(Ppg)<0, 则 F(x,y) 在 (p,g) 没 有 局 部 极 值 。 
(iv) 若 户 (p,9) 户 (p,9)- (pqg)=0, 则 结果 不 确定 。 


例 8.S 求 函 教 FLx，,y) = 和 一 4xz 二 人 ~Y-My 的 极 小 值 。 
解 : 一 阶 偏 导数 为 
Jr y 人 一 2x 一 4 一 》 jy 妇 一 27 一 工 一 


令 偏 导数 等 于 0, 得 到 线性 方程 组 
2x 一 7 一 4 
一 X 十 27y 一 | 《4) 


求解 式 (4) ,得 (x*,y) = (3,2)。F(x,y) 的 二 阶 偏 导 教 为 
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pr) 一 2 ， Jay)=2， jyJ= 一 ] 
易 知 它 是 定理 8.5 中 的 第 (i) 种 情况 , 即 
太 xz(3,2).jy(3,2) - (3,2)=3> 0， x(G3,2)=2>0 
因此 , 几 x,y) 在 点 (3,2) 处 有 局 部 极 小 值 ,F(3,2) = - 7。 国 
黄金 分 割 搜索 法 和 斐 波 那 契 搜 索 法 都 不 直接 使 用 目标 函数 FLx ) 的 导数 ,它们 只 进行 函数 


值 比较 。 多 变量 目标 函数 /xz ,x:，……xx ) 的 棚 值 直接 搜索 法 也 具有 这 一 性 质 , 它 对 枯 数 的 可 
敏 性 不 做 显 性 或 隐 性 的 假设 。 因 此 ,对 于 非 光滑 (不 可 微 ) 目 标 函 数 而 言 ,直接 方法 特别 有 用 。 


8.2.1 内 德 - 米 德 方法 


内 德 (Nelder) 和 米 德 (Mead) 提 出 了 单纯 形 法 ,可 用 于 求解 多 变量 函数 的 局 部 极 小 值 。 对 于 
双 变 量 晒 数 ,单纯 形 即 为 三 角形 ,而 该 方法 是 一 个 模式 搜索 过 程 :比较 三 角形 3 个 顶点 处 的 函 
数值 , 几 x,y) 值 最 大 的 顶点 为 最 差 顶点 ,用 一 个 新 的 顶点 代替 最 差 顶点 ,形成 新 的 三 角形 式 ， 
然后 继续 这 一 过 程 。 这 一 过 程 生成 一 系列 三 角形 (它们 可 能 具有 不 同 的 形状 ) ,函数 在 其 顶点 
处 的 值 越 来 越 小 。 随 着 三 角形 的 减 小 就 可 以 找到 极 小 值 点 的 坐标 。 

算法 描述 中 使 用 了 术语 “单纯 形 ”(N 维 空间 中 的 广义 三 角形 ) , 它 将 找到 N 变量 函数 的 极 
小 值 。 该 算法 有 效 且 紧凑 。 


1. 初始 三 角形 BGW 
设 要 求 本 数 几 x,y) 的 极 小 值 。 首 先 ,给 定 三 角形 的 3 个 顶点 由 = (和 ,7 ) ,大 =1,2,3。 
在 这 3 个 点 上 对 函数 FLx ,7y) 求 值 :a = Fw ) ,= 1,2,3。 下 标 编号 满足 > 和 2 和 ze。 用 
一 (XI y1)， G = (2 办)， 列 = (x3, 力 ) (5 ) 
来 帮助 记忆 :如 是 最 佳 顶 点 , G 是 次 最 佳 顶 点 ,而 W 是 最 差 顶点 。 
2. 良 边 的 中 点 
构造 过 程 使 用 了 连接 刀 和 G 的 线段 的 中 点 。 它 可 由 平均 坐标 得 到 : 


及 十 和 
jy 一 十 = (3 2 ) 





2 2 ” 2? (0) 
3. 反射 点 月 
沿 着 三 角形 的 边 由 环 向 妇 方 向 和 由 瑟 向 G 方向 ,函数 的 值 递 减 ,因此 以 点 忠和 G 连 线 
为 分 曾 线 ,与 岁 相对 的 点 的 函数 值 /Lx ,7y) 会 较 小 。 选 择 测 试点 民 为 关于 边 开 对 三 角形 进行 
的 反射 。 要 确定 点 灵 , 首 先 找到 边 8C 的 中 点 好 ,然后 从 点 钱 到 对 画 线 段 , 称 其 长 度 为 
从 M 点 做 该 线段 的 延长 线 ,长度 为 d ,得 到 点 民 ( 见 图 8.6)。 届 的 向 量 公式 为 
民 =M+(M- 卫 )==2M- 玉 (7) 
4. 开拍 点 E 
如 果 灵 处 的 函数 值 比 厂 处 的 函数 值 小 , 则 求解 的 方向 是 正确 的 。 可 能 极 小 值 点 的 位 置 
只 比 氮 灵 略 远 一 点 。 因 此 ,将 过 M 和 妨 的 线段 延长 到 点 至 ,构成 一 个 新 的 开拓 三 角形 BGE 。 
丰 已 沿 着 连结 M 和 灵 的 线段 的 方向 延长 距离 4( 见 图 8.7)。 如 果 下 处 的 函数 值 比 灵 处 的 小 ， 
则 该 顶点 比 灵 好 。 点 五 的 向 量 公式 为 
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五 一 尺 二 (R 一 AM)=2R 一 M (8 ) 





8.7 三 角形 人 BC, 点 丸和 开拓 点 五 
5. 收缩 点 C 
如 果 点 丸和 了 剑 的 图 数值 相等 , 则 需要 测试 另 一 个 点 。 或 许 点 M 处 的 男 数值 较 小 ,但 是 
为 了 保证 构成 三 角形 ,不 能 用 点 M 替代 三。 分 别 考虑 两 个 线段 AM 和 MMR 上 的 点 C 和 C，( 见 
图 8.8)。 具 有 较 小 果 数 值 的 点 为 C ,并 由 此 构成 三 角形 BGC。 注 意 , 在 二 维 情况 下 ,在 点 C， 
和 C, 之 间 选 择 看 起 来 不 合适 ,但 在 高 维 情况 下 这 一 点 非常 重要 。 





图 8.8 内 德 - 米 德 方法 的 收缩 点 C, 和 C， 


6. 向 B 方 向 收缩 


如 果 点 C 处 的 函数 值 不 小 于 三 处 的 值 , 则 点 G 和 本 必 将 向 她 的 方向 收缩 ( 见 图 8.9)。 
点 G 置换 为 M, 点 奈 置 换 为 SS ,后 者 是 连接 下 和 了 剑 的 线段 中 点 。 
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图 8.9 向 劝 收 缩 三 角形 


7. 每 一 步 的 逻辑 判断 
高 效 的 算法 应 当 只 在 必要 的 时 候 进 行 函数 求 值 。 在 每 一 步 中 找到 一 个 新 的 点 替代 W。 
一 旦 找到 这 个 点 ,这 一 步 的 迭代 就 完成 了 。 二 维 情况 的 逻辑 细节 在 表 8.5 中 给 出 。 


表 8.5 内 德 - 米 德 方法 的 逻辑 判断 


IF FIR) < 帮 C), THEN Perform Case (D {felither reflect Or extendj 
ELSE Perform Case (1) {felther contract or Shrink] 


BEGIN {Case (DU).} BEGOIN {Case (1D).} 
IF FF(B) < _ FRI) ITHEN IF FIR) < FIW)THEN 
replace 砚 with 尺 [_ replace 久 with 尺 
PILE ComputeC = ( 凡 十 M)/2 
orC 王 (AM 十 R)/2and 太 (C) 
Compute 于 and 三 ( 玫 ) IF FC) < FI1) THEN 
IF FE) < FB)IHEN replace 风 wlth C 
replace 风 with 瑟 EL 
ELwE Compnute 9 and 矿 (S) 
replace W with 民 replace 多 with 
ENDIF replace C with AM 
ENDIF ENDIF 
END {Case (1).} END {Case (1).} 


例 8.6 用 内 德 - 米 德 方法 求 函数 FLx,y)= 和 -4x+ 人 入 -yy- 和 xy 的 极 小 值 。 从 以 下 3 个 顶点 
开始 : 
表 工 这 人 全， YY 人 (人 .200 Ya3 = (0.0, 0.8) 
解 :函数 ALx,y) 在 顶点 处 的 值 为 
及 0.0) =0.0， 作 1.2,0.0) = -3.36， 帮 0.0,0.8) = -0.16 
比较 它们 的 值 , 确 定 盏 ,G 和 有 食 : 
用 一 局 2 全 (7 一 (0 8) 几 一 (0,0) 
顶点 奢 = (0,0) 将 被 替代 ,点 RM 和 尽 为 


hf 王 





= (0.6,0.4)， 及 二 2HM 一 了 =(1.2,0.8) 


函数 值 (及 ) = F(1.2,0.8) = -4.48 小 于 F(G), 因 此 这 是 情况 (i)。 由 于 帮 尽 ) 三/ 再 ) , 移 
动 的 方向 是 正确 的 ,顶点 玉 由 
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妃 二 2 累 一 有 =201.2,.0.8) - (0.6, 0.4) = (1.8, 1.2) 


构造 。 函 数值 F( 巨 ) = FL1.8,1.2) = -5.88 小 于 帮 吕 ) ,新 的 三 角形 顶点 为 
Y 1 三 (1.8,， 1.2)， Y 2 一 (120.0)， Y 3 三 (0.0, 0.8) 


继续 该 过 程 ,得 到 朝 着 解 点 (3,2) 收 敏 的 一 系列 三 角形 ( 见 图 8.10)。 表 8.6 给 出 了 选 
代 中 各 步 的 三 角形 顶点 处 的 函数 值 。 计 算 枫 实 现 的 算法 执行 到 第 33 步 ,得 到 的 最 佳 顶点 
为 如 = (2.99996456,1.99983839) , 函 教 值 为 几 召 ) = -6.99999998。 它 是 例 8.5 中 求 得 的 
上 凡 3,2) = -7 的 近似 值 。 迁 代 在 到 达 (3,2) 之 前 个 止 的 原因 是 ,函数 在 极 小 值 点 附近 平缓 。 
经 过 检查 ( 见 表 8.6) ,函数 值 /中 ) ,F(G) 和 多 )( 见 表 8.6) 相 同 ( 这 是 舍 入 误差 的 一 个 












例子 ) ,算法 终止 。 辆 
表 8.6 例 8.6 中 各 三 角形 顶点 处 的 条 数值 
大 最 佳 点 较 好 点 最 甘 点 
1 | (0.2,0.0) = -3.36 夏 (0.0, 0.8) = -- 0.16 站 (0.0.0.0) = 0.00 
2 三 (1.8, 1.2) 一 一 和 .88 (1.2.0.0) 三 一 3.36 7 (0.0,.0.8) 王 一 0.16 
3 三 (1.8, 1.2) 三 一 4.88 了 3.0,0.4) 一 一 4.44 三 (1.2,0.0) = 一 3.36 
4 | 3.6, 1.6)= 一 6.24 丰 (1.8,12)= 一 5.88 丰 (3.0,0.4) = - 4.44 
3 三 (3.6, 1.0) 三 一 6.24 厂 2.4,2.4) 一 一 6.24 了 (1.8, 1.2) 王 一.88 
6 | 三 (2.4， 1.0) 二 一 6.72 三 (3.6, 1.0) 三 一 6.24 三 2.4.2.4) 王 一 0.24 
了 三 (3.0, 1.8) = 一 6.96 三 (2.4, 1.6) 一 一 6.72 三 (2.4,2.4) 王 一 6.24 
8 三 3.0, 1.8) 三 一 6.96 站 (2.$$, 2.0S) 一 一 6.7725 (2.4, 1.0) = 一 6.72 
9 | 3.0, 1.8) = 一 6.96 太 (3.15, 2.24) 一 一 6.95725 丰 (2.S4, 2.05) = 一 6.7725 
10 | /3.0. 1.8) = 一 6.96 | 丰 (2.8125, 2.0375) = 一 6.95640625 三 (3.1$, 2.29) = 一 6.9S25 






少 





0 ] 了 了 
图 8.10 内 德 - 米 德 方法 中 的 三 角形 系列 | 7 上, 收 敏 到 点 (3.2) 
8.2.2 角 威 尔 方 法 


攻 Zoo 是 困 数 z= .As ,xs ，…xn ) 极 小 值 点 的 初始 估计 。 假 设 贾 数 的 偏 导数 不 可 得 。 一 
种 直观 上 很 有 吸引 力 的 方法 是 ,通过 连续 地 沿 着 每 个 标准 基 向 量 方向 找 极 小 值 ,来 求 下 一 个 近 
似 的 于 。 该 方法 生成 一 系列 点 和 = 忆 , 亚 , 忆 …, 严 ,= 于。 向着 函数 扩 的 每 个 标准 基 疝 量 是 
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一 个 单 变 量 函 数 ,这 样 就 可 以 在 一 个 函数 为 单 峰 的 区 间 上 用 黄金 分 割 搜索 法 或 斐 波 那 契 搜索 
法 ( 见 8.1 节 ) 来 求 / 的 极 小 值 。 重 复 该 迭代 过 程 ,生成 点 序列 | 也 |o。 遗 憾 的 是 ,通常 由 于 
多 变量 函数 的 几何 特点 ,该 方法 的 效率 不 高 。 但 从 点 夺 到 点 万 这 一 步 正 是 鲍威尔 (Powel) 
方法 的 第 一 步 。 

鲍威尔 方法 的 核心 是 ,在 上 述 过 程 中 增加 两 个 步骤 :在 某 种 程度 上 ,向量 忆 - 已 代表 着 
每 次 欠 代 过 程 移动 的 平均 方向 。 因 此 确定 点 下 为 沿 向 量 杨 - 忆 方向 的 函数 太 取 得 极 小 值 
的 点 。 与 前 面 一 样 , 沿 着 这 一 方 回 的 /是 单 变 量 郴 数 ,因此 可 用 黄金 分 割 搜索 法 或 斐 波 那 契 搜 
索 法 。 最 后 ,用 向 量 及 - 挛 代替 下 一 迭代 过 程 中 的 某 个 方向 向 量 。 对 新 的 方向 向 量 集 开 始 
迭代 ,并 生成 点 订 列 | 和 | os。 这 一 过 程 的 描述 如 下 。 

设 Xo 是 范 数 > = Ax ,xs ,ww) 极 小 值 点 位 置 的 初始 估计 ,| 玉 =[00…01, 0…0]: 
开 = 1,2,，……, AN 为 标准 基 向 量 ， 

= [1 .DAN]= 区 1B2 EN] (9) 

且 ;= 0。 

(i) 令 已 = 天 。 

(ii) 对 大 =1,2,…，,NW, 求 值 六 ,使 得 FLP + 7D) 极 小 ,并 令 己 = 忆 +7yD。 

(证 ) 令 半 =i+lo。 

(iv) 对 J=12 0N-1 令 局 =Dito 令 机 = 枚 -Po。 

(v) 求 值 7 ,使 得 Po + yUvw) 极 小 。 令 书 = 已 +7Uv。 

(vi) 重复 第 (i 步 到 第 (v) 步 。 


例 8.7 用 前 述 过 程 对 方程 Kx,y)= cos(x)+sin(y) 求 四 2 初始 虑 为 天 0 =〈S$.5$,2)。 
解 : 令 愉 = |， 上 | , 且 忆 = 而 =(5.5,2)。 当 让 -1 时 ， 画 教 ” 


JUCod+7MCD = (5.5,2) 十 mb07 
= 厂 ($.5$ 十 )1 2) 
一 cos(].3 十 7y1) 十 Sin(2) 
有 极 小 值 y, = -2.3584042, 因此 ( 书 = (3.141$958,2)。 当 ij =2 时 ,函数 
j 十 C2) = (3.141$958, 2) 二 yp2(0, 1)) 
= (3.1415982, 2 十 m) 
一 50s(3J.1415982) 十 Sin(2 十 ) 
在 ya =2.7123803 处 有 极 小 值 ,因此 书 , = (3.1415958 ,4.7123803)。 令 LV ( 忆 , -已 ), 且 
六 _ | 0 -2.3584042 
1 2.7123803 
也 数 
(Po +7ytP) = F((S.5$,2) 十 7y(-2.3584042, 2.7123803)) 
= (5.5 -- 2.35840427y ,2 十 2.7123903y) 
= coS(3.3 一 2.33840427) 十 Sin(2 十 2.71238037 ) 
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在 y =0.9816697 处 有 极 小 值 , 从 而 有 于; =(〈3. 1848261 ,4.6626615 ) 。 
令 王 = 大 。 当 1i=1 时 ,函数 
F(Po +7iDI = (3.1848261, 4.6626615) 十 XI1(0, 1)) 
= F(3.1848261, 4.6626615 十 7) 
= cos(3.1848261) + sin(4.6626615 十 y1) 
在 y =0.0497117 处 有 极 小 值 , 从 而 有 已 = (3.1848261,4.7123732)。 当 1i=2 时 , 子 数 
FCP| + jpU2) = (3.1848261, 4.7123732) 十 因 ( 一 2.3584042, 2.7123809)) 
= (3.1848261 -- 2.3584042)2, 4.7123732 十 2.7123809)/) 
= cos(3.1848261 -- 2.3584042)2) 十 sin(4.7123732 十 2.71238097X2) 
在 y， =0.0078820 处 有 极 小 值 ,从 而 有 已 ; = (3.1662373,4.7337521)。 令 L2 =(P - Po) 且 


U 二 -2.3$84042 -0.0185889 
2.7123803 ”0.0710906 


函数 


F(CPb +yU2) = F(G3.1848261, 4.6626615) 十 y( 一 0.0185889, 0.0710900)) 
= 丰 (3.1848261 -- 0.0185$889) ,4.6626615 十 0.07109007/) 
cos(3.1848261 -- 0.018$8897 ) 十 sin(4.6626615 十 0.07109067/) 


在 y =0.8035$684 处 有 极 小 值 , 因 此 轧 , = (3.1698887,4.7197876)。 


函数 f(x,y) = cos(x) +sin(y) 在 点 已 = (r,3r/2) 处 有 相对 极 小 值 。 函数 矿 在 图 8.11 
中 给 出 ,而 图 8.12 则 显示 了 函数 丰 的 等 值 线 和 点 下 0 ,下 和 天 的 相对 位 置 。 自 





图 8.11 郴 数 FLx,y) =cos(x)+sin(y) 的 图 8.12 郴 数 Kx,y) = cos(x) +sin(y) 的 等 值 线 图 


前 述 过 程 的 第 (iv) 步 中 ,抛弃 了 第 一 个 向 量 D ,而 将 平均 方向 向 量 P - 书 加 入 到 方 回 回 
量 表 中 。 实 际 上 ,如果 抛 弃 了 减 小 最 快 的 方向 向 量 忆 , ,结果 将 更 好 。 忆 ,看 起 来 是 平均 问 量 
Uv = Pv - 书 的 主要 分 量 。 因 此 , 随 着 迭代 次 数 的 增加 ,方向 向 量 集 将 趋 回 于 变 得 线性 相关 。 
当 这 一 集合 成 为 线性 相关 的 时 , 它 将 会 丢掉 一 个 或 多 个 方向 ,因此 可 能 出 现 点 集 { 互 |eo 并 不 
收敛 于 局 部 极 小 值 点 的 情况 。 并 且 ,在 第 (iv) 步 中 假设 了 平均 方向 是 继续 搜索 的 恨 好 方 问 ,但 
这 有 可 能 并 不 是 实际 情况 。 
1. 鲍威尔 方法 概要 

(in 令 Po = 大。 
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(ii) 对 大 =1,2 AN, 求 思 的 值 , 使 得 护 玉 -+ 7 ) 最 小 ,并 令 玉 = 严 -+7Xe7n 

(证 ) 令 > 和 乙 分 别 为 第 (i) 步 的 所 有 向 量 中 使 得 / 减 小 的 最 大 量 及 其 方向 。 

(iv) 令 =i+1ls。 

(v) 如 有 果 几 2Py - Po)=APo) 或 20FPo)-21P)+A2P -Po))CP)- 近 已 )- 站) 

2PrCLPo) -2Pv - Po)), 则 令 万 = 书 , 并 返回 第 (iD) 步 ;否则 ,执行 第 (vi) 步 。 

(vi) 令 忆 = 书 ,- 己 。 

(vii) 求 7 ,使 得 A 忆 + 7U.) 最 小 。 令 下 = 书 +7U。 

(Cviii) 重复 第 (i) 步 到 第 (vii) 步 。 

如 果 第 (v) 步 中 的 条 件 满 足 , 则 方向 集 不 变 。 第 (v) 步 中 的 第 一 个 不 等 式 说 明 , 平 均 方 向 
Pv - Po 上 /不 再 减 小 。 第 二 个 不 等 式 说 明 ,/ 沿 最 大 下 降 方 向 忆 的 减 小 不 是 / 在 第 (这 ) 步 中 
减 小 量 的 主要 部 分 。 如 果 不 满足 第 (v) 步 的 条 件 , 则 用 第 (ii) 步 中 的 平均 方向 PP - 己 赫 换 最 速 
下 降 方向 乙 。 在 第 (vii) 步 中 , 求 函 数 在 该 方向 的 极 小 值 。 第 (v) 步 和 第 (vi) 步 中 使 用 的 终止 
条 件 通常 基于 | 下 -下 -站 或 1 ) 人 的 大 小 。 

程序 8.4 要 求 目标 函数 了 保存 为 M 文件 。/ 的 参数 应 当 为 1 x N 矩阵 。 例 如, 下面 的 程序 
将 例 8.7 中 的 琐 数 保存 为 M 文件 。 


function Z=f(V) 
Z=0;X=V(CL) ;ys=V(21) ; 
Z=Ccos(X)+Sin(y) ; 
程序 8.4( 内 德 - 米 德 求 极 小 值 方法 ) 求 扩 xiyxa mxw) 的 近似 极 小 值 , 其 中 是 N 个 实 变 
重 的 连续 函数 ,给 定 N+1 个 初始 点 风 = (oO =0,1…，,N。 


function[LVo,y0,dV,dyj=neldqer(F,V,minl,maxl,epsilon,show) 


ApInput  - 了 is the object function input as a String :FF)， 
人 -Visa3xnmatrix containing starting simplex 
办 - 了 int 娘 maxl are minimam and maximum number 

人 of iterations 


epslILIon 1IS the tolerance 

show == 1 displays iterations (P and 0) 

V0O is the VertexX for the minimnm 

y0O is the function value F(VO) 

dV is the Size of the final simplex 

dy is the error bound for the minimum 

P :18 a matrix Containing the Vertex iterationg 


XiDutput 
办 
办 
办 


人 ~- AQ is an array containing the iterations for F(P 
if Dargin==5， 

Show=0 
end 


[mm Dn]=size(V) ; 
Ah DOrder the vertices 
tor j=1:n+1it 

Z=V(j ,1:Dn) ; 
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Y(j)=Efeval(F ,Z) ; 
end 
[mm 1co]=min(CY) ; 
[mm bij=mnax(Y) ; 
Is=hi，; 
ho=j]o ; 
for ]j=1 :n+1| 
if (j~=1og&j~=hig&Y(j)<=Y(1i)) 
工 =] ; 
end 
it]j 人 =higj~ 人 =1ogY(j)>=Y(ho) ) 
ho=] ; 
end 
end 
cnt=O ， 
hp Start of Nelder-Mead algorithm 
while(Y(hi)>Y(1o)+epsilong&cnt<max1i) |cnt<minl 
S=zeros(1 ,1I:D); 
for j=1:a+1 
S=S+V(j ,二 :an) ; 
GaQ 
M=(S-V(hi,t:n))An， 
R=2*xM-V(hi ,1:n) ， 
yR=feval(F ,R) ; 
if(yYR<Y(hoy) ) 
if (Y(1i)<yYR) 
V(hi,t:n)=R， 
Y(hi)=yR; 
elSe 
了 上 =2*R-M ， 
yE=Efeval(F ,E) ; 
if(yYE<Y(1i) ) 
V(hi,t:D)=E， 
Y(hi)=YE:; 
e]Se 
VChi,1l:n)=R， 
Y(hi)=yR; 
end 
ena 
eJSe 
if(YyR<Y(hiy ) 
V(hi,1:Dn)=R; 
Y(hiy)=yR; 
enad 
C=(V(hi,1:Da)+M)V2， 
yC=feval(F ,C) 
C2=(M+R)7/2 
yC2=feval(F ,C2) ; 
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if(yC2<yC) 
C=C2 ; 
YLC=yC2 ; 
end 
if(YC<Y(hiy)) 
V(hi,l:n)=C; 
Y(hi)=yC ; 
elLSse 
for ]=1:D+l 
if(j 人 =1o) 
V(j,1:n)=(V(j ,1:a)+V(Lo,1:n)7)72; 
Z=V(j ,1:n) ; 
Y(j)=fevalGF ,2Z) ; 
end 
end 
蝇 卫 
enda 
[mm 1oj=min(Y) ; 
Lmm hij=max(Y) ， 
]11=hil ; 
ho=1o ; 
for ]=t:n+l 
if(]j~ 人 =1o&j 一 =higYyY(j)<=Y(1ID) ) 
Li=] ; 
end 
if(j 人 =hig&j 人 =1ogY(j)>=Y(hoy) ) 
ho=j ; 
Send 
endQ 
CDt=cCnt+1 ， 
PCcnt ,:)=V(Lo,:); 
QCcnt)=Y(1o) ; 
end 
Ah End of Nelder-Mead algorithm 


phADetermine size of simp1lex 

SOITm=O ; 

for j=1:n+i 
s=Dorm(V(j)-V(Lo) ) ; 
if(S>=Snorm) 

SnDOITD=S ; 

end 

end 

Q=QU ; 

VO=V(1o ,1:n) ，; 

yO=Y(1o) ; 

QV=Snorm ; 

dy=abs(Y(hi)-~Y(1o)); 
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if (show==i] ) 
qisp(P) ; 
disp(Q) ; 
ed 


8.2.3 习题 


1 . 


四 菩 人 


用 定理 8.5 求 下 列 函 数 的 局 部 极 小 值 。 
(a) fx,y) = 已 十 六 一 3x 一 37 十 5 
(b) joy) 三 x 十 六 二 < 一 2y 一 xy 十 1 
(c) yy) 一 X7 十 X 六 一 3xy 

(d) jx 一 (一 /0 十 只 十 2) 

(e) jx,y) = 10007 一 xz 十 (一 加 


. 令 有 =(2,-3),G=(1,1),=(5,2)。 求 点 M, 丸 和 瓦 以 及 所 得 的 概略 三 角形 。 
. 今 有 =(-12),G=(-2,-5), 友 =(3,1)。 求 点 M,R 和 斑 以 及 所 得 的 概略 三 角形 。 
e 令 召 =(0,0,0),G =(1,1,0) ,已 =(0,0,1) 和 环 =(0.0.1)。 


(ai) 男 出 四 边 形 BCGCPW 的 略图 。 

(b) 求 M=(B+TG+)/3。 

(c) 求 丸 =2M -多 ,并 画 出 四 边 形 BGPR 的 略图 。 
(d) 求 已 =2R - M, 并 画 出 四 边 形 BGPFP 的 略图 。 


. 令 妨 =(0,0,0),G= (0,2,0), 忆 =(0,11), 丽 =(2,1,0)。 与 习题 4 同样 求解 。 

. 按照 例 8.7 的 过 程 , 求 函数 FLx,y)= 委 + 妇 -3x -3y+5 的 和 大。 初始 点 为 天 =(1/2,1/3)。 
. 按照 例 8.7 的 过 程 , 求 函 数 Kx,y)= 和 2y+ -3xy 的 下 。 初 始点 为 严 =(12 .1/3)。 

. 用 加 量 证 明 ,M = (好 + G)/2 是 连接 点 如 和 G 的 线段 的 中 点 。 

, 给 出 等 式 (7) 的 向 量 证 明 。 

10， 
11， 


给 出 等 式 (8) 的 向 量 证 明 。 
用 和 同 量 证 明 ,三 角形 中 线 的 交点 位 于 各 顶点 到 对 边 中 点 的 2/3 处 。 


8.2.4 算法 与 程序 


1 


。 


用 称 太 8.4 求 习题 1 中 各 天 数 的 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 用 以 下 给 出 的 初始 顶点 。 

(a) (1,2),(2,0) 和 (2,2) 

(b) (0,0) ,(2,0) 和 (2,1) 

(ec) (0,0) ,(2,0) 和 (2,1) 

(d) (0,0) ,(0,1) 和 (1,1) 

(e) (0,0) ,(1,0) 和 (0,2) 

用 程序 8.4 求 以 下 本 数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 

(a) 几 xy,z) =2z +2 和 +22-2xy 了 + 和 -7Ty 一 4z 
从 (1,1,1),(0,1,0),(1,0,1 和 (0,0, 世 开始 。 

(bj) 几 xy，z52)=202 + 入 +2+ 有 2)-x(y+z-u)+ 和 -3x-8y-5z-9u 
从 (1,1,1,1) 附 近 开 始 搜索 。 
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Il 1T 1 
(c) 作 x7 0292 二 移 而 十 亢 二 六 十 二 丽 


从 (0.7,0.7,0.7,0.7) 附 近 开 始 搜索 。 

3. 编写 MATLAB 程序 ,实现 鲍威尔 方法 。 

4. 用 第 3 题 中 的 鲍威尔 方法 程序 ,计算 第 1 题 中 各 函数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 7 位。 
从 给 定 顶 点 附近 的 一 个 值 开 始 。 

s. 用 第 3 题 中 的 鲍威尔 方法 程序 ,计算 第 2 题 中 各 函数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 7 位 。 
从 给 定 顶 点 附近 的 一 个 值 开始 。 

6. 求 表面 z= + 往 上 与 点 (2,3,1) 距 离 最 小 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 7 位 。 

7. 某 公 司 有 5 个 工厂 A,B,C,D 和 下 ,分 别 位 于 xy 平面 上 的 (10,10),(30,50) ,(16.667,29)， 
(0.555,29.888) 和 (22.2221,49.998) 处 。 设 两 点 的 距离 代表 工厂 之 间 开 车 的 距离 ,以 英里 为 
单位 。 公 司 计 划 在 平面 上 某 点 处 建设 仓库 。 预 期 平均 每 周 工厂 A,B,C,D 和 下 将 分 别 有 10， 
18,20,14 和 分 次 运输 。 理 想 情 况 下 ,要 使 每 周 运输 车 辆 的 里 程 最 小 ,仓库 应 建 在 何 处 ? 

8. 在 上 题 中 ,如果 受 地 域 所 限 ,仓库 必须 建 在 曲线 y = 衬 上 , 则 它 应 该 位 于 何 处 ? 


8.3 梯度 和 和 牛顿 方法 

这 一 节 讨论 求 w 个 变量 的 函数 扎 下 ) 的 极 小 值 ,其 中 天 = (zz ,ww), 且 太 的 偏 导数 
可 得 。 
8.3.1 最 速 下 降 法 (梯度 方法 ) 


定义 8.4 设 z=j) 是 下 的 函数 ,对 大 = 1,2,…，N,3F( 下 )/ax 存在 。 厂 的 梯度 , 记 为 
VY 斤 司 ) ,是 向 量 


_ (arC) ar) 37(X) 
7o0=( 3xl ”gxy ， 3 (1 
全 
例 8.8 求 函 数 FLx，,y) = 本 + 记 T 在 直人 -3, -2) 处 的 梯度 。 
解 : 将 x= -3 和 yy= -2 代入 
一刀 十 2xy 十 2 十 2 一 X 一 2xy 十 2 一 2 
的 
得 
VYVJ 一 3 一 2 = ( 户 (-3, -2), 户 (-3, -2)) = (- 专 5 轿 
四 225 ”225 


却 (1) 中 的 梯度 向 量 在 局 部 指向 成天 ) 增 加 得 最 快 的 方向 。 因 此 - VF(X) 在 局 部 指向 下 降 
得 最 快 的 方向 。 从 点 Po 开始 , 沿 着 过 忆 ,方向 为 So = - YF(P,)/ - VYFCP,) | 的 直线 搜索 - 
到 达 忆 已 。 当 点 下 满足 约束 下 = Po + yS。 时 ,在 该 点 处 取得 局 部 极 小 值 。 由 于 偏 导 数 可 得 ， 
因此 极 小 化 过 程 应 该 使 用 8.1 节 中 介绍 的 二 次 或 三 次 近似 方法 。 

伏 后 计算 -Y 扎 书 ), 并 沿 方向 S = - VYFCPD)1 -YAFCP,) 1 搜索 ,到 达 点 已 。 当 无 满足 
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约束 于 = 已 + 7YS, 时 ,该 点 处 取得 局 部 极 小 值 。 和 迭代 该 计算 过 程 , 得 到 点 序列 | 忆 | -满足 
FCP) > Pi)>…> 帮 PP)>…。 如 果 lim -已 = 忆 则 大 P) 是 大 瑟 ) 的 一 个 局 部 极 小 值 。 


梯度 方法 概要 

设 已 已 知 。 

(i， 求 梯度 回 量 YA 疡 )。 

(ii) 计算 搜索 方 问 S, = -VA(P)/|-VA(P) | 。 

(iii) 在 区 间 [0, 引 上 对 到 7) = AP + 7YS ) 进 行 单 参数 极 小 化 ,8 为 一 个 较 大 值 。 这 一 过 程 
将 产生 值 > = 几 ， , 二 是 瑟 ( >) 的 一 个 局 部 极 小 值 点 。 关 系 式 下 ( 六 ) = 上 大 尼 + 大 SS 
表明 , 它 是 AX) 沿 搜索 线 下 = 忆 +jagSi 的 一 个 极 小 值 。 

(iv) 构造 下 一 个 氮 杞 = 已 +jaSi。 

(v) 进行 极 小 化 过 程 的 终止 判断 , 即 函 数值 (天 ) 和 F 忆 ,) 是 否 足 够 接近 , 并且 上 距 离 
上 天 =- 严 半 是 否 是 够 小 ? 


重复 该 过 程 。 
例 8.9 用 梯度 法 求 函 数 /<,y) = 汪 + 7 的 书 和 书 ,。 初 始点 采用 己 =(-3,-2)。 
解 : 当 己 =(-3, -2) 时 ， 
] 
王 一 (一 VIP 
ET 人 全 
] 
= 一- (YAFC3, 一 2 
六 7FC3 7 人 人 ) 


= (--0.4280863, 0.9037378) 
函数 
(Po + ySo) = 太 (--3, 一 2) 十 y (一 0.4280863, 0.9037378)) 
= -3 - 0.4280863)， 一 2 十 0.9037378y) 
(=3=- 0.4280863y) - (-2 十 0.90373787y) 
”(-3 - 0.42808637)2 十 (2 十 0.9037378y)2 十 7 


在 7Y= hs =4.8186760 处 有 极 小 值 ( 见 程序 8.3, 二 次 插值 )。 因 此 


尼 1 一 忆 0 十 六 minom0 
三 (一 J, 一 2) 十 4.8186760( 一 0.4280863, 0.9037378) 
一 (一 59.0028094, 2.3$48199) 


当 忆 = ( - 5.0628094 ,2.3S48199) 时 ， 


] 
4 一 -一 一 一 一 (一 YAF(P 
人 COTCY7) 
| 


”1 VC50628094 .23548199]j 
= (0.9991231, -0.0418690) 


(一 V_F( 一 5.0628094, 2.3548199)) 


函数 
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FCP] +ySi) = (一 $.0628094, 2.3548199) 十 y (0.9991231, -0.0418690)) 
= 太 (--5.0628094 + 0.9991231y, 2.3545199 - 0.0418690y) 
(一 5.0628094 上 + 0.9991231y) - (2.3545199 - 0.04186907y) 
(5.0628094 十 0.99912317)7 十 (2.3545199 二 0.0418690y)2 十 2 


在 y7= Pa =2.7708281 处 有 极 小 值 ( 见 程 序 8.3, 二 次 插值 )。 因 此 


P2 一 王 ! 十 Rnini0 
一 (一 2.0028094, 2.3548199) 十 2.7708281(0.9991231, 一 0.0418690) 
一 (一 2.2944111, 2.2388080) 
函数 ALx,y)=(x-7y)(o + 和 +2) 在 已 =(-11) 处 有 相对 要 小 值 。 图 8.13 显示 
了 子 数 了 的 一 个 等 值 线 图 ,以 及 点 本 ,已 ,P 忆 和 书 的 相对 位 置 。 表 8.7 中 列 出 了 更 多 的 
计算 结果 。 国 





图 8.13 函数 Fx,y)=(z-7y)xt+ 关 +2) 的 等 值 线 图 和 梯度 方法 
甫 8.7 函数 fx,yj=(x-y)/(2+ 了 +2) 的 梯度 方法 










































大 

0 一 0.0666667 
| 一 29.0628094 2.3548199 一 0.223S760 
2 一 2.2944111 2.2388080 一 0.36092374 
3 一 .3879337 1.3859313 一 0.4743948 
4 一 1.0720050 1.0724933 一 0.4987702 
3 一 1.003353531 1.0035334 一 0.4999969 
6 一 1.0000091 1.0000091 一 .5000000 
7 一 .0000000 1.0000000 一 0.2000000 





前 面 的 讨论 说 明 梯 度 法 的 解析 和 几何 方面 的 优点 。 该 方法 是 从 梯度 的 几何 含义 上 自然 延 
伸 出 来 的 。 然 而 ,对 于 N 变量 函数 F(x ,yx。， ,5w) 而 言 ,收敛 到 一 个 极 小 值 的 速度 可 能 很 慢 。 
通 汕 ,函数 /的 极 小 值 在 几何 上 使 得 值 六 .很 小 ,这 导致 需要 大 量 的 极 小 化 过 程 , 见 第 (iii) 步 。 


8.3.2 牛 颊 方法 


8.1 节 中 的 二 次 各 近 方法 生成 了 一 个 二 阶 拉 格 朗 日 多 项 式 序 列 。 它 的 隐 含 假设 是 ,在 极 小 值 
附近 ,二 次 多 项 式 与 目标 函数 y = / z) 的 形状 相似 ,使 得 所 得 的 二 次 多 项 式 的 极 小 值 序列 收敛 到 
日 标 函数 /的 极 小 值 。 牛 顿 方法 将 这 一 过 程 扩展 到 N 个 独立 变量 的 函数 ， -= 成 wx )。 
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从 初始 点 丁 开始 ,递归 地 构造 出 一 个 w 变量 的 二 阶 多 项 式 序 列 。 如 果 目 标 果 数 是 良 态 的 ,并 且 
初始 点 在 实际 极 小 值 附 近 , 则 该 二 次 多 项 式 的 极 小 值 序列 将 收敛 到 目标 函数 的 极 小 值 。 
该 过 程 将 使 用 目标 函数 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 ,而 梯度 方法 只 用 到 一 阶 偏 导 数 , 因 此 可 以 期 
户 牛 顿 方法 比 梯度 方法 更 有 效 。 
定义 8.$ 设 z= 上 下) 是 下 的 函数 ,对 于 1 =12,…， N, 写 人 存在。 三 在 蕊 处 的 黑 森 (Hes- 
sian) 甜 阵 记 为 豆 乓 下 ) ,是 一 个 NxN 矩 阵 


“了 ( 夺 
17JOz) 二 1 居 | (2) 
xy 





DOXiOX 
其 中 1 =12，……，N。 全 


可 以 将 函数 的 黑 森 矩阵 看 成 是 函数 的 二 阶 导数 的 函数 ( 当 N = 1 时 的 情形 )。 不 难 证 
明 ,的 黑 森 矩阵 与 太 的 梯度 的 雅 可 比 矩 阵 ( 见 3.7 节 ) 相 同 ; 


囊 J(E) =JV TD) (3) 
例 8.10 求 函数 F(x,y)=(xz-y)Ax2z+ 和 +2) 在 点 (-3, -2) 处 的 黑 森 矩阵 。 
解 : 由 例 8.8 知 ， 
”一 太 十 2xy 十 2 十 2 一 纺 一 2kry 十 2 一 2 
Per 7) 一 一 0 PC 7 一 0 
一 阶 偏 必 数 为 


200 一 3x2y 一 3xr(072 十 2) 十 y(y2 十 2)) 
(yx 十 多 十 2)3 
2(x 十 3r2y 十 YX(2 一 372) 一 y(?2 十 2)) 


六 rr y) 一 


加 (十 六 十 2)3 
Pr(x,y) 一 2C- 十 3x 7 十 xz2 一 37) 一 707 十 2) 


(十 闪 十 2)3 
2X +x3 一 6y 一 3x2y 一 3x 因 十 凤 ) 
(r2 十 7 二 273 





记 y(x， y) 一 
在 (x,y)=(-3,-2) 处 求 黑 森 答 阵 
rr y) jzy(x，y) 
ayeca=| Jrx(x,y) 方 yy) | 
得 


L 「 138 -78 
媚 F(-3 -2)= 一 
1 (3 一 2 | .2 | 本 


定义 8.6 AT) 在 中 心 4 处 的 二 阶 泰 勒 多 项 式 为 


冯 (4) = 14) 二 VC4) (下 一 4) 十 人 ( 一 4 和) 瑟 (4)( 一 4) (4) 


m 阶 泰 勒 多 项 式 的 数学 描述 可 在 大 多 数 向 量 或 高 级 微 积 分 教材 中 找到 。 
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例 8.11 计算 函数 F(xz,y)=(z-y)/(z2+ 因 +2) 在 中 心 和 =(-3,-2) 处 的 二 阶 泰 勒 多 项 
式 。 将 了 的 梯度 作为 一 个 1x2 纸 阵 。 
解 : 由 例 8.8 和 例 8.10 可 知 ， 


9 9 
YJ 一 一 当 三 [六 (3 一 2 户 ( 一 3 一 2] = 长 - 益 


1 「 138 一 78 
H7C3. -= 瑟 |-2 2 


3375 
从 而 有 
| 1 
一 一 一 十 一 一 . 2 
O(Cx,y) 1 十 255[ 3 19 ].[x+3 y 十 2 ] 
1 ] 138 ”一 78 ， 
69x 一 617 十 393x 一 763y 一 78xy 一 481 
3375 
在 无 二 义 性 的 情况 下 ,结果 中 省 去 了 1x1 纸 阵 的 矩阵 表示 。 加 


设 z= 帮 xxxw) 的 一 阶 和 二 阶 偏 导数 存在 ,并 在 包含 已 的 一 个 区 间 内 连续 ,并 在 
所 处 有 极 小 值 。 用 忆 , 代 换 式 (4) 中 的 4 ,得 


C(X) = (Po)+VFCPo (于 一 Po) 二 (其 -Po) 吾 FCPo)( 瑟 一 Po) (5) 
它 是 一 个 N 变量 的 二 阶 多 项 式 , 其 中 下 = [xz 和 …xr]。0( 必 ) 的 一 个 极 小 值 在 
VOGD =0 (6) 
或 
VJCPo+(X 一 Po)(BFCPo)) =0 (7) 
处 取得 。 若 书 在 点 P(7 的 极 小 值 点 ) 附 近 , 则 吾 AP。) 可 北 , 由 式 (7) 可 解 得 不， 
站 = Po 一 VCPo)((BAFCPO)-D/ (8) 
用 己 替换 式 (8) 中 的 P, ,得 
PP 一 Po 一 VCPo)(( 再 PFCPo)-U (9) 
用 忆 _, 蔡 换 式 (9) 中 的 忆 , 则 有 以 下 一 般 规 律 ， 
4 三 放 1 一 VCPE DECPE D)) (10) 


方程 (7) 中 用 黑 森 矩阵 的 闭 来 求解 蕊 。 用 第 3 章 中 的 方法 来 求解 方程 (7) 所 表示 的 线性 方 
柱 组 可 能 会 更 好 。 通 常 , 第 3 章 中 的 方法 更 可 靠 . 更 有 效 。 读 者 应 当 明白 , 算 阵 求 道 只 是 理论 
上 的 工具 ,用 它 进行 计算 则 效率 较 低 。 
例 8.12 应 用 公式 (10) , 求 函数 Kx,y)= (xy)/(xz2+ 7 +2) 的 已 和 已 。 初 始点 为 忆 = 
[ -0.30.2]。 


解 : 若 P,=[-0.30.2], 则 
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VJ(CPo) = |0.4033591 -0.4254006 


0.4476594 ”一 0.1955793 
9 一 | 5 03801897| 


_1 2.8814429 1.4822882 
(9 -|14822882 33927931 | 
将 Pu,V 几 Po) 和 ( 吾 Po)) 代入 式 (10) ,得 


Pi = [--0.3 0.2] - [0.4033591 一 0.4254006] [se 353927931| 


1.4822882 ”3.3927931 
= [一 0.8316899 ”1.0454017] 


若 书 = [ -0.8316899 1.0454017] , 则 
VCPI = [0.0462373 0.0097785] 


0.3027529 ”一 0.0212462 
4 | 02513046| 


1 「 3.3227373 0.2809163 

人 = | 2 40029831| 
将 PVP 和 ( 妞 扎 天 )) 代入 式 (10), 律 
P = [--0.8316899 ”1.0454017] 


一 [0.0462373 00097785]| 33227373 4.0029831| 


一 0.2809163 ”4.0029851 
一 | 一 0.9880713 0.9932699] 


该 过 程 看 起 来 收效 到 已 =[ -1 1], 函 数 三 的 一 个 极 小 值 点 。 在 第 5 次 只 代 时 ,已 = 
[ -1 4。 图 


应 当 注 意 的 是 ,公式 (9) 与 3.7 节 中 的 公式 (30) 是 等 价 的 (对 两 边 进行 转 冒 )， 同样 , 公 

式 (10) 与 3.7 节 中 列 出 的 牛顿 方法 的 步骤 (iv) 等 价 。 因 此 ,可 用 程序 3. 7( 千 里 ~ 拉夫 森 方 法 ) 
来 生成 收 和 敛 到 忆 的 序列 | 忆 上 2 (而 无 需 使 用 道 矩 阵 ) 。 

对 午 顿 方法 而 言 ,好 的 初始 点 是 保证 收敛 的 必要 条 件 。 这 与 用 牛顿 - 拉夫 森 方法 求解 
人 败 xz) =0 的 近似 解 的 情形 相似 。 与 本 节 前 面 的 例子 不 同 的 是 , 例 8.12 中 的 初始 点 不 是 
Po =L[-3 -2]j。 事 实 上 ,读者 可 以 证 明 , 对 这 一 初始 点 ,牛顿 方法 不 收 伍 。 

以 公式 (10) 中 的 表达 式 

一 VCPk_TD(( 到 FFCPE TDD) 一 0) 

为 搜索 方向 ,对 牛顿 方法 进行 改进 。 这 与 梯度 方法 中 使 用 搜索 方向 SS 年 尖 似 的 。 与 梯度 方法 
一 样 ,在 搜索 方向 上 进行 单 变量 极 小 化 (线性 搜索 )。 通 常 ， 改进 的 牛顿 方法 更 可 靠 。 
改进 的 牛顿 方法 概要 

设 忆 已 知 。 

(i) 计算 搜索 方向 8 = - YAKP_ )(( 百 扩 P，)) -0 。 


( 动 在 区 间 [0,8] 上 对 @(7y)= AP+ XS ) 进行 单 变量 极 小 化 ,6 为 较 大 值 。 得 到 值 
”= Ja; 巧 是 @(7) 的 极 小 值 点 。 关 系 式 盏 ( 卢 = 上 帮 玫 + hmS) 表 明 , 它 是 F( 瑟 ) 沿 
搜索 线 天 = 己 + 及 S, 的 一 个 极 小 值 。 
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(证 ) 构造 下 一 点 ,已 ,= 忆 +A 放 asSi。 
(iv) 进行 终止 条 件 测试 , 即 函 数值 K 严 ) 和 帮 疡 ,,) 是 否 足 够 相近 ,距离 | 天 ,, - 户 | 是 
否 足 够 小 ? 
重复 上 述 过 程 。 
本 蔬 的 方法 要 求 国 数 z= Kx xxw) 的 梯度 和 黑 森 算 阵 以 M 文件 保存 (8.2 节 中 有 
将 保存 为 M 文件 的 方法 )。 以 函数 FLx,y) = 和 + 和 姑 -r-~-4xz-y 为 例 ,梯度 和 黑 森 矩阵 的 
M 文件 分 别 为 


function Z=G(V) 
Z=Zeros(1 ,2) ; 
Xx=V(1) ;yY=V(C2) ; 

g= [2x-4-y 2*y-1-X] ; 
2=-(1/norm(g))*g; 
function z=H(CV) 
Z=Zeros (2 ,2) ; 
X=V(1) ;y=V(2) ; 

Z=[2 -1;-1 2] ; 


程序 8.5( 最 速 下 降 法 或 梯度 法 ) 用 数值 方法 求 帮 下 ) 的 近似 局 部 极 小 值 ,其 中 太 为 N 个 实数 
变量 的 连续 也 数 ,于 一 (xi 9 证“ ,My 从 点 开始 ,使 用 梯度 方法 。 


function[P0,y0,err]j=grads(F ,G,P0,maxl ,delta,epsilon,shov) 


hpInput -FF is the object function input as a string :F， 
从 -~ G =-(t/norm(grad F))*grad FF; the search direction 
人 input as a string ;:G， 

1 - PO is the jinitial starting Point 

- max1l is the maximum numbetr of iterationgs 

名 -~ delta is the tolerance for hmin in the single 
A Parameter minimization in the search direction 
1 ~” epsilon is the tolerance for the error in yY0 

做 -” Show; it show==1l the iterationsgs are displayed 
phDutput - PO is the point for the minimunm 

1 -~ YyO0 is the function Value F(PO) 

- erT is the error bound for y0 

j -~ P is a vector containiag the iterationg 


it nargin==5 ,Show=0;end 

[mm pn]=]jsize(P0O) ， 

max]j=10; big=le8; h=l; 

P=Zzeros (maxj ,n+l) ; 

1en=norm(PO) ; 

yO0=feval(F ,P0) ; 

iE 〈1en>e4) ,h=1en/le4:end 

erTr=l ;cnt=Oicond=0 ， 

PCcnt+1,:)=[PO VYO] ; 

while(cnt<maxftgcond~ 人 =5&(h>deltalerr>epsilon)) 
phCompute search direction 
S=feval(G,PO) ; 
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ApStart SinglLe Parameter quadratic minimnization 
P1=PO+hx*kS ; 
P2=PO+2*#hx*S ; 
yl=feval(F,Pl) ; 
y2=feval(F,P2) ; 
Cond=0 ji; j=0 ; 
While(j<maxjgcond==0) 
1en=norm(P0) ; 
if (yO<y1) 
P2=PT1 ， 
yZ=yT ; 
hb=hy/2 ; 
了 1=PQO+hyrsS ， 
yl=feval(F,Pl) ; 
elLSe 
if(Cy2<y1) 
P1=P2 ; 
y1=y2 ; 
Ph=2yh ; 
P2=PO+2*+hyS ， 
y2=feval(F ,P2) ; 
elSe 
Cond=-1 ， 
end 
end 
j=j+l1; 
if (h<delta) ,cond=li;enda 
if(《abs (h)>bigl11en>big) ,cond=5;end 
end 


if(cond==5) 
Pmin=Pli ， 
ymlIn=yl 
elSe 
d=4*yT-2*yO-2*y2 ; 
if(dq<0) 
hmin=h*(4*+*y1l-3+*y0O-yY2) /di; 
elLSse 
cond=4; 
hmin=h/3， 
DO 


phConstTruct the next point 
Pmin=PO+hminyrS， 
ymin=feval(F ,Pmin) : 


ApADetermine magnitude of next 
hO=abs(hmniny) ; 

hbh1=abs(hmin-hy) ; 
h2=abs(hmin-2*hy) ， 
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if(h0<h) ,h=h0;ena 
if (nhlc<ch) ,bh=hliend 
if(h2<hbh) ,h=h2;end 
if (h==0) ,h=hmin;end 
if(h<delIta)j ,cond=l;end 
ATermination test for minimization 
e0=abs(y0-YyYmin) ; 
elT=abSCyl-~ymin) ; 
e2=abs(y2-ymia) ; 
if(e0~=0xe0<err) ,err=e0:end 
if(el 人 =0&etl<err) ,err=el;:end 
if(e2 人 =0&e2<err) ,erT=e2:;end 
if(e0==0ke1==0&e2==0) ,erT=0:end 
if(erTr<epsilon) ,cond=2;end 
if(cond==2&h<cdelta) ,cond=3;end 

endQ 

Cnt=cCnt+l ， 

PCcnt+1l,:)=[Pmin ynmin] ; 

PO=Pmin， 

y0=ymin ; 

endad 

if(Show==1|) 
disp4P) ; 

end 


8.3.3 习题 


1 


人 人 


求 下 列 函 数 在 给 定点 处 的 梯度 。 

(aj Fx,y)= 入 十 y 一 3x -3y +S, 在 点 ( -1,2) 处 。 

(b) 几 x,y) =10007 -和 六 +(1-x), 在 点 (12,4/3) 处 。 
(c) Ax yy,z) = cos(xy) -~ sin(xz) ,在 点 (0,r,r/2) 处 。 


. 用 樟 度 方法 求 习题 1 中 各 函数 及 初始 点 的 已 和 已 。 

,. 求 习题 1 中 各 盯 数 及 初始 点 的 黑 森 和 矩阵。 

. 计算 习题 1 中 各 函数 以 给 定点 为 中 心 的 二 阶 泰 勤 多 项 式 。 
. 用 公式 (10) 求 习题 1 中 各 函数 及 给 定 初始 点 的 已 和 己 。 
. 用 改进 的 牛顿 方法 求 习题 1 中 各 函数 及 给 定 初始 点 的 忆 。 
. 证 明 公 式 (3) 对 例 8.10 中 的 函数 为 真 。 

.对 N=2 的 情形 证 明 公 式 (7), 即 z= F(x ,xs )。 

. 由 公式 (7) 推 导 公 式 (8)。 


8.3.4 算法 与 程序 


| 


用 程序 8.5 求 习题 1(a) 和 习题 1(b) 中 各 函数 的 极 小 值 , 要 求 精确 到 小 数 点 后 8 位 。 使 用 初 
始点 Po = (0.3,0.4)。 


一 


\ 忆 
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. 在 程序 8.$ 中 ,迭代 结果 的 x 和 y 坐标 分 别 存 放 在 算 阵 尼 的 前 两 列 中 。 人 和 修改 程序 8.5, 使 之 


在 同一 坐标 系 中 绘 出 迭代 结果 的 x 和 y 坐标 。 提 示 :将 命令 plot(P(:,1),P(:,2)，. ) 加 
人 到 程序 中 。 用 该 程序 对 习题 1(a) 和 习题 1(b) 中 的 困 数 进行 计算 , 初始 点 为 
Pu =(-0.2,0.3)。 


. 编写 MATLAB 程序 ,实现 牛顿 方法 见 公式 (10)。 用 该 程序 求 习题 1(a) 和 习题 1(b) 中 函数 的 


极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 初 始点 为 忆 = (0.3,0.4)。 


. 编写 MATLAB 程序 ,实现 改进 的 牛顿 方法 。 
. 用 上 是 中 的 程序 求 下 列 一 数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 


(aj) Fwx ,yz)=2x2 +2 和 十 2 -2 和 + 和 -77y 一 4z,P=(0.$,0.4,0.5) 
(jb ) xyy2zyu)=2( 和 十 欠 + 认 二 到) 一 wy 二 了 一 2z)+》z-3x-8y-Sz-9zP =(]1，,]， 


1 ,1 ) 
(e) FLxy，za) = ax+ 二 + + 一 + 一， 天 = (0.7,0.7,0.7,0.7) 


' 用 程序 8.5 求 上 题 中 各 函数 的 局 部 极 小 值 ,精确 到 小 数 点 后 8 位 。 初 始点 选择 为 给 定点 附 


近 的 点 。 


. 求 表面 z = + Y 上 与 点 (2,3,1) 距 离 最 近 的 点 ,精确 到 小 数 点 后 7 位 。 
. 茶 公 司 有 5 个 工厂 ,A,B,C,D 和 下 ,分 别 位 于 xy 平面 上 的 点 (10,10) ,(30,50) ,(16.667 ,29) ， 


《0.555,29.888) 和 (22.2221,49.988) 处 。 设 两 点 之 间 的 距离 表示 在 工厂 之 间 开 车 的 上 恕 离 ,以 
类 里 为 单位 。 公 司 计 划 在 平面 上 某 点 处 建造 一 座 仓库 ,预期 平均 每 周到 A,B,C,D 和 开工 
分 别 有 10,18,20,14 和 25 次 送 货 。 理 想 情 况 下 ,要 使 每 周 送 货车 的 里 程 最 小 , 仓库 应 建 
在 妙 平面 上 的 什么 位 置 ? 


. 在 上 题 中 ,如果 由 于 地 域 的 限制 ,仓库 必须 建 在 曲线 y = 刀 上 , 则 它 应 该 建 在 何 处 ? 
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科学 和 工程 中 建立 数学 模型 时 经 常用 到 微分 方程 。 由 于 它们 通 沉 没有 已 知 的 解析 解 , 因 
而 需要 求 其 数值 近似 解 。 作 为 例子 ,考虑 种 群 动力 学 中 的 一 个 非 线性 系统 , 它 是 洛 特 卡 - 话 尔 
泰 拉 (Lotka-Voltera) 方 程 的 修正 : 


1 ] 网 7 ] 2 
二 JI 二 1 》= 一 St, 妨 二 区 一 》 一 有 7 


初始 条 件 是 *(0) = 2 和 7y(0) = 1,0<<30。 尽 管 数值 解 只 是 一 个 数值 列表 ,但 画 出 连接 近似 
点 攻 yy) 得 到 的 多 边 形 路 径 和 辆 线 还 是 有 助 于 了 解 问 题 ,如 图 9.1 所 示 。 本 章 给 出 求解 常 
微分 方程 .微分 方程 组 和 边界 值 问题 的 标准 方法 。 


.> 


0.0 革 
口 .5 1.0 1 .5 2.0 


图 9.1 非 线 性 系统 微分 方程 = Atx,y) 和 7y =g(Cixyy) 的 轨 线 


9.1 微分 方程 导论 


方程 
三 一 1 一 ee (1 ) 


是 一 个 微分 方程 ,因为 它 包 含 “ 未 知 函 数 "y = y(b 约 的 导数 必 /二 。 由 于 只 有 独立 变量 : 出 现在 
式 《1) 的 石 帆 项 中 ,因此 1- e 的 不 定 积分 是 方程 的 一 个 解 。 可 由 积分 公式 求解 y( 站: 
y( 一 上 十 e 一 十 C (2) 
其 中 C 为 积分 常数 。 式 (2) 中 的 所 有 函数 都 是 方程 (1) 的 解 ,因为 它们 都 能 满足 y(i) =1- 
e ,构成 了 图 9.2 中 的 曲线 族 。 
积分 方法 可 用 于 求解 式 (2) 中 函数 的 显 式 公 式 。 图 9.2 显示 ,在 这 样 的 解 中 有 1 个 自由 
度 , 即 积分 常量 C。 通 过 改变 C 的 值 可 以 向 上 或 向 下 “移动 解 曲 线 ”, 从 而 可 以 找到 过 任意 需 
要 所 的 曲线 。 然 而 世界 的 奥秘 极 少 表现 为 显 式 的 公式 ,通常 只 能 考查 一 个 变量 的 变化 如 何 影 


354 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


响 另 一 个 变量 。 将 这 种 方法 翻译 为 数学 模型 ,得 到 的 就 是 包含 未 知 盟 数 的 变化 率 及 目 变量 和 / 
或 应 变量 的 方程 。 
C=2 C=1  C=0 


不 人 = 一 ] 


了 C = 一 7 


图 9.2 解 曲线 7y(t)=t+e +C 


考虑 一 个 冷却 物体 的 温度 y(t)。 可 以 想像 ,温度 的 变化 率 与 该 物体 和 周围 介质 的 温差 相 
关 。 经 验 规 律 能 够 验证 这 一 狂想。 牛顿 冷却 定律 说 明 ,温度 变化 率直 接 与 温差 成 正比 。 如 果 
4 是 周围 介质 的 温度 ,而 y( 妆 为 物体 在 时 刻 上 时 的 温度 , 则 
dy 


了 7 一 一 K(y 一 A) (3) 


其 中 不 为 正常 数 。 负 号 是 因为 当 物 体 的 温度 高 于 周围 介质 温度 时 , dy/ 必 为 负 值 。 
如 采 时 刻 上 =0 时 的 物体 温度 已 知 , 则 称 之 为 初始 条 件 , 并 将 该 信息 包含 在 问题 描述 中 。 
通常 需要 求解 
党 一 一 K(y 一 4)， y(0) = y0 (4) 
可 用 变量 分 离 技术 来 求解 ,得 
yy 一 4+(0o 一 4)e (5) 


选择 不 同 的 yo 将 得 到 不 同 的 解 曲线 ,而 且 没 有 把 一 条 曲线 变换 为 另 一 条 曲线 的 简单 方 
法 。 万 始 值 决定 了 最 终 的 解 。 图 9.3 显示 了 若干 解 曲线 ,可 以 看 出 , 当 上 增 大 时 ,物体 温度 趋 
近 于 房间 温度 。 如 果 yo < 4 , 则 物体 变 热 而 不 是 冷却 。 





图 9.3 牛顿 冷却 (及 加 热 ) 定 律 y=4+ (》 -~ 4je” 的 解 曲 线 
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9.1.1 初 值 问题 
定义 9.1 初 值 问题 (initial value problem, 简称 I.V.P.) 


y 一 Gy y(t) 一 0 《6) 

在 区 间 [z,b] 上 的 解 是 一 个 可 微 函 数 y = y(i) ,使 得 
y(it) = 0， y (0 = 7y(D)， 1 e [io,] (7) 
注意 解 曲 线 必 须 过 初始 点 (1，yo)。 和 


9.1.2 几何 解释 


在 矩形 区 域 R= (ty): as<t<sb，c<ysd 寺 中 的 每 个 点 (yy) 处 , 解 曲 线 y = y( 思 的 斜 
率 都 可 由 隐 式 公式 m= 疙 ty( 弛 ) 得 到 。 因 此 ,整个 矩形 区 域 中 的 mm ，= 太 5) 都 可 以 计算 
出 来 ,并 且 每 个 值 m, 表 示 与 过 点 (5 ,y ) 的 解 曲线 相 切 的 直线 的 斜率 。 

笠 率 场 (或 方向 场 ) 是 指示 该 区 域 中 斜率 | m, 的 图 ,用 来 显示 解 曲线 如 何 被 斜率 约束 。 
村 沿 一 条 解 曲线 运动 ,必须 从 初始 点 开始 ,检查 斜率 场 ,以 确定 沿 哪 个 方向 前 进 ,然后 在 水 平方 
癌 由 如 到 ! + 户 前 进 一 小 步 , 同 时 在 垂直 方向 上 移动 大 约 尹 Fi,y ) 的 离 ,使 得 结果 有 正确 
的 糙 率 。 解 曲线 上 的 下 一 个 点 为 ( ,yi )。 重 复 该 过 程 , 沿 该 曲线 运动 ,由 于 该 过 程 只 进行 有 
限 步 ,该 方法 将 产生 一 个 近似 解 。 


例 9.1 yY =(!-y)/2 在 矩形 区 域 尺 = 1(iy):0<i 二 5 0 过 7 到 4| 中 的 斜率 场 如 图 9.4 所 示 。 
图 中 显示 了 具有 以 下 初始 值 的 解 曲 线 ， 


1. 对 y(0) =1, 解 为 y(i)=3e -只 -2+1 


2. 对 y(0) =4, 解 为 y(i)=6e- 只 -24+1 加 
了 
4 N\ \ 六 一 一 
3 NA 全 、 一 一 A A 
2 ~ 一 一 -nx 7 
] 一 一 一 1 N 
O 1 
] 2 3 4 4 


图 9.4 微分 方程 Y = Ri,y) = (#- y)1/2 的 斜率 场 


定义 9.2 给 定 和 天 形 尺 = 1(iy): ea 三 上 二 放 c 和 ysdj, 设 Fiy) 在 员 上 连续 。 对 任意 
(ytyz)E 展 , 如 果 存 在 常数 了 >0 具有 性 质 

CD) 一 2) 委 世 一 妆 | (8) 

则 称 汪 在 尺 上 的 变量 y 满足 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 。 常 数 了 称 为 三 的 利 茧 希 茨 常数 。 全 
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定理 9.1 设 Fr,y) 定 义 在 区 域 R 上 ,如 果 存 在 一 个 常数 了 >0, 使 得 
1 ys 和 L， LER (9) 


则 矿 在 区 域 尺 上 的 变量 y 满足 利 普 希 蒋 条件, 利 羡 希 茨 常 教 为 了。 


证 明 :固定 ! ,并 由 均值 定理 得 (1 满足 YicCres7y2 ,使 得 


[YYD) 一 了 72) 放 三 | 用 (ccDO1 一 加 )| 
一 | 访 ( 人 cb 中 一 切 | 委 苑 太一 | @@ 


定理 9.2( 存 在 性 和 惟一 性 ) 设 /it,y) 在 区 域 R=i(iy):0<t<bcsy< 直 上 连续 ,如 果 / 
在 区 域 尺 上 的 变量 y 满足 利 羡 希 英 条 件 , 并 且 (tyyi)e 尺 , 则 初 值 问 题 (6),Y = Ai,y)， 
y(to) = yo 在 某 个 子 区 间 如 乏 1 过 如 +G 上 有 惟一 解 y = y(1。 


对 盟 数 Ac,y) = (上 -y)/2 应 用 定理 9.1 和 定理 9.2, 偏 导数 为 (ti,y) = - U2。 由 于 
Apb57y)1 基 本, 且 根据 定理 9.1, 利 普 希 茨 常数 为 了 = 二, 故 由 定理 9.2 可 知 初 值 问题 有 惟 
一 解 。 

利用 MATLAB 中 的 meshgrid 和 quiver 命令 可 以 构造 出 斜率 场 和 解 曲 线 的 草图 。 以 下 
M 文件 将 生成 一 个 类 似 于 图 9.4 的 图 形 。 通 常 ,必须 仔细 地 避免 ”无 定义 的 点 (ti,y)。 

[t ,yj] =meshgrid(1:5,4:-1:1); 

dt=ones(5 ,4) ， 

Gy= (t-y)72; 

quiver(t,yydt,dy) ; 

hold on 

X=b0: .01:5，; 

2Z1=3keXpP(-X/2) -2+X， 

Z2=6*#kexp(-X/2)-2+X; 

P1Lot(x,z1,Xx,Z2) 

hojld off 


9.1.3 习题 


在 习题 1 ~ 习题 $ 中 : 
(a) 通过 将 yb 和 六 (区 代入 微 分 方程 Y(D) = 护 和) 证明 y(t) 为 微分 方程 的 解 。 
(b) 利用 定理 9.1, 在 矩形 尺 = (ty): 0<ti<s3,， 0<y<5 上 求 利 普 希 茨 常数 

， 入 = 六 -yy(ti)=Ce-+t2-2f+2 

.7Y=37y7+3ty(ti)= Ce 上- 一 二 

。 7Y” = -y,y(b 划 = Ce-2 

.Yi=e -27yy(t)= Ce +te-2 

.YY =28 7y(ti)=LCC- 吕 ) 
在 习题 6 ~ 习题 9 中 ,在 同一 坐标 系 上 夯 出 矩形 区 域 尺 = !(z,y):0<r<4.0< 7 和 4| 上 的 
儿 率 场 mv, = 几 2a,y ) 和 它 所 指示 的 解 曲 线 。 

060.7 =-t77yb=(C- 关 )7, 其 中 C=124.9 

7117 =t7yyb=(C+tr) ,其 中 C= -4,-114 


人 
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8. y =1/y,y(t)=(C+2i)2 ,其 中 C= -4,-2,0,2 
9.yY = 入 yi) =LUCC-t), 其 中 C=1,2,3,4 
10. 这 是 一 个 有 ”两 个 解 “ 的 初 值 问题 的 例子 :y = 了 yi ,y(0) =0。 
(a) 证 明 :y(!) =0,!>0 是 一 个 解 。 
(b) 证 明 :y(t) = 刀 ,0 是 一 个 解 。 
(c) 这 是 否 与 定理 9.2 矛盾 ? 为 什么 ? 
1 . 考虑 初 值 问题 
=(1- 六 >y0)=0 
(a) 证 明 :7y(t) = sin( 电 是 10，r4] 上 的 一 个 解 。 
(b) 求解 存在 的 最 大 区 间 。 
12. 证 明定 积分 Fi) 二 可 通过 解 以 下 初 值 问题 计算 ， 
y = j(D) ca 委 ! 委 5， 其 中 ya) =0 
在 习题 13 ~ 习题 13 中 , 求 初 值 问题 的 解 。 
13. Y =3 +sin(i),y(0O) =2 


14. y = ,y(0) =0 


15. Y = e-…?,y(0) = 0。 提 示 ; 答 案 必须 表示 为 确定 的 积分 ， 
16. 考虑 一 阶 微分 方程 
yt +PIYC) = 9 人 CE) 
证 明 :一 般 解 y( 电 可 用 两 个 特殊 积分 求 出 。 首 先 定 义 严 ( 卜 如下; 
PC) = ef Pd 


然后 ,定义 y(bt) 为 


] 
y(1) 三 FO (/ (19(IdE 十 c) 


提示 :对 乘积 Ri)y(t 求 导 。 
17. 考虑 放射 物 的 衰减 。 如 果 y( 引 ) 是 上 时 刻 放射 物 的 量 , 则 y(1) 将 逐渐 减少 . 实验 表明 ， 
yi) 的 变化 率 与 未 误 减 物质 的 量 成 正比 。 于 是 放射 物 误 减 的 初 值 问题 为 
》 王 一 上 yy， y(0) = 加 
(a) 证 明 其 解 为 y(t)=yoe-x。 
(b) 放射 物质 的 半衰期 是 初始 物质 衰减 一 半 所 需 的 时 间 ,“C 的 半衰期 是 5730 年 ， 请 给 出 
求 上 时刻 “C 的 量 的 公式 y( 七 。 提 示 : 求 上 ,使 得 y(5730) =0.Syo。 
\c) 分 析 一 块 本 头 后 知 ,其 中 的 4&C 的 量 是 树木 活着 时 的 0.712 ,该 本 头 样本 的 年 代 有 多 久 ? 
(d) 在 革 个 时 刻 , 一 种 放射 物质 的 量 为 10 mg,23 s 之 后 ,该 物质 只 剩 1 mg。 该 物质 的 半 误 
期 为 多 少 ? 
在 习题 18 和 习题 19 中 ,推导 初 值 问题 的 方程 并 求解 。 
18. 一 个 新 的 职业 足球 联赛 的 年 度 售 票 量 计 划 以 正比 于 ; 时 刻 的 销售 量 和 上 限 3 亿美 元 之 差 
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的 速度 增长 。 假 设 最初 的 年 售票 量 为 0 美元 ,并且 必 须 在 3 年 后 达到 4000 万 美元 (否则 联 
赛 取 消 )。 基 于 这 些 假 设 ,年 销售 量 需 要 多 久 能 达到 2200 万 美元 ? 

19. 一 个 新 图 书馆 的 内 部 容量 为 $ 百 万 立方 英尺 。 通 风 系 统 以 每 分 钟 4.5 万 立方 类 扩 的 速度 引 
入 新 鲜 空 气 。 在 通风 系统 打开 之 前 ,图 书馆 内 部 的 二 氧化 碳 和 外 面 新 鲜 空 气 中 的 二 氧化 左 
量 分 别 为 0.4% 和 0.$% 。 求 通风 系统 打开 2 小 时 之 后 图 书馆 中 的 二 氧化 碳 百分比 。 


9.2 欧 拉 方 法 


应 该 相信 ,不 是 所 有 的 初 值 问题 都 有 显 式 解 ,而 且 通 常 不 可 能 找到 解 y(b 的 公式 。 例 如 ， 
不 存在 Y = 上 + 六 ,y(0) =0 这 种 "有 闭 形式 表示 ”的 解 。 因 此 , 对 于 科学 和 工程 目的 ,需要 有 计 
算 近 似 解 的 方法 。 如 果 需 要 解 具有 多 位 有 效 数 字 , 则 需要 更 多 的 计算 量 和 复杂 的 算法 。 

第 一 种 方法 称 为 欧 拉 方 法 , 它 用 来 体现 先进 方法 包含 的 概念 。 由 于 它 随 着 步 数 增加 而 产 
生 的 累积 误差 较 大 ,因此 用 途 有 限 ; 然 而 研究 它 也 很 重要 ,因为 它 的 误差 分 析 更 易 懂 。 

全 [ac ,为 求解 恨 态 官 值 问 题 y = Aty),y(ae)= yo 的 区 间 。 实际 上 , 下面 的 过 程 不 是 
要 找到 满足 该 初 值 问题 的 可 微 函 数 ,而 是 要 生成 点 集 |( ,y )} ,并 且 将 这 些 点 作为 近似 解 , 即 
ya) yo 如 何 构造 < 近似 满足 微 方 程 "的 “点 集 " 呢 ? 首先 为 这 些 点 选择 横 坐 标 ,为 方便 起 
网, 将 区 间 [o , 引 划 分 为 1 个 等 距 子 区 间 ,并 选择 网 格 点 





久 一 Q0 十 KPA， 上 二 0, 1 ……:，M 其 中 = (1] ) 
值 六 称 为 步 长 。 然 后 近似 求解 
》 一 /7y) 在 ffo, zw] 上 ， y( 加 ) = 0 (2) 


议 y(b,7 (00 和光 ( 世 连续 ,利用 泰勒 定 理 将 y( 昌 在 上 = 上 处 展开 ,对 每 个 值 上， ,存在 一 个 
1 和 之 人 间 的 值 c， ,使 得 


2 
y(D 一 y(t) 十 y (0)( 一 加 ) 十 一 人 


将 yY (to) = 上 乒 加 yt)) 和 天 = 玉 - 国 代入 等 式 (3) ,得 到 yi) 的 表示 : 


(3) 


2 
YL) 一 y(10) 十 户 Fi y(t)) 十 ycD) 节 〈4) 
如 果 步 长 挛 足 够 小 , 则 可 以 忽略 2 次 项 (包含 大 的 项 ) ,得 到 
太 三 加 十 有 六 1， 0) (S) 
这 就 是 欧 拉 近似 。 
重复 该 过 程 ,就 能 得 到 近似 解 曲 线 y = y( 电 的 一 个 点 序列 。 欧 拉 方 法 的 一 般 步 又 是 
大 +1 一 让 十 1， 其 +1 三 其 十 内 ) 其 中 KE==0 1 M-1 (6) 
例 9.2 利用 欧 拉 方 法 求 下 面 初 值 问题 的 近似 解 
yY = 了 ,在 [0,1] 上 ,y(0) = yo, 且 民 为 常数 (7) 


解 :首先 必须 选择 步 长 ,然后 用 式 (6) 中 的 第 二 个 公式 计算 纵 坐 标 。 该 公式 有 时 称 为 差分 
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方程 ,在 此 情况 下 它 是 
了 HL 三 其 人 十 K) 其 中 上 一 四 1 好 一 ] (8) 
递归 地 跟踪 解 值 ,得 到 
yL 一 y0(1 十 几 民 ) 
2 一 yi(L 二 HR) 一 yo(1 十 户 民 )? 


(9) 
JU 一 JW-IGL+AR) 一 加 (1 十 AR)4 
大 多 数 问题 没有 显 式 的 求解 公式 ,每 个 点 必须 由 前 一 点 计算 ;但 初 值 问题 (7) 很 幸运 
地 有 显 式 的 解 
放 一 太 次 = 一 AR 其 中 =0 1 1M (10) 
公 和 去 (10) 可 看 成 是 “ 复 利 "公式 ,而 欧 拉 方 法 则 给 出 未 来 的 本 金 值 。 是 
例 9.3 设 存 入 1000 美元 , 且 在 5 年 期 间 连 续 得 到 10% 的 复 利 , 求 在 5 年 后 值 为 多 少 . 
解 :用 欧 拉 方 法 和 户 =1, 户 = 二 及 户 = 遍 计算 初 值 问题 的 近似 解 (5)， 
=017》 在 [05] 上 ， y(0) = 1000 
将 尺 =0.1 代入 公式 (10) 得 到 表 9.1。 国 
表 9.1 例 9.3 中 的 复 利 


4 
] 5 looo (1+ 时) = 1610.51 
] 0O. 久 
广 60 looo (1+ 对 = 1645.31 
| 0 1 1800 
了 1800 1000 ( + 中) 一 1048.61 


考虑 用 不 同 的 数值 ys ,yo 和 yo。 它们 由 不 同 的 步 长 得 到 ,而 且 反映 了 求 y(\35) 近 似 所 用 
的 不 同 计算 量 。 该 初 值 问题 的 解 为 y(5) = 1000e%5s = 1648.72; 如 有 果 不 用 闭 形 公式 (10) , 则 需要 
1800 次 欧 拉 方法 的 和 迭 代 才 能 得 到 yiap ,而 且 答案 只 有 5 位 有 效 数字 | 

如 有 银行 家 们 要 求 初 值 (7) 的 近似 解 , 他 们 会 因 公 式 (10) 的 显 式 公式 而 选择 欧 拉 方法 ， 生 
复 允 的 方法 没有 计算 %x 的 显示 公式 ,但 需要 较 少 的 计算 量 。 


9.2.1 几何 描述 


如 有 从 点 (byo) 开 始 ,计算 斜率 mo = Fa, 因 ) 的 值 ,并 在 水 平方 向 移动 / ,在 竖 直 方向 移 
动 Fi ,yo), 则 效果 是 沿 着 yt 的 切线 方向 移动 ,并 将 到 达 点 (5 ,y )( 见 图 9.5)。 注 意 
(5 yo) 并 不 在 想 要 的 解 曲线 上 ! 但 是 这 里 计算 的 是 近似 值 ,因此 必须 使 用 上 ,yi) ,并 通过 计 
算 斜 率 mil = 所 三 ，yi ) 得 到 下 一 个 竖 直 位 移 jb ,7 ) ,找到 (7y， ) 并 继续 计算 。 
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1.5 
》 = 了 7 
1.0 了 
欧 拉 近似 2 二 一 一 
0.5 2 


有 
[1 
四 
ee 
me 


00 .05 10 1 20 25 30 
图 9.5 7 = + 了 ) 的 欧 拉 近似 


ff 


9.2.2 步 长 与 误差 
这 里 引入 的 求 初 值 问题 近似 解 的 方法 称 为 差分 方法 或 离散 变量 法 。 它 求 离散 点 集 上 的 近 
似 解 ,这 个 离散 点 集 称 为 网 格 ( 或 格 网 )。 基 本 的 单 步 长 方法 形 如 图 ， = 图 + j 惠 (二 , ) ,其 中 
的 中 称 为 增 量 函 数 。 
任何 求解 初 值 问题 的 离散 变量 法 都 有 两 个 误 善 源 : 离 散 误差 和 含 人 误差 。 
定义 9.3( 离 散 误差 ) 设 y=y(b 是 初 值 问题 的 惟一 解 ,| (5 ，y )| 所 ,是 离散 近似 解 集 。 
全 局 离散 误差 e, 定义 为 
et 二 ?kN) 一 次 其 中 KK==0， 1 …，M (11) 
它 是 惟一 解 与 离散 方法 得 到 的 解 之 间 的 差 。 
局 部 离散 误差 ee; 定义 为 
et+1 = YED 一 次 一 有 中 (让 ,其 ) 其 中 上 三 0 1， M-1 (12) 
它 是 从 到 到 国 这 一 步 计算 的 误差 。 全 


在 推导 欧 拉 方法 的 公式 (6) 时 ,每 步 忽略 的 项 为 y2 (ce )( 庆 /2)。 如 果 这 是 每 步 惟一 的 误 
老 ,那么 在 区 间 ! a , 0 的 末端 ,进行 了 M 步 之 后 ,累积 误差 将 是 


hf 

。 hp AM 一 ay 
y ?Co My = -OO 一 9 Cj -00 
人 一: 也 2 2 2 


可 能 有 其 他 的 误差 ,但 这 一 估计 占 了 主要 部 分 。 该 内 容 的 详细 讨论 可 在 微分 方程 数值 方法 的 
商 级 教程 中 找到 。 
定理 9.3{( 欧 拉 方 法 的 精度 ) 设 y(:) 是 初 值 问题 (2) 的 解 . 如果 ye C[i,b] 且 
[CD) 生 = 是 由 欧 拉 方 法 计算 的 近似 值 序列 , 则 
je 骆 三 jy) 一 站 一 Op) 
et = 一 站 一 AI= OO2) 
区 间 末 端的 误差 称 为 最 终 全 局 误差 (final global eror, 简称 下 .GE. )， 


(13) 
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已 (7( 人 (bj 一 |y(D) 一 yl =OON) (14) 


批注 ”有 最 终 全 局 误差 忆 (7(5), 屎 ) 用 来 研究 不 同步 长 的 误差 特点 , 它 可 使 我 们 了 解 要 得 到 


精确 的 近似 所 需 的 计算 量 。 
例 9.4 和 例 9.$ 说 明了 定理 9.3 中 的 概念 。 如 果 用 步 长 六 和 j/2 进行 近似 计算 , 则 对 


于 有 ,有 


下 (7y(p),P) 之 CR (15) 
而 对 AR/2 有 
六 As C2 一 二 C 入 工 (及 ,用 ) (16) 
E(yo,3) > 了 一 7 了 了 


因此 定理 9.3 中 的 含义 是 ,如 果 欧 拉 方 法 的 步 长 减 小 到 , 则 可 期 望 最 终 全 局 误差 减少 约 寺 。 


例 9.4 利用 欧 拉 方法 求解 [0,3] 上 的 初 值 问题 


/ ! 一 》 
一 一， 一 
》 YU 


比较 疡 =]1 ,= 本 , 刀 = 太 和 户 = 十 的 解 。 


解 :图 9.6 显示 4 个 欧 拉 解 和 精确 解 曲线 y(i) =3e- 吕 -2+ 间 表 9.2 给 出 了 选 定 横 坐 标 
上 分 别 用 4 个 步 长 求解 的 值 。 对 步 长 灵 =0.25, 计 算 为 


0.0 -1.0 
y1 = 1.0 十 0.25 (二 ) = 0.875 


0.23 一 0.875 


y2 一 (0.873 十 0.25 ( 


) -= 0796878 


重复 该 选 代 过 程 ,直到 最 后 一 步 : 
2.75 一 1.440573 


y(3) s yi? = 1.440573 十 0.25 | 5 


表 9.2 [0,3] 上 yy = (t- yj/2,y(0) =+ 的 不 同步 长 欧 拉 方法 的 比较 









































礁 y( 夏 ) 精确 值 
0 1.0 
0.125 0.943239 
0.25 0.875 0.8867319 0.897491 
0.375 0.846924 0.862087 
0.S0 0.796875 0.817429 0.836402 
0.75 0.7S97066 0.786802 0.811868 
1.00 0.6875 0.7$8545 0.790158 0.8195S92 
1.S0 0.76S625 0.846386 0.882855 0.917100 
2.00 0.949219 1.030827 1.068222 1.103638 
2.50 1.211914 1.289227 1.325176 1.3$9514 
3.00 1.$33936 1.604252 1.637429 1.669390 
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1.0 ?= 0) 
0.5 


00 05 10 139 20 23 30、 
儿 9.6 [0,3j 上 YY = (- 7y)/2, 初 值 条 件 为 y(0) = 1 的 不 同步 长 欧 拉 解 的 比较 
例 9.$S 比较 步 长 分 别 为 1, 六 ,，……, 二 时 用 欧 拉 方法 求解 [0,3] 上 的 初 值 问题 
y = 一 -， yO0=1 
的 季 终 全 局 误差 。 


解 : 表 9.3 给 出 几 个 步 长 下 的 最 终 全 局 误差 。 它 显示 , 当 步 长 减少 寺 时 ,y(3) 的 近似 值 也 
近似 减少 二 。 对 更 小 的 步 长 ,定理 9.3 的 结论 显而易见 : 
FE(7(3),A) 三 y3) 一 yy =O)SCH， 其 中 C 王 0256 活 


表 9.3 [0,3] 上 Y = (!- yj/2,y(0) =1 的 步 长 与 最 终 全 局 误差 的 关系 











































(=3 处 的 最 终 O(p) CH 
步 长 大 步 数 1 y(3) 的 近似 值 7A 全 局 误 束 其 中 
y() 一 7M C = 0.256 
| 1.375 0.294390 0.256 
1.$33936 0.135454 0.128 
了 1.604252 0.065138 0.064 
1.637429 0.031961 0.032 
Te 1.653557 0.015833 0.016 
闻 1.661510 0.007880 0.008 
页 1.665459 0.003931 0.004 






程序 9.1( 欧 拉 方 法 ) 通过 计算 
Mk+E 一 关 十 1 人 ) 其 中 天 一 0 1 M-1 
求 [La ,bj 上 的 初 值 问题 Y = Fiy),y(a)= 7 的 近似 解 。 
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function E=euler(f,a,b,ya,M) 


%Input - f is the function entered as 3a StTring )Tf， 

- a and b are the 1eft and right end Points 

内 - ya is the initial condition y(a) 

/ - M is the number of steps 

khOutput - E=[T” Y:] where T ie the Vector of abscissas andq 
Y is the Vector of ordinates 

h=(b-a)7M; 


T=Zero8(1 ,M+1) ; 

Y=Zeros(1 ,M+t) ; 

T=a:h:b， 

Y(C1)=ya; 

for ]j=l1:M 
Y(j+1)=Y(j)+h*feval(f,T(j),Y(j)) ; 

end 

E=[LT Y7] ， 


9.2.3 习题 


修罗 


在 习题 1 ~ 习题 $ 中 ,用 欧 拉 方 法 求解 微分 方程 。 

(a) 令 有 =0.2, 手 工 计算 2 步 ;再 令 六 =0.1, 手 工 计 算 4 步 。 
(b) 比较 精确 解 y(0.4) 与 (a) 中 的 两 个 近似 解 。 

(ec) 当 记 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 


.多 王 三 一 yy0)=1，y0 = 一 er 二 所 一 2 十 2 
,了 一 37 十 3，)y(0) =1，yD) 一 和 ex 一 5 一 了 


.一 一 ty，y(0) = 1 y(D) = e- 六 /2 


y =e 开 一 2y，y(0) = 广 ， y(D) 二 册 e 一 2 二 1e-2 


.多 二 217 ，yO0) =1，yG) = 1 一 D) 
Logistic 人 口 增长 。 设 美国 的 人 口 曲 线 P(t) 符 合 一 个 Logistic 曲线 的 微分 方程 己 = aoP _ 5。 


令 上 表示 1900 年 以 后 的 年 , 步 长 为 六 = 10, 值 e = 0.02 和 = 0.00004 产生 一 个 人 口 模型 ， 
手工 计算 找 出 ( 纪 的 欧 拉 近 似 值 ,并 填写 下 表 , 每 个 值 已 伟人 到 十 分 位 。 

















oo 


9. 


Ge 
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. 证 明 当 用 欧 拉 方 法 求解 [ae ,外 上 的 初 值 问题 
> =)， yo=Xm=0 
时 , 绪 果 为 
册 一 ] 
y( 提 关 》 Fe 
大 一 由 


它 是 遇 近 区 间 | ae ,bj 上 Ab 的 定 积 分 的 黎 曙 (Riemann) 和 。 


, 说 明 欧 拉 方 法 不 能 求 初 值 问题 : 


y= dt 人 =15y2 yy0)=0 
的 近似 解 y(t) = 纪 。 证 明 你 的 结论 ,其 中 遇 到 了 什么 困难 ”? 


. 能 用 欧 拉 方法 求解 [0,3] 上 的 初 值 问 题 


y 一 1+ 六 ， 0) =0? 
吗 ? 提示 :精确 解 为 y(:) =tan(i)。 
2.4 算法 与 程序 


对 于 下 面 的 第 1 题 至 第 5 题 ,用 欧 拉 方法 求解 微分 方程 。 

(a) 令 有 =0.1, 程 序 9.1 执行 20 步 ,然后 令 关 =0.05, 程 序 9.1 执行 40 步 。 

(b) 比较 (a) 中 的 两 个 近似 解 与 精确 解 y(2)。 

(c) 当 玉 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 

〈《d) 在 同一 坐标 系 上 画 出 两 个 近似 解 和 精确 解 。 提 示 :程序 9.1 输出 的 矩阵 下 是 近似 解 
的 xx 和 Yy 坐标 ,命令 plot(E(: ,1),E(， ,2)) 将 画 出 与 图 9.6 类 似 的 图 。 

y=1-y，y0=1，yD=-e- 十 纪 -2r 二 2 


.一 3y 十 3!， y(0) = 1 7 一 3e3 一 :一 了 


.多 一 一 D，yO0) =1，y(GD 一 e-/ 
外 =e 玫 一 27?，7y00)= 太 ，y0D = 而 e- 十 1e72 
.=217 ，yOD=1，yYOD=UG 一 DO 
. 考虑 L0,$j] 上 的 yY =0.12y,y(0) = 1000。 

(a) 应 用 公式 (10) , 求 出 y(S) 的 欧 拉 近 似 值 , 步 长 分 别 为 六 =1, 产 = 十 和 天 = 直 。 

(b) (a) 中 当天 趋 于 0 时 的 极限 是 什么 ? 
.指数 种 群 增长 。 某 一 种 群 以 正比 于 当前 数量 的 速度 增长 , 且 遵 循 [0,5] 上 的 初 值 问题 

y 一 0.027y， y(O0) 三 9000 

(a) 应 用 公式 (10) , 求 出 y($) 的 欧 拉 有 逼近 , 步 长 为 疡 =1 ,大 = 十 和 万 = 去 。 

(b) (a) 中 当天 趋 于 0 时 的 极限 是 什么 ? 
. 一 名 跳伞 运动 员 自 飞机 上 跳 下 ,降落 伞 打 开 之 前 的 空气 阻力 正比 于 wz2(v 为 速度 ) ， 设 时 
间 区 间 为 [0,6] ,向 下 方向 的 微分 方程 为 

uU = 32 一 0.03273/2， u(0) =0 

用 欧 拉 方法 和 天 =0.05 估计 (6) 的 值 。 
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9. 流行 病 模型 。 流 行 病 的 数学 模型 撒 述 如 下 : 设 肛 个 成 员 的 构成 的 群落 ,其 中 有 忆 个 感 
染 个 体 , O 为 未 感染 个 体 。 令 y( 四 表示 时 刻 上 感染 个 体 的 数量 。 对 于 温和 的 疾病 ,如 普通 
感冒 ,每 个 个 体 保 持 存 活 ,流行 病 从 感染 者 传播 到 未 感染 者 。 由 于 两 组 间 有 Po 种 可 能 的 
接触 ,y( 的 变化 率 正比 于 Po。 故 该 问题 可 以 描述 为 初 值 问 题 : 

y 一 yy 全 -7) y(0)=2 

(a) 用 了 上 = 25000,5 = 0.00003, 关 = 0.2 和 初 值 条 件 y(0) = 2S0, 并 用 程序 9.1 计算 [0,60] 上 
的 欧 拉 近似 解 。 

(b) 男 出 (a) 中 的 近似 解 。 

(c) 通过 求 (a) 中 欧 拉 方 法 的 纵 坐 标 平均 值 来 估计 平均 感染 个 体 的 数目 。 

〈《d) 明 过 用 曲线 拟 合 (a) 中 的 数据 ,并 用 定理 1.10( 积 分 均值 定理 ) ,估计 平均 感染 个 体 的 
数目 。 

10. 考虑 一 阶 积分 -~ 常 微 分 方程 (integro-ordinar differential equation ) 


上 
y =1.3y 一 0.2$y 一 oo0ob / y(CTJdT 
0 


(a) 在 区 间 [0,20] 上 ,用 欧 拉 方 法 和 上 玉 = 0.2,y(0) = 250 以 及 梯形 公式 求 方程 的 近似 解 、 
提示 : 欧 拉 方法 (6) 的 一 般 步 长 为 


大 
欢 +1 一 以 十 疙 (3 内 一 0.25yr 一 oooobx 人 7y(TY)dT) 
0 


如 果 梯 形 公 式 用 于 逼近 积分 , 则 该 表达 式 为 
MA+i 王 以 十 有 (1.3 中 一 0.2578 一 0.0001 认 TD) 
其 中 7 人 卢 ) = 0 且 


严 
TOP) 一 到- 十 了 (WOx-1 十 从 ) 其 中 KK=0,， 1 .99 


(b) 用 初 值 y(0) = 200 和 y(0) = 300 重复 (a) 的 计算 。 
(c) 在 同一 坐标 系 中 画 出 (a) 和 (b) 的 近似 解 。 


9.3 休 恩 方法 


体 恩 (Heun) 方 法 引入 一 种 新 的 思路 ,来 构造 求解 [e ,5 上 的 初 值 问题 
》 (0D) 一 Gy(D))， (fo) = 2 (]) 


要 得 到 解 [ 5 ,y) ]， 可 以 用 微 积 分 基本 定理 ,在 [， ,二 ] 上 对 7 (1 积分 得 
/rod= 三 you=yo -ya (2) 
其 中 Y( 电 的 不 定 积分 为 待 求 函数 yi。 对 7() 求 解 方程 (2) ,结果 为 


引 
xD=yo+ 1 1 Y(COD)di (3) 
0 
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然后 可 用 数值 积分 方法 逼近 (3) 中 的 定 积分 ,如 果 采 用 步 长 为 六 = 与 - to 的 梯形 公式 , 则 
绪 采 为 


挛 
y() 之 y(10) 十 7 (Cj io， y(io)) 十 Fi， y(iD))) (4) 


注意 公式 (4) 的 右 端 包含 了 待定 值 y( )。 要 继续 求解 ,需要 y( ) 的 一 个 估计 介 , 欧 拉 方 
法 的 解 能 够 满足 这 一 目的 ,将 它 代 入 (4) 后 ,得 到 求解 (局 ,y ) 的 公式 , 称 为 休 恩 (Heun) 方 法 : 


记 
yl 一 y (1 如) 十 7 了 7(y (io， y0) 十 大 ,yo 十 有 太 i0， y0))) (5 ) 


重复 这 个 过 程 , 得 到 通 近 解 曲线 xy = y( 昌 的 一 系列 点 ,在 每 一 步 中 都 用 欧 拉 方法 作为 预 
报 , 然 后 用 梯形 公式 进行 校正 ,得 到 最 终 的 值 。 休 恩 方 法 的 一 般 步 又 为 


Pk+l 三 了 欢 十 PF,X)， 帮 +H1 三 灰 十 0 
+1 三 次 十 2( 太 (kt 其 ) 十 三 ( 灰 +1，PKk 上 ID)) 9 

注意 休 恩 方法 中 微分 和 积分 的 作用 ,在 点 (tb, yo) 处 画 出 解 曲 线 y = y(b 的 切线 ,用 它 求 
得 预报 点 (5 ,Pi )。 观察 图 9.7 中 > 0 y(t)) 的 曲线 ， 考虑 点 (1， ya 和 (五 ,下 ), 其 中 
力 = 所 0 和 看 5 顶点 为 (zt ,万 ) 和 (市 ,万 ) 的 梯形 面积 是 式 (3) 积 分 的 通 近 , 它 用 来 
得 到 式 (5) 中 的 最 终 绪 果 。 


》 


看 (11， 忆 1) 
1) 


ai (11，y(CI)) 
om 
区 二 光 人 





Tew 
一 
0 一 
本 


2 pm 
党 六 -人 > ww 
LIN aa 
ES we (1 ) 
3 ee ]，v/ 1] 
2 人 ms 
， oo 
总 AN 





1 的 设 光合 光秀 扩 证 全 和 和 区 和 1 
10 1 
(a) 微分 预报 子 : (b) 积分 校正 子 : 
PI = y0++ 刀 (to, y0) 沽 一 加 三 2 (10+ 力 ) 


图 9.7 休 恩 方法 推导 过 程 中 的 y= y( 世 和 z= At,y(i)) 曲 线 
9.3.1 步 长 与 误差 
积分 公式 (3) 中 梯形 公式 的 误差 项 为 
万 3 
ie 
》 (cb (7) 


如 果 每 步 中 的 误差 仅 由 式 (7) 给 出 , 则 在 W 步 后 休 恩 方法 的 累积 误差 将 是 
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月 3 _ 
一 yyo(c) 二 和 Ci = Oo 《8) 


下 面 的 定理 很 重要 ,因为 它 说 明了 最 终 全 局 误差 与 步 长 的 关系 ,指出 了 要 用 休 恩 方法 得 到 
精确 的 允 近 需要 多 大 的 计算 量 。 


定理 9.4( 休 恩 方 法 的 精度 ) 设 y(b 为 初 值 问题 (1) 的 解 , 如 果 yi)E CT,5], 并 且 
玫 yi )} 攻 。 是 休 思 方法 产生 的 一 个 近似 值 序列 , 则 


lek| = |y() 一 次 = OO)， 


3 (9) 
|ek+1f 三 |) 一 区 一 A 中 (从 ) 放 一 OA) 
其 中 ,更 (， 7) = 人 入 +《 天 /2 儿 扩 有 Yi 大 有 十 六 (全 )))。 
特别 地 ,区 间 终 点 处 的 最 终 全 局 误差 满足 
FE(y(b),j 一 jy(b) 一 yi = O(02) (10) 
例 9.6 和 例 9.7 是 定理 9.4 的 例证 。 如 果 以 步 长 六 和 Ah/2 计算 近似 值 , 则 对 步 长 天 有 
BO) CH2 (11) 
而 对 步 长 六 /2 有 ， 
e( (D) 2 = < -Cj2 天 六 ,天 
7 了 SC 本 到 祥 (7 CO) 用) (12) 


因此 定理 9.4 的 含义 是 ,如 果 休 因 方法 中 的 步 长 减少 才 , 则 可 期 望 最 终 全 局 误差 降 至 大 约 十 。 


例 9.6 利用 休 思 方法 求解 区 间 [0,3] 上 的 初 值 问题 


) 一 
一 ”一 一 一 一 ， 一 | 
y 5 7y(O) 


比较 刀 =1, 产 = 六 ,六 = 十 和 六 = 款 的 解 。 


解 :图 9.8 显示 了 前 两 个 休 思 解 和 精确 解 y(i) =3e- 如 -2+t。 表 9.4 给 出 了 在 所 选 构 举 
标 处 的 4 个 解 。 对 步 长 记 =0.25, 一 个 实际 的 计算 例子 是 


0 一 ] 
P1 三 1.0 十 0.25( 一 0.5) 三 0.875 
0.24 一 0.875 
Jr DPI) 一 一 = 一 0.3125 


1 = 1.0 十 0.125(--0.5 -- 0.3125) = 0.8984375 
重复 该 选 代 过 程 直 到 最 后 一 步 ,得 ; 


y(3) %% yl2 = 1.511508 二 0.12S(0.619246 + 0.666840) = 1.672269 加 
例 9.7 用 休 因 方法 求解 区 间 [0,3] 上 的 初 值 问题 
/了 一? 了 _ 
》 王 本 ， y(U) = 1 


比较 落 长 户 分 别 为 上 二，……, 二 时 的 最 终 全 局 误差 。 
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解 : 表 9.5 给 出 了 最 终 全 局 误差 , 它 表 明 , 当 步 长 减少 款 时 ,y(3) 近 似 值 的 误差 降 至 大 约 十 ; 
E(O(G3), 站 =y3) 一 yw =O() Ci， 其 中 C = -0.0432 


凡 = 1 
六 = 1/2 
IO nxi 
》= 闪 衣 
0.5 
0.0 0.5 1.0 1 .5 2.0 


图 9.8 区 间 [0,2] 上 初 值 问题 y = (:- y)/2,y(0) = 工 的 不 同步 长 休 恩 方法 结果 的 比较 
表 9.4 区 间 [0,3] 上 初 值 问题 y' = (!- JW)/2,y(0) = 1 的 不 同步 长 休 忆 方法 解 的 比较 































































0 1 .4 1.0 [1 .0 1.0 1.0 

0.125 0.943359 0.943239 
0.23 0.898438 0.897717 0.897491] 
0.373 0.862400 0.802087 
0.350 0.8437S 0.838074 0.836801 0.830402 
0.75 0.814081 0.8123934 0.811868 
1.00 0.875 0.831055 0.822196 人 .820213 0.819592 
1 .30 0.930511 0U.920143 0.917825 0.917 100 
2.00 1.171875 1.117387 1.106800 1.104392 1.103638 
2.30 1.373115 1.302393 1.300248 1.339514 
3.00 1 .732422 1.0682121 1.072209 1.670076 1 .009390 









1=3 处 的 最 终 






































步 长 尹 步 数 M4 y(3) 的 近似 值 AM 全 局 误差 其 中 
y(3) 一 ?1 C = 一 0.0432 
1 1.732422 一 0.063032 -0.043200 
1.682121 -0.012731 -0.010800 
4 1.672269 -0.002879 -0.002700 
1.670076 一 0.000686 一 0.000675 
T 1.669558 一 0.000168 一 0.000169 
芒 1.669432 一 0.000042 一 0.000042 
让 1.669401 -0.000011 -0.000011 









第 9 章 微分 方程 求解 369 





程序 9.2( 休 展 方 法 ) 通过 计算 
天 
WA+L 三 冰 十 了 (J (， 詹 ) 十 FA 其 十 严 矿 不 ， 其 施 ) 


求 [a ,bj 上 的 初 值 问 题 Y=(-y)y(a)=yo 的 近似 解 , 其 中 丰 =0,1,…,M -1。 


function H=heun(f,a,b,ya,M) 


AhInpPut - f is the function entered a8 a StTing : 工 ; 

人 - a and b are the left and right end points 

办 - ya is the initial condition y(a) 

- M is the number of steps 

phOutput ~ H=[LT'Y']j where T is the Vector of abscissas and 
1 Y is the vector of ordinateg 

h=(b-a)VM; 


=ZeroS( 1 ,M+1) ; 

Y=Zeros( 1 ,M+1) ; 

T=a:h:b; 

Y(C1)=ya; 

for ]j=T1:M 
k1l=feval(f,T(j),Y(Cj)) ; 
k2=feval(f ,T(j+1) ,Y(j)+hkkty) ; 
Y(j+li)=Y(j)+(hVX2)*(KXt1+k2) ; 

end 

H=[TIY'] ; 


9.3.2 习题 


在 习题 1 ~ 习题 $ 中 ,用 休 恩 方法 求解 微分 方程 。 

(a) 令 及 =0.2, 手 工 计算 2 步 ; 再 令 姑 =0.1, 手 工 计算 4 步 。 

(b) 比较 精确 解 y(0.4) 与 (a) 中 的 两 个 近似 解 。 

(ec) 当 卢 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 
.一 大 一 yyO0=1，yD= 一 ee 一 十 弓 -2f 十 2 


.Y=3y+3，yO0D=1 ，yD= 和 一 一 4 


多 = -fy7，y(0) =1，yY(GD = e-202 
,多 二 e 于 一 27y，y(0)= 让 y(H) 一 让 e 一 2 十 ie 一 
.了 =21y-，y(0) = 1， yy 一 1/( 一 间 ) 
注意 ,即使 解 曲 线 在 : = 1 处 没有 定义 , 休 恩 方法 也 会 产生 y(1) 的 近似 值 。 
6. 证 明 当 用 体 恩 方法 求解 区 间 [a, 引 上 的 初 值 问题 y = Kb,y(ae) = y =0 时 ,结果 为 


彤 一 


六 
y 亿 = 了 (OFGD 十 FUesD) 
K 一 人 0 


内 


它 是 区 间 [ae , 上 态 纪 的 定 积分 的 梯形 逼近 公式 。 
7. 引 理 7.1( 见 7.3 节 ) 讨 论 的 理 查 森 改进 可 与 休 恩 方法 一 起 使 用 ,如 果 休 有 恩 方 法 采用 步 长 
则 有 


个 人 
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y( 划 之 姑 十 CA 
如 果 体 矶 方法 使 用 步 长 2 , 则 有 
y(b) s ?2 十 4CR 
可 消去 包含 C” 的 项 ,得 到 改进 的 y( 乡 ) 的 逼近 ,结果 为 


4y 一 y28 


用 改进 方法 计算 例 9.7 中 的 数据 ,可 得 到 y(3) 的 更 好 的 近似 , 求 下 表 中 缺少 的 项 。 


六 芒 (4yj 一 721073 
] 1.732422 





1/2 | 1.682121 | 1.665354 
1/4 | 1672269 
1/8 | 1.670076 





1 /16 | 1.669558 | 1.669385 
1/32 | 1.669432 


1/64 | 1.669401 


。 谨 明 用 体 恩 方法 不 能 台 近 初 值 问题 ， 


y =dly)=1Sy， yy)=0 
的 解 y(#) = 上 。 证 明 你 的 结论 ,其 中 遇 到 了 什么 困难 ” 


.3.3 算法 与 程序 


对 于 下 面 的 第 1 题 至 第 $ 题 ,用 休 恩 方法 求解 微分 方程 。 

(a) 令 有 =0.1, 程 序 9.2 执行 20 步 ,然后 令 六 = 0.05 ,程序 9.2 执行 40 步 。 

(b) 比较 (a) 中 的 两 个 近似 解 与 精确 解 y(2)。 

(c) 当 上 六 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 

(d) 将 两 个 近似 解 和 精确 解 画 在 同一 坐标 系 中 。 提 示 :程序 9.2 输出 的 矩阵 惠 是 近似 解 
的 x 和 y 坐标 ,命令 plot(H(:,1),H(:,2)) 将 画 出 与 图 9.8 类 似 的 图 。 


.二 六 一 》，y0)=1，y0= 一 e+b2-2r+2 
,了 一 3y 十 31 7y(O) = | y(D) = Se 一 5 一 了 


.一 一 人 ，yO0) 王 1，y(D 王 e7]2 


y 一 2 一 424 一 乙 y， y(O) 一 16， Y( 一 1e- 十 fe 一 2 


.一 21y ，y(0) = 1，yG) =I(IL 一 12) 
,考虑 竖 直 发 射 并 紧 直 下 落 的 弹射 体 。 如 果 空 气 阻力 正比 于 速度 , 则 速度 v 站 的 初 值 问题 为 


， 天 
U 一 一 32 -~- 1 utU 一 D0 


其 中 w 是 初始 速度 , WU 为 质量 ,天 为 空气 阻力 系数 。 设 w， = 160 fs 而 所 及 = 0.J ,利用 休 
寻 方 法 和 天 =0.5 求 区 间 [0,30] 上 


oo 
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U 一 一 32 一 0.1u， (0) 三 160 


的 解 。 
将 计算 机 解 和 精确 解 v(:) = 480e ” - 320 画 在 同一 坐标 系 中 。 注 意 极限 速度 为 - 320 fts。 


. 在 心理 学 中 ,刺激 - 啊 应 的 韦 弗 - 费 克 纳 (WeverFechner) 定 律 说 明 ,反应 员 的 变化 率 吸 /d5 


反比 于 刺激 。 门 限 值 为 刺激 可 被 稳定 探测 到 的 最 低 水 平 。 该 模型 的 初 值 问 题 为 
尺 一 < 尺 (3S0) 一 昌 
让 So=0.1 而 R(0.1) =0。 用 休 恩 方法 和 疡 =0.1 求 区 间 [0.1,5.1] 上 


R' = : 


= 一 ， R0D=0 
5 《0.1) 


的 解 。 


.〈a) 编写 程序 实现 习题 7 中 讨论 的 理 查 森 改进 。 


(b) 利用 该 程序 求 前 面 的 第 1 题 至 第 5 题 在 区 间 [0,2] 上 的 近似 解 ,初始 步 长 为 户 =0.05。 
程序 应 当 在 两 个 相 邻 的 理 查 森 改进 值 之 间 的 差别 小 于 10-5 时 停止 。 


9.4 泰勒 级 数 法 


泰勒 级 数 法 有 着 广泛 的 应 用 ,并 且 是 比较 求解 初 值 问题 的 各 种 不 同 数 值 方法 的 标准 , 它 可 设 


计 为 具有 任意 指定 的 精度 。 下 面 首先 将 泰勒 定理 用 新 的 公式 表示 ， 使 之 适合 于 求解 微分 方程 。 
定理 9.5{( 素 勒 定理 ) 设 y(i)E Ci[bo,b], 且 7( 旨 在 不 动 点 上 = 刀 ELi ,pb 处 有 次 泰勒 


级 数 展 开 ， 
y( 儿 十 月 一 y(G0 十 AT yG) 十 OGAX+D (]) 
其 中 ， 、 
(JJ) . 
LN(&, (AD)) 一 》， 2 (2) 
一] 
(1 = (by(t) 表 示 函 数 太 关于 上 的 ( 太 - 上 次 全 导数 。 求 导 公 式 可 以 递归 地 计算 ， 
y (= 让 


(= 大 + 记 = 户 + 户 
7 (人 = 万 十 2 十 万 风 十 方 70 
= 户 十 2jp 十 用户 十 万 (P 十 户 胜 
y(D = 记 十 3 访 yy 十 3 态 (002 十 3 太 了 3 
十 万 7》 十 3jY 十 万 (O 和 3 
= (jar 十 3 了 十 3 六 十 万 m 户 ) 十 亡 (P 十 2j 上 + 户 y2) 
十 3( 大 十 户 门 (j 十 及 站 + 户 (F 十 方 帮 
并 且 一 般 有 
y MD = Pw-DFGy(D) (4) 
其 中 已 为 导数 算 子 


eeeeaeemy  RRRRRRRRRRRRRRLIERERRRE  RRRRRRRRRRRRRRRRRRRERERERRREERREREERERERERRRRRae RERRRRRRRERRRRRERERRREREERERRRRRERERRREEEeiemyeeeeeeeiieERRRRRRRRRRRRRERRRRRRRReeiiROIEEEeeeiigRREEEIEEEILieIEI 和 
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区 间 [t, 弛 上 初 值 问题 yt =Fty) 的 近似 数值 解 可 由 各 子 区 间 [ 扩 ,所 1] 上 的 

公式 (1) 米 推导 。AN 次 泰勒 方法 的 一 般 步 又 为 
有 CdNAA 
+ 二 天 十 dj 十 二 十 十 和 | 

其 中 在 各 步 上 =0,1MH-1 有 四 =7y7 (5) =12，N。 

N 次 泰勒 方法 的 最 终 全 局 误差 是 DO( 及 …) 阶 的 ,因此 可 选择 所 需 大 小 的 N, 使 得 误差 
足够 小 。 如 果 六 国定 , 则 理论 上 可 以 推导 出 步 长 九 , 使 之 满足 任意 想 要 的 最 终 全 局 误差 。 
然而 在 实际 运算 中 ,通常 用 疡 和 j/2 计算 两 个 近似 结果 集 , 然 后 比较 其 结果 


定理 9.6( N 次 泰勒 方法 的 精度 ) 设 y(b 为 初 值 问 题 的 解 。 如 果 y(t)Ee Ci ,pb]， 而 
[yeso 为 N 次 泰勒 方法 产生 的 近似 序列 , 则 


let| = |y() 一 = OO ) 





〈5) 


et = 三 [>(+D 一 做 一 ATNGK = OO + 
特别 地 ,区 间 终 点 处 的 最 终 全 局 误差 满足 
E(O7(O),A) =|y() 一 WU = OO ) (7) 
例 9.8 和 例 9.9 是 显示 了 N =4 时 的 定理 9.6 的 例证 。 如 果 用 五 和 j/2 计算 , 则 对 步 
长 六 可 得 
(7 人 (有 CR (8) 
而 对 步 长 A/2, 有 
尼 0w 2 ) 人 C 和 = CH s -一 (7 (D ,用 (9) 
因此 定理 9.6 的 含义 是 ,如 果 4 次 泰勒 方法 中 的 步 长 减少 于 , 则 可 期 望 最 终 全 局 误差 降 至 
约 i6。 


例 9.8 用 4 次 泰勒 方法 在 区 间 [0,3] 上 求解 Y = (1 -7y)/2,y(0) = 1。 比 较 步 长 户 分 别 为 1 工 
到 , 寺 和 寺 时 的 结果 。 


解 :首先 必 须 求 出 y(1 的 导数 。 由 于 解 y( 旨 是 上 的 函数 ,对 去 yt) = 天 tiy(t)) 关 于 1 
求 导 ,得 到 y“” (1)。 然 后 重复 该 过 程 得 到 高 阶 导数 。 








/ 一》 
(= 一 
20= 王 (2) -过 =- 人 一) 
di 2 2 2 4 
0O=( 一 全 ) = 于 _ 一 十 Cl 一 2 一 “十 上 一 》 
dr 才 4 4 8 
0 =( 二 全 ) = 二- 二 012 -24+) 
di 8 8 8 16 
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要 求 出 y ,必须 在 点 (ty ) = (0,1) 处 求 上 述 导 数 , 计 算得 
0U.U 一 0 





dl 一 y(0) = 7 一 一 0.3 
路 = y(0) = 人 一 0.75 
由 一 yG)0) = 二 0 十 0 一 了 一 一 -0.375 
d4 = y4(0) = 一 一 =- 0.1875 
然后 将 导数 |d | 和 户 =0.25 代入 式 (5), 用 谈 套 乘法 来 计算 值 y) : 
y1 = 1.0 十 0.25 (0s 十 0.25 ( 环 十 0.25 (一 十 0.25 ( 放 )) 


一 0.8974915 

计 并 出 解 点 为 (与 ,yi ) = (0.2$,0.8974915) 。 
要 计 普 yz ,必须 在 点 (与 ,yi ) = (0.25,0.8974915) 处 计算 导数 |d 1。 计算 量 非常 大 , 手 

算 十 分 烦琐 ,计算 的 结果 为 

0.25 -- 0.8974915 


中 = y(0.25) = 5 = 一 0.3237458 

由 = y()(0.25) 一 一 = 0.6618729 

必 = yG)(0.25) 一 人 = 一 0.3309364 
d4 = y4)(0.25) = 人 = 0.1654682 


然后 将 这 些 导 数 |1d1 和 户 =0.25 代入 式 (5), 用 谱 套 乘法 计算 


y2 =0.8974913 十 0.25( -03237458 


.001872 一 0.3309364 0.1654682 
+0.25 (一 人 二 025( 二 3309364 |0.5 5 ) 
0 24 
一 0.83604037 


解 点 为 (by ) = (0.50,0.8364037)。 表 9.6 给 出 了 各 种 不 同步 长 的 解 值 
表 9.6 区 间 [0,3] 上 yY' = (t- y)/2,y(0) =1 的 N=4 次 奉 勒 解 比较 


.0 1.0 .0 1.0 1.0 












































0.9432392 













0.9432392 


0.123 

0.25 0.8974915 0.8974908 0.8974917 
0.375 0.8020874 0.8020874 
0.50 0.8304258 0.8364037 0.8364024 0.383604023 
0.73 0.8118696 0.8118679 0.8118678 
] .00 0.8203125 0.81906285 0.819S940 0.8195392 1 0.81953920 
1.50 0.9171423 0.9171021 0.9170998 0.9170997 
2.00 1 .10451235 1.10308260 1.1036408 1.1036385 1.1036383 
2.30 1] .Jj5953373 1.3395168 1.3395145 [os144 
4.00 ].6701860 1.6694308 1.6693928 ] .6693906 
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例 9.9 比较 例 9.8 中 [0,3j 上 yY =(:-y)/2,7y(0) =1 的 泰勒 解 的 最 终 全 局 误差 。 
解 : 表 9.7 列 出 了 采用 这 些 步 长 时 的 最 终 全 局 误差 , 它 显 示 当 步 长 减少 十 时, 式 y(3) 的 误 
差 降 至 大 约 证 ; 
FUy(G3), 有 一 yG3)--yy= OO Ch 其 中 C = -0.000614 轿 
表 9.7 区 间 [0,3] 上 y“ = (t- J/2 的 察 勒 解 的 步 长 与 最 终 全 局 误 做 的 关系 
1!=3 处 的 最终 Op4) s CR4 
步 长 玉 步 数 M y(3) 的 近似 值 yMf 全 局 误 厌 其 中 
y(3) 一 yw C = 一 0.000614 


1.6701860 一 0.000793535 


dh 


1.0094308 一 0.0000403 


1 .0093928 一 U.UUUU023 


.00239006 -0.U0U00001 





oo 一 人 | 一 TH 一 


下 面 的 程 太 需 要 将 导数 Y , 风 ,六 和 和 "保存 在 名 为 af 的 M 文 件 中 ,例如 ,如 下 M 文件 将 
例 9.8 中 的 导数 保存 为 程序 9.3 所 需 的 格式 ， 


function zZ=df(t,y) 
z=[(t-y)/2 (2-t+y)/4 (-2+t-y)/8 (2-t+y)/16] ; 


程序 9.3(4 次 泰勒 方法 ) 通过 计算 y ,yy 和 ”并 在 每 一 步 中 使 用 泰勒 多 项 式 , 求 [a ] 
上 初 值 问题 Y = 人 ti,y))y(a)=yo 的 近似 解 。 
function T4=taylor(df ,ab,ya,M) 


hpIhput - df=[y，y?， yl YI ] entered asg a stTring :dt: 


人 Where y?=f(t,y) 

1 -aandb are the left and right end points 

从 -” ya is the initial condition y(a) 

人 -~ M is the number of steps 

hp0Output - T4=[T， Y)'] where T is the vector of abscigsag and 
Y Is the vector of ordinatesg 

h=(b-a)V/VM， 


IT=Zero8s(1 ,M+1) ， 

=ZeLrOS (1 ,M+1) ，; 

T=a:h:b， 

Y(C1)=ya; 

tor j=1:M 
D=feval(df ,T(j) ,Y(j) ) ; 
Y(j+1)=Y(j)+h*(D(1)+h+(D(2)/2+h*(D(3)/6+hxD(4)/24)) ) ， 

end 

T4=[T，Y] ， 
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9.4.1 习题 


在 习题 1~ 习题 $ 中 ,用 N=4 的 泰 勤 方 法 求解 微分 方程 。 
(a) 令 凡 =0.2, 手 工 计 算 2 步 ; 再 令 = 0.1, 手 工 计 算 4 步 。 
(b) 比较 精确 解 y(0.4) 与 (a) 中 的 两 个 近似 解 。 

(c) 当天 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 
多 一 靖 -yy0)=1，yG)=-e 一 十 世 一 2 十 2 


,多 =37 十 3(，y(0) =1，yD= 和 ex 一 [一 3 


一 六 /2 


站 


y = 一 Iy， YU =1，yD = 

=e 一 27，y(0)=，y( 间 = 而 6 十 te 

.=21，yO0=1 yy0D=LG-Do 

, 引 理 7.1( 见 7.3 慷 ) 讨 论 的 理 查 森 改进 可 与 泰勒 方法 一 起 使 用 。 如 果 N = 4 的 泰勒 方法 采 
用 步 长 六 , 则 有 y(b= 思 + CE 。 如 果 N=4 泰 勒 方法 使 用 步 长 2j, 则 有 y(8) = 
+16Ch 。 可 消去 包含 Ch 的 项 ,得 到 改进 的 y(b) 的 逼近 ,结果 为 


个 上 


16 六 一 y28 
户 Er | 
y(D) 久 1 


用 改进 方法 计算 例 9.9 中 的 数据 ,可 得 到 y(3) 的 更 好 的 近似 。 求 下 表 中 缺少 的 项 。 





(1 一 y21)713 






1.0701860 
1.6094308 






1.0093928 
1.6693906 






所 


. 说 明 当 次 泰勒 方法 采用 步 长 和 A/2 时 , 步 长 为 A/2 的 最 终 全 局 误差 降 至 约 2-w。 
, 说明 用 泰勒 方法 不 能 逼近 初 值 问题 :y = Fi,y) =1.5752,y(0) =0 的 解 y(i) = 42。 证 明 
你 的 结论 ,其 中 遇 到 了 什么 困难 ? 
9.〈(a) 证 明 : 在 区 间 [0,1) 上 初 值 问题 y = 公 ,y(0) = 1 的 解 为 y( 世 =1/(1- 间 。 
(b) 证 明 :在 区 间 [0,，rx/4) 上 的 初 值 问题 y = 1+ 沁 ,y(0) = 1 的 解 为 y(i)=tan(t+m4)。 
4c) 用 (aj) 和 (b) 中 的 结果 说 明 , 初 值 问题 入 = 红 + 入 ,y(0)=1 在 xd4 和 1 之 加 有 一 坚 直 渐 
近 线 (其 位 置 在 上 = 0.96981 附近 )。 
10. 考虑 初 值 问 题 * =1+ 入,y(0) = 1。 
(a) 求 y”( 昌 ,y2 (9 和 yt ( 电 的 表达 式 。 
(b) 计算 上 =0 处 的 导数 值 ,并 用 它们 求 tan(t) 的 麦克 劳 林 展开 的 前 5 项 。 


9.4.2 算法 与 程序 
在 第 1 题 至 第 $ 题 中 ,用 = 4 的 泰勒 方法 求解 微分 方程 
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(a) 令 户 =0.1, 程 序 9.3 执行 20 步 ,然后 令 普 =0.05, 程 序 9.3 执行 40 步 。 
(b) 比较 (a) 中 的 两 个 近似 解 与 精确 解 y(2)。 
(e) 当 户 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误 关 是 否 和 预期 相符 ? 
(d) 在 同一 坐标 系 中 表 出 两 个 近似 解 和 精确 解 。 提 示 :程序 9.3 输出 的 托 阵 T4 是 近似 解 
的 x 和 y 坐标 ,命令 plot(T4(:,1),T4(:,2)) 将 画 出 与 图 9.6 类 似 的 图 。 
,多 二 上 一 yyO0)=1，Yy( = 一 e 开 十 弓 一 2 十 2 


.一 3y+3I，y(OD) 王 1，yGOD= 和 ex 一 5 一 到 


Im 


一 一 fy，yY(0) 王 1， y(D = e 12 
y = 一 27，y(OD)=，y0D = 前 6 十 ie 
.yy 一 217，y0)=1，yD=1/ 一 D) 
.(a) 编写 实现 习题 6 中 讨论 的 理 查 森 改进 的 程序 。 
(b) 利用 该 程序 求 区 间 [0,0.8j 上 的 初 值 问 题 = 天 + 妇 ,y(0) = 的 近似 解 y(0.8)。 
上 = 0.8 时 的 真 值 已 知 为 y(0.8) = 5.8486168。 初 始 步 长 为 六 = 0.05。 程 序 应 当 在 两 个 
相 邻 的 理 查 森 改进 值 之 间 的 差 的 绝对 值 小 于 10-5 时 停止 。 
7.(a) 修改 程序 9.3, 使 之 进行 W = 3 的 泰 勤 方 法 计算 。 
(b) 用 (a) 中 的 程序 求解 区 间 [0,0.8] 上 的 初 值 问题 y = 电 + 关 ,y(0) = 1。 分 别 利 用 步 长 
彤 =0.05, 六 =0.025, 记 = 0.0125 和 疡 = 0.00625 计算 近似 解 ,并 在 同一 坐标 系 中 画 出 4 
个 近似 解 。 


9.5 龙 格 - 库 塔 方法 


泰勒 方法 的 优点 是 最 终 全 局 误差 的 阶 为 O( 和 如) ,并 且 可 以 通过 选择 较 大 的 来 得 到 较 小 
的 误差 。 然 而 泰勒 方法 的 缺点 是 ,需要 先 确定 NW, 并 且 要 计算 高 阶 导 数 ,它们 可 能 十 分 复杂 。 
每 个 龙 格 - 库 塔 (Runge-Kutta) 方 法 都 由 一 个 合适 的 泰勒 方法 推导 而 来 ,使 得 其 最 终 全 局 误差 
为 O(j )。 一 种 折 中 方法 是 每 步 进行 若 于 次 函数 求 值 , 从 而 省 去 高 阶 导数 计算 。 这 种 方法 可 
属 造 任意 wV 阶 精度 的 近似 公式 。 最 常用 的 是 V=4 的 龙 格 - 库 塔 方法 , 它 适 用 于 一 般 的 应 用 , 因 
为 它 非常 精确 ,稳定 ,上 且 易 于 编程 。 许 多 专家 声称 ,没有 必要 使 用 更 高 阶 的 方法 ,因为 提高 的 精度 
与 增加 的 计算 量 相抵 消 。 如 果 需 要 更 高 的 精度 , 则 应 该 使 用 更 小 的 步 长 或 某 种 自 适 应 方法 。 

4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 (RK4) 可 模拟 N = 4 的 泰 勤 方法 的 精度 。 它 基于 如 下 对 ” ， 的 计算 ; 


站 


其 +1 三 庆 十 WIKI 十 282 十 20313 十 4 允 4 (1] ) 
其 中 后 ,局 , 1 和 后 形 如 
KI 三 卢 广 和, 詹 ) 
K2 一 正三 ( 康 十 QI 鸡 十 四 
让 = At 十 ap 次 十 世相 十 柱 认 ) 人 


kK4 三 彤 让 帮 十 G3 帮 ,全 十 世 4 十 5K2 十 5613) 


通过 与 W =4 阶 的 泰 勤 级 数 方法 的 系数 匹配 ,使 得 局 部 误 差 为 O( 大 ) , 龙 格 和 库 塔 得 出 了 如 下 
方程 组 
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5 三 Qi 

p2 十 D3 王 402 

p4 十 p5 十 pb 三 3 

1 十 由 十 3 十 4 一 


] 
WwW201 十 册 3625 十 由 403 一 5 
] 
2 十 103G2 十 LU4635 一 3 
] 
U2G] 十 U303 十 4G3 一 玫 (3) 
] 
t3G1p3 十 4(alp5 十 d2p6) 三 5 
] 
3aG1a22D3 十 由 4G3(alp5 十 aop6) 王 8 
| 
3Q183 十 4(aT185 十 azp6) 一 17 
] 
p3p6 三 一- 
U40C1203D6 ?4 
该 方程 组 有 11 个 方程 和 13 个 未 知 量 ,必须 补充 两 个 条 件 才 能 求解 。 最 有 用 的 选择 是 
] 
qi 二 了 p2 一 0 《4) 
其 余 变 量 的 解 为 
] ] 
G2 一 一 ， 43 一 ]， P1 一 一 ， 3 一 ==，p4 一 0 5 一 0，pp=1 
人 2 2 
1 1 1 1 (5) 
人 | 一 4 划 ) 一 二 | 岂 3 一 一 一 
6 3 6 


将 式 44) 和 式 (5) 中 的 值 代 入 式 (2) 和 式 (1) ,得 到 标准 的 w = 4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 ,其 描述 
如 下 。 上 自 初 始点 (it ,yo) 开 始 ,利用 


(万 二 2PP+2 记 + 及 ) 


了 其 +1 三 其 十 一 0 (6) 
生成 近似 值 序 列 ,其 中 
万 一共 ) 
太 万 
户 = 丰 0 十 了 , 状 十 3 


(7) 
太 
户 = 上/ ( 十 了 ,其 二 5 户 ) 


及 三 大 大 十 玫 , 基 十 严 户 ) 


9.5.1 关于 该 方法 的 讨论 


式 (7) 的 完整 推导 超出 了 本 书 的 范围 ,可 在 高 级 教程 中 找到 ,但 从 这 里 也 能 了 解 一 些 情况 。 
考 感 解 曲 线 y = y( 旺 在 第 一 个 子 区 间 [ m ,与 ] 上 的 曲线 , 式 (7) 中 的 函数 值 是 该 曲线 斜率 的 近似 





378 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


值 。 其 中 , 广 是 左 端点 的 斜率 ,万 和 卢 为 中 间 两 点 的 斜率 的 估计 ,而 彤 是 右 端点 的 斜率 , 克 
图 9.9(a) 。 然 后 通过 对 斜率 郴 数 


1 
yo->o= 上/ 厂 t y(GD)) di 《8 ) 
;0 


积分 得 到 下 一 个 点 ti1 ，y1 站 
如 果 应 用 辛普森 公式 和 步 长 /2, 式 (8) 的 积分 近似 为 


/ 三 (1 y(1)) dt 亿 (Fi y(10)) 十 4 y(7/2)) 十 了 yCID)) (9) 
10 


其 中 如 为 区 间 中 点 。 需 要 3 次 函数 求 值 ,因此 显然 可 以 选择 Ai,y(ti))= 太 和 用 三 ,7 人力 一 太 。 


矿 (112，y(1112)) 祥 2 
将 这 些 值 代 入 式 (9) ,并 用 它 和 式 (8) 求 yi : 
六 4 
= 二 (让 + 和 二 及 (10 ) 
该 式 简化 后 得 到 式 (60) 和 上 丰 =0。 式 (9) 的 积分 图 见 图 9.9(b)。 
y= y(D) (0 XED)) 
14 = 由 4 
(10，y0) 112 三 广 
Im13 = Z 


(0, 轧 ) 
(nm 广 ) 











10 11/2 1 10 11/12 1 
(a) 解 曲线 y = y(b) 的 预报 斜率 1 (b) 积分 盘 近 : 
xD) -为 = ai+ 芒 + 芒 + 朋 


图 9.9 NW=4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 中 的 y=y(b 和 z= Ai,y(Ct)) 曲 线 


9.5.2 步 长 与 误差 
步 长 为 册 /2 的 芋 普 条 方法 的 误差 项 为 


万 > 


_ (4) 
(请 7880 





(11) 
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如 果 每 一 步 的 惟一 误差 如 式 (11) 所 示 ,那么 W 步 之 后 RK4 方法 的 累积 误差 为 


hf S 
记 一 C 
》 (4) 和 (rrp4 NOD01 12 








下 面 的 定理 阐述 最 终 全 局 误差 与 步 长 的 关系 , 它 说 明 使 用 RK4 方法 时 需要 多 大 的 计 
算 量 。 
定理 9.7( 龙 格 - 库 塔 方法 的 精度 ) 设 y(i) 为 初 值 问题 的 解 ,如 果 yi)e C [15], 且 
[Ca 和) 为 4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 产生 的 近似 解 序列 , 则 
et = ly 人 一 人 = OO 
et = GD 一 天 一 AT = OOe) 
特别 地 ,在 区 间 的 末端 ,最 终 全 局 误差 满足 
E(y(D), 有 三 17 一 ?NI= OO (14) 
例 9.10 和 例 9.11 是 定理 9.7 的 例证 ,如 果 用 步 长 册 和 j/2 进行 近似 计算 , 则 步 长 为 
彤 时 有 


(13) 


EC(y( 人 (DJ CR (15) 
而 步 长 为 关 /2 时 有 
已 | y(D) 3 sw CC 外 一 CHM4 二 ( 忆 ), 肠 ) (16) 
2 16 1 1 


因此 定理 9.7 的 含义 是 ,如 果 RK4 中 的 步 长 减少 半 , 则 可 期 望 最 终 全 局 误差 降 至 大 约 十 。 
例 9.10 用 RK4 方法 求解 区 间 [0,3] 上 的 初 值 问题 y = (!-y)/2,y(0) =1。 比 较 步 长 分别 

为 1, 冯 , 二 和 舍 时 的 解 。 

解 : 表 9.8 给 出 了 选 定 横 坐 标 上 的 近似 解 值 。 步 长 六 =0.25 的 一 个 计算 实例 是 


四 0- 1L0 。 ，。 
/2 二 人 = -0.40625 
广 二 人) = -0.4121094 
4 二 0 = 一 0.3234863 
= 10+0.25 (| 
= 0.8974915 ， 


例 9.11 比较 用 RK4 方法 求解 区 间 [0,3] 上 初 值 问题 y = (t -~ y)/2,y(0) = 工时 的 最 终 全 局 误 
差 , 步 长 户 分 别 为 1, 寺 ,十 和 村 。 
解 : 表 9.9 列 出 了 不 同步 长 的 最 终 全 局 误差 , 它 说 明 当 步 长 减 为 1/2 时 ,y(3) 的 近似 值 的 
误差 降 至 大 约 证 。 
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EUy(G3), 站 = yG3)-yr= OIC 其 中 C = -0.000614 里 


囊 9.8 比较 区 冯 [0,3] 上 y = ((- w)/2,y(0) = 1 的 不 同步 长 时 的 RK4 解 





0 1.0 [. 1 .0 

0.1254 0.9432392 0.9432392 
0.23 0.8974912> 0.8974908 0.8974917 
0.374 0.86208 74 0.86208 74 
0.20 0.8364258 0.8364037 0.85304024 0.8364023 
0.73 0.8118696 0U.8118679 0.8118678 
1.00 0.8203125 0.8190285 0.81935940 0.8193921] 0.8195920 
1.50 0.9171423 0.9171021 0.9170998 0.9170997 
2.UU 1.1045125 1.10306826 1.10360408 1 .1036385 ].1030383 
2.50 1.33955375 1.33951068 1.3395143 1.3595144 
了 .0O0 1.6701860 1.0094308 1 .0093928 1.6693906 1.0693905 





f=3 处 的 最 终 


























步 长 忆 步 数 M y(3 的 近似 值 7Mf 全 局 误 天 其 中 
yG) 一 >W C = -0.000614 
1 1.6701860 一 0.0007955 -0.0006140 
1.6694308 -0.0000403 一 0.0000384 
了 1.6693928 一 0.0000023 一 0.0000024 
和 1.6693906 -0.0000001 一 0.0000001 





对 比例 9.10 与 例 9.11 及 例 9.8 与 例 9.9, 可 以 看 出 “RK4 方法 模拟 了 N = 4 阶 的 泰勒 级 数 
方法 的 含义 。 对 于 这 些 例 子 ,两 种 方法 在 给 定 区 间 上 得 到 完全 相同 的 解 集 {f 7 ), RK4 方 
法 的 优点 很 明显 , 它 既 不 需要 高 阶 导数 的 计算 公式 ,也 不 需要 在 程序 中 计算 高 阶 导 数 。 

确定 龙 格 - 库 塔 解 的 精度 并 不 容易 。 可 以 估计 yx (ec) 的 规模 并 使 用 公式 (12) 另 一 种 方 
法 是 用 较 小 的 步 长 重复 该 算法 ,并 比较 结果 。 第 三 种 方法 是 自 适 应 地 确定 步 长 ,这 在 程序 9.5 
中 实现 。9.6 节 将 讨论 如 何 改变 多 步 长 方法 中 的 步 长 。 


9.5.3 N=2 的 龙 格 - 库 塔 方法 


2 阶 龙 格 - 库 塔 方法 (RK2) 模 拟 2 阶 泰勒 级 数 方法 的 精度 。 尽 管 该 方法 用 起 来 不 如 RK4 
但 它 的 证 明 更 易于 理解 ,更 能 显示 其 中 的 原理 。 首 先 写 出 y(: + 思 ) 的 素 勒 级 数 公式 ， 


玫 ] 天 
y( 十 户 ) 一 y(D 十 放 y (CD 十 5 (1) 十 CTR3 十 (17) 
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其 中 Cr 为 包含 y( 昌 的 3 阶 导 数 的 常数 ,而 级 数 中 的 其 他 项 包含 客 背 ,) > 3。 
式 (17) 中 的 Y( 纪 和 多 ( 贡 必须 表示 为 Ai,y) 及 其 伍 导 数 的 晒 数 。 由 于 
y (= y) (18) 
可 以 用 双 变 量 函 数 的 链 式 求 导 规则 对 式 (18) 关 于 上 求 导 ,结果 为 
y (= 天 ( 力 十 方 (7)y (0) 
利用 式 (18) ,可 以 得 到 
7 (= 万 (人们 十 万 (FGy) (19) 
将 式 (18) 和 式 (19) 代 人 式 (17) ,得 到 y(:+ 帮 ) 的 泰 勤 展 开 : 


y( 十 站 一 y(D 十 Pro 人 十 下 大 代 y) 


(20) 
十 5 有 户 ( 7) ty) 二 Cr 有 十 …. 
考虑 W=2 阶 的 龙 格 - 库 塔 方法 , 它 用 两 个 函数 值 的 线性 组 合 来 表示 y(t+ 太 ); 
y4 十 内 二 yG 十 4 十 号 j 胜 (21) 
其 中 
j 加 = 三 7 22) 


万 = CC+Phy 二 CA) 
下 面 用 两 个 独立 变量 的 函数 的 泰勒 多 项 式 逼 近来 展开 Fit,y)( 见 9.5.5 节 ), 得 出 六 的 表 
达 式 : 
万 三 jy 人 十 Pi 太 十 Ch 人) 二 Cp 居 十 (23) 
其 中 Cr 包含 乓 4,y) 的 2 阶 偏 导数 。 然 后 在 式 (21) 中 应 用 式 (23) ,得 到 y(t + 用 的 RK2 表示 ， 
?4 十 人 一 7(OD) 十 (4 十 好) 7) 十 妃 P 久 Gy) 


十 BOP 广 ( y) ty 十 BCpH1 十， 4 
比较 式 (20) 和 式 (24) 中 相似 的 项 ,得 出 如 下 结论 ; 
Aj ty 一 (4 十 有 )RFCr y) 表明 1=4 十 瑟 

] 

5 和 万 人 )) 一 司 Pp2 万 (， yy) 表明 5 =- 四 P 
1 1 
5 生态 信访 = 有 OH 及 C)FGy) 表明 了 = BC 

因此 ,如 朱 要 求 4, 瑟 ,已 和 0 满足 关系 
1 1 


则 式 (24) 中 的 RK2 方法 将 与 式 (20) 中 的 泰勒 方法 有 相同 的 精度 。 

由 于 方程 组 (25) 只 有 3 个 等 式 , 却 有 4 个 未 知 量 , 它 的 解 是 不 定 的 ,因此 人 允许 选 定 其 中 的 
一 个 系数 。 有 几 种 特殊 的 选择 已 在 参考 文献 中 讨论 过 了 ,这 里 举 出 其 中 的 两 个 为 例 。 

傅 况 (i) :选择 4 = 支 ,由 此 可 得 瑟 = 却 ,P=1 和 WO= 了 二。 将 这 些 参数 代 人 式 (21) ,得 到 ; 
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yLf 十 用 ) 一 y() 十 (二 7( 十 关 了 十 诱 7))) (26) 


当 用 该 方法 生成 ta 和) 时 ,结果 为 休 恩 方法 。 
情况 4i) :选择 4 =0, 由 此 可 得 有 =1,P= 寺 和 WO= 广 。 将 这 些 参数 代 人 式 (21) ,得 到 


有 
YL 十 站) 一 y(G) 十 瑚 / (， 十 7 十 2 7 中 (27) 


当 用 此 方法 生成 | 丰 ，? ) 时 , 称 为 改进 的 欧 拉 一 柯 西方 法 (modified Puler-cauchy method y) 。 


9.5.4 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 伯 格 方法 


要 保证 初 值 问 题 的 解 的 精确 性 ,一 种 方法 是 分 别 用 步 长 & 种/2 进行 两 次 求解 ,并 比较 较 
大 步 长 所 对 应 的 网 格 点 处 的 结果 。 但 这 样 对 较 小 的 步 长 将 需要 大 量 计算 ,而 且 当 结果 不 够 好 
时 必须 重新 计算 。 

龙 格 - 库 塔 - 费 尔 们 格 (Runge-Kutta-Fehljbrg) 方 法 , 记 为 RKF45 ,试图 解决 这 一 问题 。 它 用 
一 个 过 程 来 确定 是 否 使 用 了 正确 的 步 长 六 。 在 每 一 步 中 ,使 用 两 个 不 同 的 求 近似 解 的 方法 ,并 
比较 其 结果 。 如 果 两 个 结果 相近 , 则 接受 该 近似 ;如 果 两 个 答案 的 差 超出 了 指定 的 精度 , 则 减 
小 步 长 ;如 果 答 案 超过 了 要 求 的 有 效 位 数 , 则 增加 步 长 。 

每 一 步 要 求 使 用 下 面 6 个 值 : 


KI 三 及 三 (攻关 ) 

[2 一 及 (， 十 2 其 十 0 

上 3 一 Ar (wa 十 5 了 欢 十 车 十 5 所 ) 

k4 = H ( 二 3 吹 二 5 一 5 二 和 ) (28) 
.KS 一 严 F ( 十 天 , 恢 十 5 一 8K2 十 本- 4 
人 


然后 用 4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 求 出 初 值 问题 的 一 个 近似 解 : 
1408 ， 2197 1 


29 
屎 +1 三 其 十 阿 3 十 7555/3 3 十 7 一 545 (29) 


其 中 用 了 4 个 函数 值  , 户 , 疡 和 态 。 注 意 公 式 (29) 中 没有 使 用 户 。 用 5 阶 龙 格 - 库 塔 方法 得 
到 更 好 的 解 : 
16 6656 28561 9 


2 
ct 一 阔 ” 和 二 5 有 十 56430 4 50465 十 革 寻 (30) 


最 佳 步 长 克 可 以 通过 当前 步 长 值 乘 以 标量 ， 得 到 ,标量 * 为 


tol 下 1 4 tol 大 114 
一 (去 中 一) 0U84 (一 (31 
2z+1 一 台 二 1 1zxk+1 一 如 +]1| 


其 中 tol 为 指定 的 误差 控制 容 差 。 
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公式 (31) 的 推导 可 在 数值 分 析 的 高 级 教程 中 找到 。 轩 征 步 长 不 是 最 佳 策 略 , 尽 管 它 所 产 
生 的 值 看 起 来 更 好 ,认识 这 一 点 很 重要 。 如 果 需 要 不 在 表 中 的 值 , 则 需要 使 用 多 项 式 捅 值 。 
例 9.12 比较 区 间 10,1.4j 上 的 初 值 问 题 
一 工 十 )， y(0) = 
的 RKF4S 和 RK4 解 。 
解 ;:RKF45 程序 采用 误差 控制 容 盖 2x 10-。 它 自动 改变 步 长 ,并 生成 表 9.10 中 的 10 个 
近似 解 。RK4 程序 使 用 先 验 步 长 疡 =0.1, 它 需要 计算 机 生成 表 9.11 中 的 14 个 等 距 点 上 


的 近似 值 。 它 们 在 右 端 点 处 的 近似 值 分 别 为 
y(1.4) 盖 说 0 = $.7985045， 


而 RKF4$ 和 RK4 的 误差 分 别 为 
10 = 一 0.0006208， 忆 14 王 0.0039089 


RKF4s 方法 有 较 小 的 误差 。 加 


表 9.10 y“=1+ 岂 ,yy(0) =0 的 RKF45 解 


RK45 人 真 解 误差 
y( 拓 ) 一 tan( 太 ) 7( 大 ) 一 其 


y(1.4) s y14 一 5.7919748 








































0 0.0000000 
] 0 2027100 0.2027100 0.0000000 
2 0.4227933 0.4227931 -0.0000002 
3 0.6841376 0.6841368 一 0.0000008 
4 1.0296434 1.0296386 一 0.0000048 
1.5574398 1.5774077 -0.0000321 
6 1.9648085 1.9647597 一 0.0000488 
7 2.5722408 2.$721516 -0.0000892 
8 3.6023295 3.6021024 -0.0002271 
9 4.4$55714 4.4552218 -0.0003496 
10 5.7985045 5.7978837 一 0.0006208 
表 9.11 yY =1+ 欠 ,y(0)=0 的 RK4 解 
RK4 这 人 人 
K yb 一 ea 0 一 其 
避 
] 0 1003346 0 1003347 0.0000001 
2 0.2027099 0.2027100 0.0000001 
3 0.3093360 0.3093362 0.0000002 
4 0.4227930 0.4227932 0.0000002 
5 0.5463023 0.5463025 0.0000002 
6 0.6841368 0.6841368 0.0000000 
7 0.8422886 0.8422884 --0.0000002 
8 1.0296391 1.0296386 一 0.0000005 
9 1.2601588 1.2601582 一 0.0000006 
10 1.5$74064 1.5$74077 0.0000013 
11 1.9647466 1.9647597 0.0000131 
12 2.5720718 2.5721516 0.0000798 
13 3.6015634 3.6021024 0.0005390 
14 5.7919748 5.7978837 0.0059089 
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程序 9.4(4 阶 龙 格 - 库 堪 方法) 用 公式 


产 
+1L 三 了 傣 十 5 人 十 2K2 十 基 3 十 拘 ) 


计算 [e ,8] 上 的 初 值 问题 y = Aty),7y(a) = yo 的 近似 解 。 
function R=Trk4(t ,ab,ya,M) 


%TInPtut 
拓 

从 
%hOutput 


h= (b-a)]V/M， 


tf is the function entered a8 aa String :于 ， 

a and b are the left and right end points 

ya ls the initial condition y(al) 

M is the number of Stepg 
R=[T:' Y'] where T is the vector of abscissag 
and + 18S the vector of ordinates 


T=ZeroS(1 ,M+1) ， 
Y=Zero0s(1L1 ,M+1) ， 


T=a:hib; 
Y(1)=ya; 
tor jj=1|: 


M 


kl=h*yfeval(f ,T(j) ,Y(j)) ; 
Kk2=h*yfevaltt ,T(j)+h/2,Y(j)+KL72) ; 
k3=h*feval (ft ,T(j)+h/2,Y(j)+k2/72) ; 
k4=h*fevalI(Cf ,T(j)+h,YCj)+k3) ; 
Y(j+1)=Y(j)+(Kt+2*k2+2*Kk3+K4)/6; 


end 


R=LT YY] ; 


下 面 的 程序 实现 式 (28) ~ 式 (31) 描 述 的 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 伯 格 方法 。 


程序 9.5{( 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 伯 格 方法 ) 用 误差 控制 和 步 长 方法 求解 [a ,5] 上 的 初 值 问题 
YY =Ai,y) 7y(a) 一 Yo 的 近似 解 。 
function R=rkf45(f,a,b,ya,M,tol) 


AInPUt 
1 


4hDutput 
0 


rn 


tf is the function entered as a String :f， 

a and b are the left and right end points 

ya is the initial condition y(a) 

M is the number of steps 

tol IIS the tolerance 

R=[T' Y'j where T is the vector of abscigssag 
and Y is the Vector of ordinatesgs 


hpEnter the_ coefficients necessary to calculate the 
hvalues jin 〈28) and (29) 

a2=1/4;b2=1/4;a3=3/8;b3=3/32; c3=9/32;a4=12/13， 
b4=1932/2197; c4=-7200/2197;dq4=7296/2197 ;a5=1 ; 
b5=439/216;c5=-8;d5=3680/513;e5=-845/4104;a6=1/2; 
b6=-8/27;c6=2;d6=-3544/2565;e6=1859/4104， 
f6=-11/40;rl=1/360;r3=-128/4275;r4=-2197/75240;r5=1/50， 
rz6=2/55;nl=25/216;n3=1408/2565;n4=2197/4104;n5=-1/5， 


big=1lel15; 


h=(b-a)V/M， 
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hmin=h/64 ; 
hmax=64*h ; 
maxl=200 ; 
Y(1)=yai 
T(1)=3; 
= 并 
br=b-0.00001*abs(b) ; 
while (T(j)<b) 
if 〈《(T(j)+h)>bT) 
h=b-T(jy) ; 
endQd 
VCalculation of values in (28) and (29 ) 
k1=h*feval(f,T(j),Y(jy)); 
y2=Y(]j)+b2*#Kl; 
if big<abs(y2)break ,end 
k2=h*yfeval(f,T(j)+a2*h,y2) ; 
y3=Y(j)+b3+rKk1+c3*K2 ; 
if big<abs(y3)break ,endq 
Kk3=h*y*feval(f ,T(j)+a3yh,y3) ; 
y4=Y(j)+b4*Kk1+Cc4*Kk2+d4*+K3; 
if big<abs(y4)break ,end 
k4=h*feval(f,Y(j)+a4*+h,y4) ; 
y5=Y(j) +b5*#*k1+C5*yK2+d5*#*K3+e5*k4; 
if big<abs(y5)break ,end 
k5=h*feval(f ,T(j)+a5*h,y5) ; 
y6=Y(j )+b6*Kk1+c6*yKk2+d6*Kk3+e6xk4+f6*+Kk5， 
if big<abs(y6)break ,end 
K6=h*feval(f,Y(j)+a6*h,y6) ; 
err=abs(Tl*ykli+r3yrK3+L4+K4+T5+*K5+T6+K6) ; 
ynDew=Y(j)+nt*k1+n3yrk3+n4+*Kk4+n5*K5 ， 
ApAErTrOT and step 8ize Control 
if((erTr<tol) |(h<2*hmin) ) 
Y(j+1)=ynew; 
if((T(Cj)+h)>br) 
T(j+t)=b; 
elLSe 
T(j+t)=T(j)+h; 
end 
]=]+1 
end 
if (erITr==0) 
S= 必 0 ; 
elLSe 
sS=0.84* (tol*h/err) (0.25) ， 
end 
if((sS<0.75)(h>2*#*hmizn) ) 
h=hyV 2 ; 


386 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 


end 
if((S>1.50) 广 (2*h<hmax) ) 
h=2xyh ; 
Te 
if((big<abs(Y(j)7)) 1(maxt==j)) ,break,end 
M= ] ; 
if (b>T(jy) ) 
X= 了 + 二 ; 
ejgSse 
M= j ; 
enaq 
GD 
R=LT， YY:] ， 


9.5.5 习题 


o 


在 习题 1~ 习题 5 中 ,用 六 =4 的 龙 格 - 库 塔 方法 求解 微分 方程 。 
(a) 令 户 =0.2, 手 工 计算 2 步 ; 再 令 户 =0.1, 手 工 计 算 4 步 。 
(b) 比较 精确 解 y(0.4) 与 (a) 中 的 两 个 近似 解 。 
(c) 当 六 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 
7 一 天 一 y0=1，yD= 一 e- 十 纪 ~2f 二 2 


.yy 一 3y 十 31， y(UO) 一 上 y() 一 3 了 ce 一 上 一 上 


. 隶 二 -ty，yYO0)=1， ypD = ee202 


7 =e 一 27，y(0D = 方 ，y0)= 击 e 开 十 te 


.y 一 21y，y0)=1，y0)=1G -DID) 
. 证 明 : 用 NW=4 的 龙 格 - 库 塔 方法 求解 区 间 [ ce , 疏 上 的 初 值 问题 Y = 作 t),y(a)=0 的 结果 为 


时 一 ] 


六 
7 矢志 和 (Fa +4FGtHl2) 十 GD) 
A=-0 


其 中 有 =(8-a)/M =e+ 肌 ,=a+(E+ 寺 ) A , 它 是 [c,2 上 Ai) 的 定 积分 的 辛 普 
条 逼近 ( 步 长 为 /2)。 


. 引 理 7.1( 见 7.3 节 ) 讨 论 的 理 查 森 改进 可 与 泰勒 方 法 一 起 使 用 ,如 果 六 =4 的 龙 格 - 库 塔 方 


法 采用 步 长 六 , 则 有 
y(b) 之 功 十 CR 
如 朱 N=4 的 龙 格 - 库 塔 方法 使 用 步 长 2j, 则 有 
yb) S 26 十 16CR 


消去 包含 C“ 的 项 ,得 到 改进 的 y(b) 的 盘 近 ,结果 为 
16y 一 2 
y(D) 科 一 


用 改进 方法 计算 例 9.11 中 的 数据 ,可 得 到 y(3) 的 更 好 的 近似 。 填 写 下 表 中 缺少 的 项 。 
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(16) 一 y2p)713> 






1.0701860 
1.0094308 
1.06093928 
1.0693906 


对 习题 8 和 习题 9, 带 两 个 变量 (! 和 y) 的 郴 数 Ai ,y) 在 点 (ac, 四 ) 处 的 W=2 次 泰勒 多 项 式 为 
局 攻 三 JaO) 十 ap 一 十 万 (a,D)7 一 四 


一 G) ,7 一 中) 
+ 号 FDC ay 让 十 2G 0 ) 






上 tb 一 一 






8. (a) 求 Fi,y) =y/H 在 (1,1) 处 的 = 2 次 泰 勘 多 项 式 。 
(b) 求 已 (1.05$,1.1) ,并 与 F1.05,1.1) 比 较 。 

9. (a) 求 At,y)=(1+1-7y) 在 (0,0) 处 的 N = 2 次 泰勒 多 项 式 。 
(b) 求 P (0.04,0.08) ,并 与 F0.04,0.08) 比 较 。 


9.5.6 算法 与 程序 


对 于 第 1 题 至 第 5 题 , 用 N=4 的 龙 格 - 库 塔 方法 求解 微分 方程 。 
(a) 令 六 =0.1, 程 序 9.4 执行 20 步 ,然后 令 玉 =0.05, 程 序 9.4 执 行 40 步 。 
(b) 比较 (a) 中 的 两 个 近似 解 与 精确 解 y(2)。 
(c) 当天 减 半 时 ,(a) 中 的 最 终 全 局 误差 是 否 和 预期 相符 ? 
〈d) 在 同一 坐标 系 中 画 出 两 个 近似 解 和 精确 解 。 提 示 :程序 9.4 输出 的 矩阵 R 是 近似 解 
的 x 和 y 坐标 ,命令 plot(R(:,1),R(:,2)) 将 画 出 与 图 9.6 类 似 的 图 。 
.yy = 毋 -yy0)=I，yD=-e-+t 红 一 2f+2 
.了 一 37+3，yO0D=1，yD=Sex 一 r 一 


.》 一 一 履 ，y(0) =1，y(f) = e 一 12 
=e 玫 一 2y，y(0) = 10， y(b) 一 市 e 一 2 十 1e-2 
.y 三 217，y(0)=1，yD=1 一 吕 ) 
对 于 第 6 题 和 第 7 题 ,用 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 伯 格 方法 求解 微分 方程 。 
(a) 用 程序 9.$, 初 始 步 长 为 疡 =0.1, 容 差 为 tol = 10-?。 
\b) 比较 精确 解 y(b) 与 近似 解 。 
(c) 在 同一 坐标 系 中 画 出 精确 解 与 近似 解 。 
6. 在 区 闻 [0,3] 上 ,7 =9te2 ,y(0) =0,y(t)=3te -e+1l、 
7. 在 区 间 [0,1] 上 ,y =2 arctan(t),y(0) =0,y(t)=2iarctan(t) -In(1+ 太 )。 
. 在 一 个 化 学 反应 中 ,一 个 A 分 子 与 一 个 8 分 子 结合 生成 一 个 C 分 子 。 时 刻 ; 时 < 的 浓度 
yt 为 一 个 初 值 问 题 


上 


=K(a 一 y) 尼 一 y， y(0O) =0 
其 中 天 为 正常 数 , ao 和 分别 为 A 和 8B 的 初始 浓度 。 设 大 = 0.01, a = 70 mmol/L ,0 = 
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S0 mmol/L。 用 N=4 阶 的 龙 格 - 库 塔 方法 和 及 =0.5 计算 区 间 [0,20] 上 的 解 。 
批注 可 将 你 的 计算 结果 与 精确 解 y(:) =350(1 - e-…”)/(7 - Se- ”) 比 较 。 注 意 当 :一 
+ 如 时 ,极限 值 为 50。 

9. 通过 求解 合适 的 初 值 问题 ,制作 如 下 积分 的 一 个 函数 值 表 : 


] ] 2 /2 
/mo=ji+- 元 / e 一 7/ df， Us 和 xx 入 3 
2  V32r Jo 


利用 w=4 阶 的 龙 格 - 库 塔 方法 和 刀 = 0.1 进行 计算 ,得 到 的 解 应 该 与 下 表 中 的 值 吻 合 。 
批注 这 是 一 个 生成 标准 正 态 分 布 面积 表 的 好 方法 。 








0.3 
0.69140625 
0.8413448 
0.9331928 
.172499 
0.9937903 
0.99860501 


10. 〈a) 编 与 程序 ,实现 习题 7 中 讨论 的 理 查 森 改进 方法 。 
(b) 用 (a) 中 的 程序 求 [0,0.8] 上 的 初 值 问题 = 电 + 刀 ,y(0) = 工 的 解 y(0.8) 的 近似 值 。 
= 0.8 时 的 真 值 已 知 为 y(0.8) = 5.8486168。 由 步 长 天 = 0.05 开始 ,程序 应 当 在 两 个 
连续 理 查 森 改进 的 差 的 绝对 值 小 于 10-?7 时 停止 。 
11. 考虑 1 阶 积 分 - 常 微 分 (integro-ordinary ) 方 程 ; 


! 
7 =1.3y 一 0.25y 一 oo / y(T) QT 
0 





(a) 在 区 间 [0,20] 上 ,用 4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 和 瑚 = 0.2,y(0) = 250 以 及 梯形 公式 求 方程 
的 近似 解 ( 见 9.2.4 节 中 的 第 10 题 ) 。 

(b) 用 初 值 y(0) = 200 和 y(0) = 300 重复 (a) 的 计算 。 

(c) 在 同一 坐标 系 中 画 出 (a) 和 (b) 的 近似 解 。 


9.6 预报 - 校正 方法 


欧 拉 方法 、 休 恩 方法 、 泰 著 方 法 以 及 龙 格 - 库 堵 方法 都 称 为 单 步 长 方法 ,因为 它们 只 利用 
前 一 个 点 的 信息 来 计算 下 一 个 点 , 即 计算 ( ,yi ) 时 只 使 用 了 初始 点 ( ， yo)。 一 般 地 ,只 有 少 
用 来 计算 ,io。 当 计 算出 若干 个 点 之 后 ,就 可 以 利用 几 个 已 计算 出 的 点 来 计算 下 一 个 点 、 以 
亚当 斯 一 巴 什 福 斯 4 步 法 的 推导 为 例 , 计 算 % 1 需要 yt -ay -2y tl 和 Mk o 该 方法 不 是 自 启 
动 的 ,要 生成 点 | 六) :天 4| ,必须 先 给 出 其 4 个 初始 点 ( 旨 ,yo)，( ,Yi1) 人 272) 和 (3，y3 ) 
(可 用 前 面 各 节 中 的 方法 完成 )。 

多 步 法 的 一 个 优点 是 ,可 以 确定 它 的 局 部 截断 误差 (local truncation error, 简称 工 .T.E. ) ,并 
可 以 包含 一 个 校正 项 ,用 于 在 每 一 步 计 算 中 改善 解 的 精确 度 。 该 方法 还 可 以 确定 步 长 是 否 小 
到 能 得 到 yx, 的 精确 值 ,同时 又 大 到 能 够 免除 不 必要 的 和 费时 的 计算 。 使 用 预报 子 和 校正 子 
的 组 合 在 每 一 步 只 需要 进行 两 次 函数 F(i,y) 求 值 。 
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9.6.1 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 


亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方 法 (Adams-Bashforth-Moulton) 是 由 基本 微 积分 定理 推 寻 出 的 
多 步 法 : 


礁 十 1 
y( 丰 十 1) =>oo+ 1 J 厂 ty(CDD) di (1) 
大 


预报 子 使 用 基于 点 (人 ，,A),G 大 (GE 和 (大 ) 的 Ai,y() 的 拉 格 并 
日 多 项 式 吉 近 值 , 并 在 区 间 [， ,， ] 上 对 式 (1) 积 分 ,这 个 过 程 产 生 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 预报 子 ， 
pkti 一 站 十 玫 (-9 所 -3 十 37 友 -2 一 59 大-1 + 5 及) (2) 


校正 子 的 推导 类 似 。 这 时 可 以 使 用 刚刚 计算 出 的 值 六 ;+。 基于 氮 ( 刀 -大 -2 ( 友 - 大 -1)， 
(所 ,所 ) 和 新 的 点 ( 态 ，， w 《1 如 + 1 ”有 +1 ) ) 构 造 riy(i)) 的 一 个 新 的 拉 格 明 日 多 项 
式 逼近 ,然后 在 区 间 [a ,ay] 上 对 该 多 项 式 积分 , 即 可 得 到 亚当 斯 - 莫 尔 顿 校 正 子 : 


太 
+1l1 一 了 伙 十 5 了 (大 一 2 二 (3 ) 


图 9.10 分 别 给 出 了 推导 公式 (2) 和 公式 (3) 时 拉 格 朗 日 多 项 式 的 节点 。 
zZ = 帮 t，y(b)) Z = 上 帮 t，y(b)) 





1 大 1K+1 1 友 1K+1 


(a) 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 预报 子 的 (b) 亚当 斯 - 莫 尔 顿 校正 子 的 4 个 
4 个 节点 (使 用 了 外 插 方 法 ) 节点 (使 用 了 内 插 方 法 ) 


图 9.10 区 间 [5 , 太 -， ] 上 的 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 方法 积分 


9.6.2 误差 估计 与 校正 


计算 预报 子 和 校正 子 的 数值 积分 公式 的 误差 项 都 是 O( 必 ) 阶 的 ,公式 (2) 和 公式 (3) 的 局 
部 截断 误差 分 别 为 


251 
y( 克 +1) 一 Pk+1l 三 0 (ck+D) 且 (预报 子 的 局 部 截断 误差 ) (4) 
_19 
y(k+1) 一 w+1 = 二 一 yC (dj (校正 子 的 局 部 截断 误差 ) (5) 


17120 
设 刀 很 小 , 且 y2 (5 在 区 间 [ 记 ,] 上 近似 为 常数 , 则 可 消去 式 (4) 和 式 ($) 中 的 5 阶 导 
数 项 ,得 到 结果 


一 19 
y( 帮 +1) 一 欢 +1 匀 0 (COk+il 一 PKk+1T) (6) 
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预报 - 校正 方法 的 重要 性 是 显然 的 :公式 (6) 给 出 的 近似 误差 估计 基于 两 个 计算 值 mr 和 
1 而 没有 使 用 高 阶 导 数 y ( 1 ) 。 


9.6.3 实际 考虑 


校正 子 (3) 在 计算 yj; 时 用 了 近似 公式 让 =Aairypii)。 由 于 办 也 是 y 人 (xD) 的 佑 
计 值 ,因此 可 将 它 用 于 校正 子 (3) 来 产生 新 的 所, 近似值, 这 样 又 将 产生 一 个 新 的 六, 估计 值 。 
然而 , 当 预 报 子 的 该 迭代 过 程 继续 时 , 它 将 收敛 于 式 (3) 的 一 个 不 动 点 ,而 不 是 微分 方程 的 不 动 
点 。 如 果 和 需要 更 高 的 精确 度 , 则 减 小 步 长 更 为 有 效 。 

公式 (6) 可 用 来 确定 何 时 改变 步 长 ,尽管 有 不 少 现成 的 精致 方法 ,这 里 还 是 说 明 如 何 将 步 
长 减 为 /2 或 增 至 24。 设 RelEr = 5 x 10 是 相对 误差 标准 ,并 令 Small = 10-5 。 


19 | 闪 +1 一 PKHL1 、 上 
一 一 一 一 一 一 -一 一 一 > RelErr， 不 一 一 
270 1] 次 T 十 Small > 则 设 2 (7 


2 + 一 PEHH _ RelErr 

270 | 了 +i 十 Smal 100 

当 巴 报 子 和 校正 子 的 关 超 过 5 位 有 效 数 字 时 , 式 (7) 会 将 步 长 减 小 ;如 果 它 们 有 7 位 或 更 

多 有 效 数 字 一 致 时 , 式 (8) 会 将 步 长 增加 。 应 该 对 这 些 参数 进行 微调 ,使 之 适合 不 同 的 计算 机 。 

步 长 减 小 需要 4 个 新 的 开始 值 , 用 F(:,y(i) 的 4 次 插值 来 提供 区 间 [， ,上 ] 和 
[和 -5j 中 的 点 的 值 ,后 续 计 算 中 用 到 的 4 个 网 格 点 到 和， 友和 二 在 图 9.11 中 给 出 。 


新 网 格 一 ~ 132 HI 有 友 





旧 网 格 一 -~ 太 3 必 _7 办 1 纺 
图 9.11 在 自 适应 方法 中 将 步 长 减 为 1/2 


步 长 为 /2 时 用 于 计算 新 的 开始 值 的 插值 公式 为 
一 > 大 -4 十 2 大 -3 一 70j_2 二 140A-1+35 扩 


及 -1/2 三 1 几 
3 大-4 一 20 太 -3 十 90j 2 十 60 庆 一 S 拓 
灰 -312 一 Dr 


增加 步 长 较为 简单 ,需要 7 个 前 面 的 值 来 使 步 长 加 倍 。 每 隔 一 个 点 省 略 一 个 点 即 可 得 到 
4 个 新 的 点 ,如 图 9.12 所 示 。 


-6 内 -4 4 -2 人 ”新 隐 格 
一 一 -一 一 一 -es 
灰 -6 大 -5 大 -4 比 一 3 太 -2 从 -; 大 ~ 一 有 上 朋 网 格 


图 9.12 在 自 适 应 方法 中 将 步 长 加 售 


9.6.4 米尔 恩 -辛普森 方法 


万 一 种 普 志 的 预报 - 校正 方法 是 米尔 恩 - 辛普森 (Milne-Simpson) 方 法 。 其 预报 子 基 于 在 
区 闻 [ 和 3 ,所 ,上 对 At,y(b) 的 积分 ， 
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帮 十 | 
yd = yt 十 1/ GyCD)d (10) 
扶 一 3 


预报 子 使 用 At:,y(b) 的 基于 点 (5 和 (二 , 扩 ) 的 拉 格 朗 
日 多 项 式 盐 近 ,在 区 间 [15 3 ,上 对 它 积分 ,得 到 米尔 恩 预 报 子 ; 
PK+1 三 其 -3 十 了 27- 一 有色 -1 十 2 大) (11) 


校正 子 的 推导 类 似 。 此 时 值 mr 已 知 , 基 于 点 (到 -让 ), (二 ,大 ) 和 新 点 (天 ) = (IF 
《7 ”Dry+l ) ) 构 造 Fiyt)) 的 新 的 拉 格 衣 日 多 项 式 , 然 后 在 区 间 [ 六 ， ， 友 +1 ] 上 对 该 多 项 式 积 
分 ,结果 为 大 家 所 熟悉 的 辛普森 公式 ; 


六 
了 从 +1 三 欢 -1 十 了 (jh 十 4 大 十 大 +H (12) 


9.6.5 误差 估计 与 校正 


计算 预报 子 和 校正 子 的 数值 积分 公式 的 误差 项 都 是 O( 态 ) 阶 的 ,公式 (11) 和 公式 (12) 的 
局 部 截断 误差 为 


28 
y( 放 +D 一 PKk+1l 三 5307 (ce (预报 子 的 局 部 截断 误差 ) (13) 


y(+D 一 其 +1 三 站 7yGdt Di (校正 子 的 局 部 截断 误差 ) (14) 


设 天 足够 小 ,使 得 y2 (在 区 间 [ 冯 ,下 ， ] 上 近乎 为 常数 , 则 可 消去 式 (13) 和 式 (14) 中 的 
5 阶 慎 数 项 ,结果 为 


28 
y(Kk+UD 一 PT 匀 5 OU+1 一 PKHDT) (1S ) 


y”…( 划 ,可 用 它 来 改进 预报 值 。 假设 每 步 中 预报 和 校正 值 的 差 缓慢 变化 , 则 在 式 (15) 中 可 用 
5 和 7， 分 别 替 代 关 ;和 了 +1 ,得 到 如 于 的 修正 ， 
)K 一 有 


1IK 二 1 一 次 十 1 十 的 59 (16) 
在 校正 过 程 中 用 该 修正 值 代替 mr,, ,公式 (12) 变 为 
了 其 +1 二 状 -1 十 (Ai 十 秆 大 十 太 H+1 PE+1)) (17) 
因此 ,改进 (修正 ) 的 米尔 恩 - 辛普森 方法 为 


47 
Pk+1l 三 欠 -3 十 本 ( 己 人 -2 一 大 -1 十 2 及 ) (预报 子 ) 


名 一 下 
17? 一 28 一 一 -一 一 
丰 二 1 一 ZK+l 十 79 


(修正 子 ) (18) 


大 HE 三 大 (TAKEAT) 


户 
了 +1 三 次-1 十 了 (Cj 十 4 大 十 太 +T) (校正 子 ) 
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汉 明 (Hamming) 方 法 是 另 一 种 重要 的 方法 ,这 里 省 略 其 推导 ,只 在 本 节 末 尾 给 出 了 一 个 程 
序 。 最 后 要 提醒 注意 的 是 ,所 有 预报 - 校正 方法 都 存在 稳定 性 问题 ,这 是 较 深 的 内 容 , 有 兴趣 
的 读者 可 深入 探讨 。 
例 9.13 用 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 英 尔 顿 方 法 .米尔 恩 - 辛普森 方法 、 汉 明 方 法 和 大 = 土 计 算 
[0,3] 上 的 初 值 问题 


f 一 
一 一 0) 二 ] 
》 本 ， (OO) 


的 近似 值 。 
解 :用 龙 格 - 库 塔 方法 得 到 初始 值 
yl1 = 0.94323919，。)2 = 0.89749071， ”六 = 0.86208736 
然后 由 程序 9.6 和 程序 9.8 生成 表 9.12 中 的 值 , 表 中 每 一 项 误差 以 10-8 的 倍数 给 出 ， 每 
一 项 至 少 有 6 位 有 效 数 字 。 在 本 例 中 , 汉 明 方法 产生 的 是 最 佳 结 果 。 图 


胡 9.12 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 黄 尔 顿 方法 .米尔 恩 - 辛 茧 森 方 
法 以 及 汉 明 方法 求解 Y = (!- y)/2,y(0) = 1 的 比较 


















亚当 斯 - 巴 什 禄 斯 - 

黄 尔 顿 方法 误 闭 米尔 因 - 辛 普 森 误差 汉 了 明 方法 误 束 
0.0 1.00000000 1.00000000 0E--8 1.00000000 0E 一 
0.5 0.83640227 0.8364023 1 4 上 一 8 ”0.83640234 IE 一 8 
0.025 | 0.81984673 16 王 一 8 | 0.81984687 2 上 一 8 0.81984688 [上 上 一 % 
0U. /75 0.81186762 22E 一 8 | 0.81186778 6E 一 8 0.81186783 1] 上 上 一 多 
0.87$ | 0.81194530 28E 上 一 8 | 0.81194555 JE 一 8 0.81194S58 0E 一 8 
1 .0 0.81959166 32 一 8 | 0.81959190 8 下 -8 0.81959198 0 上 一 8 
] .3 0.91709920 40E 一 8 | 0.91709957 9E 一 8 0.91709967 一 1 达 一 8 
“2.0 1 .10303781 21 一 8 | 1.10363822 IOE 一 8 “1.10363834 一 2 上 一 8 
2.$ 1.3$951387 52 了 上 一 8 | 1.3595$1429 10E--8 1.3$9$1441 一 2 王 一 8 
2.025 | 1.432438S3 32 王 一 8 】 1.43243899 6E 一 8 1.43243907 一 2 一 8 
2.75 1.20851827 5< 上 ~-8 | 1.$08$1869 1IUE 一 8 1.S08S1881i 一 2 下 一 
2.873 | 1.$87S6195 1 上 一 8 | 1.$875S6240 0E 一 8 1.$8756248 一 人 上 一 
了 .0 1.606938998 1.66939038 10PE -8 1.66939050 一 2E 一 8 

9.6.6 正确 的 步 长 


本 书 所 选 的 方法 是 有 目的 的 。 第 一 ,它们 的 推导 对 于 人 门 教程 而 言 足够 简单 ;第 二 ,更 高 
级 的 方法 有 类 似 的 推导 ;第 三 ,大 多 数 本 科 问 题 可 用 这 些 方法 之 一 来 解决 。 然 而 , 当 用 预报 - 
校正 方法 在 大 区 间 上 求解 初 值 问题 y = 所 ,7),y(5) = yo 时 ,有 时 会 出 现 问题 。 

如 果 万 (4,7) <0, 而 步 长 过 大 , 则 预报 - 校正 方法 可 能 不 稳定 。 根 据 经 验 , 当 小 误差 递减 
传播 时 ,结果 稳定 ; 当 小 误差 递增 传播 时 ,结果 不 稳定 。 当 在 大 区 间 上 使 用 的 步 长 太 大 时 ,会 册 
现 不 稳定 ,有 时 表现 为 计算 解 的 振东 性 。 采 用 较 小 的 步 长 可 使 振幅 减 小 。 公 式 (7) - 公式 (9) 
给 出 了 如 何 修改 这 些 算法 。 如 果 使 用 步 长 控制 , 则 应 该 使 用 如 下 的 误差 估计 ; 

?Go -站 s19 一 77 (亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 英 尔 顿 方法 ) (19) 


》 (让 ) 一 凑 乞 一 从 (米尔 赎 - 辛普森 方法 ) (20) 
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8 一 荐 
y (不 ) 一 了 其 亲 


( 汉 明 方法 ) (21) 


所 有 这 些 方 法 的 校正 过 程 都 是 一 类 不 动 点 迭代 过 程 。 可 以 证 明 , 这 些 方法 的 步 长 六 必须 


满足 以 下 条 件 : 


《和 < 


六 女 


2.006017 
Jo 芒 
3.00000 
| 记 ( yj 
2.000017 
| 方 ( y)| 











(亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 ) (22) 
(米尔 恩 - 泣 普 森 方 法 ) (23) 
( 汉 明 方法 ) (24) 


式 (22) ~ 式 (24) 中 的 记号 << 表示 " 远 远 小 于 " ,下面 的 例子 说 明 应 该 使 用 更 严格 的 不 


等 式 : 


< 


及 一 


< 


0.74 

| 方才 | 
0.45 

| 记 ( y)| 
0.69 

| 广 G y)| 





(亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 ) (25) 
(米尔 恩 - 辛普森 方法 ) 〈26) 
〈( 汉 明 方 法 ) (27) 


不 等 式 (25$) ~ 不 等 式 (27) 可 在 数值 分 析 的 高 级 教程 上 找到 。 
例 9.14 分 别 用 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 一 英 尔 顿 方法 、 米 尔 恩 - 辛普森 方法 和 汉 明 方法 积分 求 区 


间 [0,10] 上 


的 近似 解 。 


y 一 30-- 3Sy， y(O 三 1] 


解 :3 种 方法 都 是 O(j) 阶 的 , 当 3 种 方法 都 采用 N = 120 步 时 ,每 种 方法 的 最 大 误差 出 现 


在 不 同 的 位 置 ， 


y(0.41666667) -- 轩 六 -0.00277037 (亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 英 尔 顿 方 法 ) 
y(0.33333333) 一 由 之 -0.00139255 (米尔 天 ~ 辛普森 方法 ) 
7(0.33333333) - 由 之 -0.00104982 ( 汉 明 方法 ) 


在 右 端点 上 =10 处 ,误差 分 别 为 


y(10) 一 y120 六 0.00000000 
YL1U 一 yi20 久 0.00001015 
IO) yl120 六 0U.00000000 


(亚当 斯 ~- 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 ) 
(米尔 思 - 辛普森 方法 ) 
( 汉 明 方法 ) 


亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 和 汉 明 方法 在 右 端 点 都 有 8 位 精确 数字 国 
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注意 当 步 长 过 大 时 ,计算 解 在 真 解 附近 振 疡 。 图 9.13 显示 了 这 一 现象 ,其 中 较 小 的 步 数 
由 经 验 得 出 ,使 得 振 划 大 约 为 同样 大 小 ;由 公式 (25) ~ 公式 (27) 得 到 误 减 振荡 所 需 的 步 数 。 


少 

了 
公 A 八 人 入 入 _ 
0 SC ww 曙 时 螂 塘 塘 AN = 65 
9 
= 了 7 
全 
3 
仿 
] 
对 
U il 2z3 45 6 7 8 9 10 
(8) 

了 
了 
0 AN=110 
4 

AN = 093 

4 
| 
< 】 
] 


(c) 
图 9.13 (a) 当 =37 步 时 ,y =30-5y 的 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 解 是 振 萝 的 , 当 w= 妈 时 
解 稳 定 ,因为 = 10/65 = 0.1538~ 0.15 = 0.75/5 = 0.75/1 (ty)1;(b) 当 N =93 
时 ,y =30-57y 的 米尔 恩 - 辛普森 解 是 振 划 的 , 当 w = 110 时 解 稳定 ,因为 六 = 10/110 = 
003209=~0.09=0.45/5=0.45/16 (057y)1i(e) 当 N= 5S0 步 时 ,y =30-~5y 的 汉 明 解 是 
振荡 的 , 当 W = 70 时 解 稳定 ,因为 凡 = 10/70 = 0.1428~0.138 = 0.69/5 = 0.69/1 太 (7)1 
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下 面 的 3 个 程序 都 要 求 工 和 Y 的 前 4 个 坐标 值 为 由 其 他 方法 得 到 的 开始 值 。 考 碟 例 9.13， 
步 长 为 疡 = 款 , 区 间 为 [0,3]。 下 面 的 MATLAB 命令 将 生成 正确 的 输入 向 量 工 和 YY。 


>>T=Zzeros (1 ,25) ; 
>>Y=Zeros(1 ,25) ， 
>>T=0:1/8:3， 
>>Y(1:4)=[1 0.94323919 0.89749071 0.86208736] ; 
程序 9.6( 亚 当 斯 ~ 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 ) ”用 预报 子 
及 
PhpkA+L 三 傣 十 5 丰 ( 一 少 帮 -3 十 337 大 -2 一 99 大 -1 十 55 大 ) 
和 校正 子 
六 
W+1 一 职 十 5 (人 一: 一 SI1 十 19 扩 十 9 大 D 
求 区 间 [ ae ,b 上 初 值 问 题 y = Fiy),y(a)=yo 的 近似 解 。 


function A=abm(f T,Y) 


khInput - 工 is the function entered as a stTing ):f， 
太 -Tis the vector of abscissas 

人 -~ YY is the vector of ordinates 

ApRemark .The first four coordinates of T and Y must 
have starting values obtained with RK4 


phOutput - A=[T， YY] where T is the vector of abscissag and 
因 Y is the vector of ordinates 
n=Jength(T) ; 
if Dn<58 ,break ,end ， 
F=zeros (1 ,4) ; 
F=feval(t,T(1:4) ,Y(1:4))，; 
h=T(2)-T(C1) ; 
for kk=4:D- 
4hPredictor 
P=Y(k)+(h/24)*(Fyf-9 37 -59 55]，) ， 
T4Kk+1)=T(1)+h*yK， 
F=[F(2) F(3) F(4) feval(f,T(k+1) ,p)]; 
AphCorrecto 
Y(k+1)=Y(k)+(h/24)*(F+[t -5 19 9]:)， 
F(4)=feval(t,T(k+1l) ,Y(k+t)) ， 
enQ 
A=[T” YI] ; 


程序 9.7 (米尔 局 -~ 辛 萌 森 方法 ) ”用 预报 子 

4 
Pk+1 三 傣 -3 十 本 性 人 -2 一 太 -1 十 2 太 ) 
和 校正 子 


天 
了 AL 王 其 -1 十 了 Wi 十 4 大 十 太 +1) 
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求 区 闻 [e ,5] 上 初 值 问 题 Y = FLt,y),y(a)= yo 的 近似 解 。 


function M=mnilneCt IT,Y) 


ApInput - ff is the function entered as a StTing :了 

/ -~ 了 T is the vector of abscissas 

-~ Y is the vector of ordinates 

ARemark. The first four coordinates of T and Y mtst 

人 have starting Values obtained with RK4 

AhOutput -~ M=[T: Y，]】 where T is the vector of abscissag and 
Y is the Vector of ordinateg 


n=1ength(T) ; 

if nn<5,break ,end; 
F=Zero8(1 ,4) ; 

F=feval(f ,T(1:4),Y(1:4)) ; 
Ph=T(2)-T(C1) ; 

Pold=O ; 

yOJd=0 ; 


for X=4:D-1 
%Predictor 
pnew=Y(k-3)+(4+h/3)*(F(2:4)*#*[2 -1 2]，)， 
XModifier 
pmod=pnew+28* (yold-pold)/29; 
T(AKk+1)=T(T1)+hzyk ; 
F=[F(2) FE(3) F(4) feval(f,T(k+1) ,pmod)] ; 
bpCorrector 
Y(k+1)=Y(K-1)+(h/3)*(F(2:4)*k[1 4 1]，)， 
pold=pnew; 
yold=Y(Kk+1ly) ; 
F(4)=feval(f,T(k+l) ,Y(K+1l) ) ， 

end 

M= [T，Y):] ， 


程序 9.8 ( 汉 了 明 方 法 ) 用 预报 子 


二 户 
Pk+1 三 其 -3 十 本 ( 公 帮 一? 一 几 -_1 十 2 大 ) 


和 校正 子 
一 詹 _2 十 9 姑 
8 


求 区 闻 [e,5] 上 和 初 值 问题 Y =iy),y(a)=7o 的 近似 解 。 


3 
yk+1 三 十 训 全 大 -1 十 2 大 十 头 +) 


function H=hammning(,T,Y) 


hpTInput - f is the function entered ag a String :f， 
~ 了 T is the vector of abscissas 
帮 -~ Y is the vector of ordinates 


AhRemark ， The first four coordinates of T and Y must 
have starting values obtained with RK4 


第 9 章 微分 方程 求解 397 


XhOutput - H=[T，Y:]】 where T is the vector of absc 
人 Y is the vector of ordinates 


n=1ength(T) ; 

if nc<cp ,break ,end ， 

F=zerosg (1 ,4) ; 

F=feval(ft,T(1:4),Y(1:4))， 

h=T(2) -TtL) ; 

PolLd=0 ; 

colLd=0o 

for X=4:D=-I 
APTredictor 
Pnew=Y(k-3)+(4*h/3)*(F(2:4)*[2 -1 2]:) |; 
AModifier 
Pmod=Pnew+112*(cold-pold)/121; 
T(Kk+1)=T(T)+hyk; 
F=LF(2) F(3) F(4) feval(f,T(k+l) ,pmod)] ; 
ApCorrector 
cnew=(9+*YyY(k)~Y(k-2)+3*hy(F(2:4)*[-1 2 1]，)7V8; 
Y(k+1)=cnew+9*y (pnew-cnew)J/121 ， 
PolLd=Ppnew ; 
coJd=cnew; 
F(4)=feval(f ,T(k+1) ,Y(xk+1)) : 

end 

H=[IT，Y?:]; 


9.6.7 习题 


在 习题 1~ 习题 3 中 ,用 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方 法 和 给 定 的 3 个 开始 值 Yi， yz 和 


)3 以 及 步 长 = 0.05, 手 工 计算 初 值 问题 的 下 两 个 值 yx 和 》 ,并 将 结果 与 精确 解 y( 旨 进行 
比较 。 


1 


在 区 闻 [0,$5] 上 ,y = 刀 -7yy(0) =1y( 人 (= -e+i2_-25+2 
y(0.05) =0.9$127058 
y(0.10) = 0.9051625S8 
y(0.15$) = 0.86179202 


. 在 区 间 [0,$] 上 ，,y' =Y+3-~ 六 ,y(0) =1,y(ti)=2e + 六 -1-1 


7y(0.05) = 1.03S0422 
y(0.10) = 1.1203418 
y(0.1$) = 1.1961685 


, 在 区 间 [1,1.4] 上 ,Y = - ty,y(I) =1y( 划 =(2-12) 咪 


yx(1.05) = 0.94736477 

y(1.10) =0.88881944 

y(1.1$) = 0.82310388 

在 习题 4~ 习题 6 中 ,用 米尔 恩 - 辛普森 方法 和 给 定 的 3 个 开始 值 wm,y 和 六 以 及 步 长 
= 0.05 ,于 工 计算 初 值 问 题 的 下 两 个 值 yy 和 ys ,并 将 结果 与 精确 解 y( 纪 进行 比较 。 
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, 在 区 间 [0,$j 上 ,Y=e -yy(O0) =1y(t= 引 下 e 


y(0.05 ) = 0.2872020 
y(0.10) = 0.995S32116 
y(0.1$) = 0.98981417 


. 在 区 间 [0,0.95] 上 ,YY =2t,y(0) =1,7y(b=LUCL- 所 ) 


y(0.05$) = 1.0025063 
y(0.10) =1.0101010 
y(0.15$) = .0230179 


. 在 区 闻 [0,0.75j 上 ,=1+ 和 ,yy(0) =1,7y(t)=tana(z+r/4) 


y(0.05) = 1.1053556 

y(0.10) = 1.2230489 

y(0.15) = 1.3560879 

在 习题 7~ 习题 9 中 ,用 汉 明 方法 ,给 定 的 3 个 开始 值 y ,y 和 以 及 步 长 六 = 0.05 ,手工 
计算 初 值 问题 的 下 两 个 值 yy 和 ys ,并 将 结果 与 精确 解 y( 纪 进行 比较 。 


. 在 区 间 [0,5] 上 ,六 =27y- 关 ,y(0) =1,y(b)=1+tanh(t) 


y(0.05) = 1.0499584 
y(0.10) = 1.0996680 
y(0.15) = 1.1488850 


。 在 区 间 [0,1.5$5$] 上 ,yy = (人 1- 人 ),y(0) =0,7y(t) =sin() 


y(0.0S) = 0.049979169 
y(0.10) = 0.099833417 
y(0.1$) = 0.14943813 


. 在 区 间 [0,1.55] 上 ,y = ysin(t),y(0) = 1,7y(t) = sec(i) 


y(0.05) = 1.0012513 
y(0.10) = 1.00$0209 
y(0.15$) = 1.0113S64 


9.6.8 算法 与 程序 


| 


.(〈a) 用 程序 9.6 求 解 习 题 1 ~ 习题 3 的 微分 方程 。 


(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 你 的 近似 解 和 精确 解 。 


.《〈a) 用 程序 9.7 求 解 习 题 4~ 习题 6 的 微分 方程 


(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 你 的 近似 解 和 精确 解 。 


.(《a) 用 程序 9.8 求解 习题 7~ 习题 9 的 微分 方程 。 


(b) 在 同一 坐标 系 中 画 出 你 的 近似 解 和 精确 解 。 


, 使 用 程序 9.6 和 N =37 及 N=65 求 解 [0,10] 上 的 初 值 问题 


7 =30--S$y， y0=1j 
作出 类 似 于 图 9.13 的 图 。 


. 对 于 [1,20] 上 的 初 值 问题 y =45-9y,y(1 = 0， 
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(a) 用 不 等 式 (22) , 求 对 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 ,什么 步 长 可 能 是 不 稳定 的 。 

(b) 基于 ka) 中 的 结果 ,选择 步 长 上 和 太 ,使 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 -~ 莫 尔 顿 方 法 分 别 为 稳定 的 
和 不 稳定 的 。 对 每 种 步 长 ,用 龙 格 - 库 塔 方法 生成 3 个 开始 值 yn ,yy 和 ys。 

(c) 用 程序 9.6 分 别 生 成 两 个 步 长 的 逼近 值 。 

(d) 用 (c) 中 的 结果 ,作出 类 似 于 图 9.83 的 图 ,你 会 发 现 可 能 有 必要 用 多 个 步 长 值 进行 实验 。 


9.7 微分 方程 组 
本 节 是 对 微分 方程 组 的 人 门 介 绍 。 为 说 明 概 念 ,考虑 初 值 问题 
dfX 
二 下 风 Yio) 一 X0 
人 - pg(f yy) y(to) 一 )0 (HH) 
1 一 8 9 ， 9 


式 (的 解 是 一 对 可 微 天 数 x( 和 7y(i)。 当 将 六 zx(t) 和 7(b 代 人 tx,y) 和 8(txyy) 时 ， 
结果 分 别 等 于 导数 晒 数 x(t) 和 YY(i), 即 


X (1) 一 tx(b，y(D) X(10) 三 xz0 2) 
y (一 8(Gx(D,y(D)) y(i0) 三 )0 
例如 ,考虑 微分 方程 组 
尼 
人 -3x 十 2y 7 
该 初 值 问题 的 解 为 
X(I) 一 4e4 十 2e-! 
y(0) = 6e“ 一 2e- 人 
直接 将 x( 纺 和 7( 旨 代 人 式 (3) 右 端 计算 式 (4) 的 导数 函数 ,并 将 其 代 人 式 (3) 左 端 ,得 
16e4 -- 2e- = (4e4 十 2e-0) 十 2(6e4 一 2e-] 
24e4 十 2e 一 = 3(4e4 十 2e) 十 2(6e4 一 2e 一 0] 
9.7.1 数值 解 
考虑 微分 
dx 一 (ty) dt dy 一 8Cx,y)drt (9) 


可 得 出 式 (1) 在 区间 ec 大 :和 上 的 数值 解 。 
易 得 求解 该 方程 组 的 欧 拉 方 法 ,将 差分 式 中 = 有 太 :1 一 友 ， Ce = Myl 一 和 和 dy 一 Yk+t 一 4 代 
和 人 式 (S) ,得 
陛 二 一 称 和 大大 ,大 其) 一 不 ) 
了 +1 一 医生 8 不 了 其) 一 不 ) (6) 


将 区 间 分 为 W 个 子 区 间 ,宽度 为 六 = (5 - a)/ ,网 格 点 为 上 ,= 二 + 天。 把 它们 代入 趟 (6) 中 
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可 得 欧 拉 方法 的 递归 公式 : 
了 +1 一 大 十 几 ， 
JE 二 陨 十 正太 不 不 ，y) (7) 
了 XA+1 三 了 凑 十 PS8( 帮 其 其)， 上 人 一 0,， 1 ，M-1 


要 得 到 合理 的 精确 度 ,应 该 使 用 更 高 阶 的 方法 。 例 如 ,4 阶 龙 格 - 库 塔 公式 为 


户 
XK+1 一 移 十 5 十 2 户 二 2 有 户 十 放 ) 


六 (8) 
W+1 三 耿 十 (81 十 282 十 283 十 84) 
其 中 
万 一 丰 (NXK 从) 81 一 8 不 其 ， 詹 ) 
六 六 | 忆 户 | 
户 三 上 了 (4 十 7， 放 十 了 几 ， 从 十 ii ) ， 82 一 8 ( 十 ， 放 十 了 由 其 十 58 


2 2 2 了 
jh 三 大 (大 十 户 共 十 疡 户 , 痰 十 庆 83)， 84 二 8( 基 十 及 ,大 十 瑚 六 , 扩 十 六 g3) 


例 9.15 用 式 (8) 给 出 的 龙 格 - 库 塔 方法 计算 区 间 [0.0,0.2] 上 式 (3) 的 数值 解 ,采用 10 个 子 
区 闻 , 步 长 产 =0.02。 


解 :第 一 个 点 为 上 = 0.02, 计 算 * 和 ， 所 需 的 中 间 计算 为 


户 大 太 户 六 六 
户 三 上 ( 十 二 ,XXXK 十 了 思 , 凑 十 5， 83 二 8 (。 十 二 ,其 十 放 , 凑 十 52 


万 三 了 (0.00, 6.0, 4.0) = 14.0 81 三 8(0.00, 6.0, 4.0) = 26.0 
mo 十 了 有 一 60.14 y0 十 3.8， -- 4.26 
户 = 0.01,6.14. 4.26) = 14.66 82 = 8L0.01, 0.14, 4.26) = 26.94 
X0 十 2 = 一 0.1466 y0 十 8。 一 4.26094 


方 = F(0.01, 6.1466, 4.2694) -14.6854 

83 一 了 (0.01, 6.1466, 4.2694) 王 26.9786 
X0 十 彤 户 三 6.293708 0 十 g3 一 4.939S72 
亡 = 0.02, 6.293708, 4.539572) = 15.372852 
84 = 丰 (0.02, 6.293708, 4.539572) = 27.960268 


用 它们 得 到 最 终 的 计算 结果 ， 


0.02 

Xl 一 0 十 4 十 2(14.66) 十 2(14.6854) 十 1$.372852) = 6.293S4551 
0.02 

y1 三 4 十 -00 十 2026.94) 十 2(26.9786) 十 27.960268) = 4.53932490 


表 9.13 给 出 了 所 有 的 计算 结果 。 轿 
数值 解 在 每 一 步 都 有 一 定 的 误差 。 上 面 的 例子 中 误差 递增 ,并 在 右 端 点 上 = 0.2 处 达到 最 
大 值 : 
x(0.2) 一 xl10 = 10.5396252 -- 10.$396230 = 0.0000022 
y(0.2) - yio = 11.71$7841 - 11.715$7807 = 0.0000034 
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衷 9.13 xf'(f=Xx+2yy(1=3x+2y,xf(0)=6,y(0)=4 的 龙 格 - 库 塔 解 


K 其 
0 4.00000000 
1 4.93932490 
2 0.01302213 .11948499 
3 0.90832S28 3.74396525 
4 7.35$474319 0.416S3305 
$ 7.776097287 7 .14127221 
6 8.2381375S0 7.92260406 
了 8.741405S23 8.703310607 
8 9.2090020945 9.074S9538 
9 9.88827138 ]0.0300960 

10 10.33906230 11.7147807 





9.7.2 商 阶 微分 方程 


高 阶 微分 方程 包含 高 阶 导数 ( 切 和 达 ( 切 等 。 它 们 出 现在 物理 和 工程 问题 的 数学 模型 
中 ,例如 
ma (t+TCx Et) +) = Bf) 
表示 一 个 弹性 系数 为 有 的 弹簧 带 着 质量 为 严 的 物体 的 力学 系统 。 设 阻尼 于 比 于 速度 , 函数 
&(b 为 外 力 。 通 常 的 情况 是 ,已 知 某 一 时 刻 岂 的 位 置 x( to) 和 速度 x (加 )。 
通过 求解 2 阶 导数 ,可 将 问题 描述 为 2 阶 初 值 问题 
x (人 一 xD DO) xlo 一 x0， xlo 一 轨 (9) 
使 用 变量 替换 
xf CD) 一 y(0) (10) 
可 将 2 阶 微分 方程 重新 表示 为 两 个 1 阶 问题 的 方程 组 ,这样 就 有 x( 站 - y (i) ,而 式 (9) 中 的 
微分 方程 变 为 方程 组 


Gd 
丰 | 一 X0 CD 
4 一 


可 以 用 龙 格 - 库 塔 之 类 的 方法 求解 式 (11) ,并 得 到 两 个 序列 | | 和 | xi。 第 一 个 序列 就 
是 式 (9) 的 数值 解 。 下 面 的 例子 可 看 成 是 阻尼 谐振 运动 。 
例 9.16 考虑 2 阶 初 值 问题 

x(t+4x (t+Sx(t)=0,x(0) =3,x'(0)= -5 
(a) 汪 出 等 价 的 两 个 1 阶 问题 组 成 的 方程 组 。 
(b) 用 龙 格 - 库 塔 方法 来 解 区 间 [0,$] 上 重新 描述 的 方程 ,使 用 有 = 0 个 宽度 为 产 =0.1 
的 子 区 间 。 
(c) 比较 数值 解 与 精确 解 : 


xf = 3e “cosGf) 十 e-2sin(0) 
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解 :(a) 微分 方程 的 形式 为 
入 (人 1= 王 tt Nt = 一 4Y 2) 一 Sxt) 
(b) 用 变量 替换 式 (10) ,得 到 问题 的 新 的 方程 描述 : 


dx 

万 三 ) | 生 
dy y(0) = 一 3 
-一 一 一 Sxr 一 4y， 

di 


(ec) 表 9.14 给 出 了 数值 计算 的 解 。 表 中 没有 列 出 值 | yi 上 (因为 它 是 附加 的 ) ,而 是 列 出 了 
真 解 jxz( 到 ) 以 供 比较 。 国 


表 9.14 x“( 日 +4x' (1+5x( 人 ti=0 的 龙 格 - 库 塔 解 , 初 值 条 件 为 x(0) =3 和 x'(0)= -5 




























好 . . 3.00000000 
2.92404483 2.92309822 
2 2.10402783 2.10404686 
3 1.73S06269 1].73308427 
4 1.41653369 1.416434309 
1].14488409 1 .144904S5 
10 0.33324302 0.33324661 
20 一 收 .00020084 一 0.00621162 
30 一 0.00701079 一 0.00701204 
40 一 0.00091163 一 0.00091170 
48 一 人.00004972 一 0.00004969 
49 一 0.00002348 一 0.000023454 
S0 一 人.00000493 一 0.00000490 
9.7.3 ”习题 


在 习题 1~ 习题 4 中 ,用 步 长 六 =0.05 和 
(al) 欧 拉 方法 (7) ,手工 计算 (x， 3 了 1 ) 和 (x， ya2 )o 
(b) 龙 格 - 库 塔 方法 (8) ,手工 计算 (xx ,yi )。 
1 在 区 间 0<:<1.0 上 求解 方程 组 * = 2z +3y,yY =2x + y;, 初 值 为 x(0) = -2.7 和 7(0) =2.8。 
步 长 使 用 疡 = 0.05。 图 9.14 给 出 了 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 , 可 将 它 与 解析 解 进行 比较 ， 
Xtf) 一 oo- 十 了 4 y( 志 一 02 十 4 
25 0 24 24 
2. 在 区 间 0< 上 <2 上 求解 方程 组 *' =3x - y，Y =4x - y, 初 值 条 件 为 *(0) =0.2 和 y(0) =0.5。 步 
长 使 用 户 = 0.05。 图 9.15 给 出 了 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 ,可 将 它 与 解析 解 进行 比较 ， 
xf) 一 se 一 el y(I) 一 5 一 ae 
3. 在 区 间 0 三: 过 2 上 求解 方程 组 x = x -47y,7yY =x+y 初 值 条 件 为 x(0) =2 和 y(0) =3。 步 
长 使 用 疡 = 0.05。 图 9.16 给 出 了 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 ,可 将 它 与 解析 解 进行 比较 ， 
X(D) 三 一 2e' 十 4etcos“(f) 一 12et cos(1) sinf1) 
和 


y( 四 三 一 3ef 十 6ercos” (上 十 2e! cos(D Sinf 站 ) 
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y 》 
3 0.8 
了 0.6 
0.4 
| 0.2 

性 才 
-2 -1 0 | 2 0.0 0.1 0.2 
图 9.14 方程 组 w =2x+37y,7 =2x+y 图 9.15 方程 组 x =3x-y,yY =4x-Y 
在 区 间 10.0,1.0] 上 的 解 在 区 间 [L0.0,2.0] 上 的 解 


4. 在 区 间 0 大 坟 1.2 上 求解 方程 组 x% = y -4x,y =x+y, 初 值 条 件 为 x(0) =1 和 y(0) = 1 
步 长 关 =0.05。 图 9.17 给 出 了 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 ,可 将 它 与 解析 解 进行 比较 ; 
3e-V2912 _ 3ev2902 2-V290172 十 2V29112 


X(1) 三 7733317 72317 
利 
一 7e-v2902 十 TeV2902 eVY 瑟 U2 十 ev 瑟 2 
y(bD) = 2 二 一 一 37 
在 习题 5 ~ 习题 8 中 ， 


(a) 证 明 函 数 x(#) 为 解 。 

(b) 将 2 阶 微分 方程 重新 用 两 个 1 阶 方程 的 方程 组 表示 出 来 。 

(ce) 用 户 =0.1 和 欧 拉 方法 ,手工 计算 * 和 w。 

(d) 用 疡 =0.05 和 龙 格 - 库 塔 方法 手工 计算 x;。 
,2x( 人 ti) 一 Sux 0) 一 3x(0t) = 45e ,xf(0) =2;x'(0) =1xftt)=4e -内 +7e3 -De 
.WCt+6x th) +9xt)=0x(0)=4 和 x(0) = -4,xz(0t)=4e3+8tp-31 
.和 人 t+XCt) =6cos(t),Y(0O)=2,xz(0)=3,x(t)=2 cos(t) +3sina(t)+3tsin(i)。 
.入 (t+3xz (it)=12,x(0) =5,x (0)=1,x(t)=4+48+e-3。 
少 


局 全 人 


4 
3 


2 


才 
00 0.2 0.4 0.6 0U.8 ] 


图 9.16 方程 组 X =Y~4yyY =%+7 图 9.17 方程 组 X =Y-4xyy = 和 +y 
在 区 间 [0.0,2.0] 上 的 解 在 区 间 [0.0,1.2] 上 的 解 


9.7.4 算法 与 程序 
1. 编写 程序 ,用 W = 4 的 龙 格 - 库 塔 方法 (8) 求 解 方程 组 。 





中 


二 


10， 


11 , 


js 
kw 
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在 第 2 题 至 第 $ 题 中 ,用 步 长 六 = 0.05 ,在 计算 机 上 用 上 述 龙 格 - 库 塔 方法 求解 方程 组 。 
在 同一 坐标 系 中 画 出 解析 解 与 近似 解 。 


. 在 区 间 0 三 上 过 1. 0 =2x+37y,y =2x+yix(0) = -2.7,y(0)=2.8， 


xft)= 一 Se + 训 o 和 7y()= 对 e (+ 5e%。 


, 在 区 间 0 X =3x -yy =4x -yx(0O)=0.2,7y(0) =0.5， 


xz(1)= 二 se -0 和 y( 共 = 本 4 -二 ie- 。 


. 在 区 间 0 三 1 过 2 上 ,x =Y-4y，yY =x+yx(0)=2,y(0) = 3， 


xi) = -2e +4e'cos (1) -12e'cos(i)sinft) 
yt = -3e +6ecos (5)+2e:cos(t)sin(D) 


,在 区 间 0 过 ! 和 1.2 上 ,yx =yY-4x,yY =x+yixt0)=1,y(0) = 1 


vv 加 ! 挛 _3e V 294P 隐 为 ! 产 + ooVY 区 凡 


z(1)=22- + 一 30 
2 /29e 3 总 De 


_Te- 32 +7e v29i72 ep - 32 + 2Y 302 


人 
在 第 6 题 至 第 9 题 中 : 


(a) 将 2 阶 微分 方程 重新 表示 为 由 两 个 工 阶 方程 组 成 的 方程 组 。 
(b) 用 第 1 题 中 的 龙 格 - 库 塔 算法 程序 ,在 区 间 [0,2] 上 用 步 长 六 =0.05 求解 方程 组 。 
(c) 在 同一 坐标 系 中 画 出 解析 解 与 近似 解 。 


,2x(-Sx ti) -3x(t)=4$e2 ,xx(0) =2,x(0) = 1， 


%(t)=4e -和 +7e3 -9ex 


.t+6x ti)+9x0t)=0,x(0)=4,x (0) = -4， 


%t)=4e 一 二 Sie-3 


。 入 (rt)+YUb) = 6cos(i) ,x(0) =2,x (0) = 3， 


xi(t)=2cos(t)+3sin(t)+3tsin(r) 


.Mi)+3x (rt)=12,x(0) =5,x 0) =1 ， 


Xit)=4+48+e -3 
在 第 10 题 至 第 19 题 中 ;用 龙 格 - 库 塔 方法 程序 求解 微分 方程 或 方程 组 ， 并 画 出 每 个 近 
似 解 。 
有 周期 性 外 力 的 共振 弹簧 系统 可 用 模型 

x (1) 十 2Sx(f) 一 8sin(S0)， x(0) 三 0， x (0) = 
来 表示 。 在 区 间 [0,2] 上 用 M=40 步 , 庆 -=0.05 求解 。 
某 个 RLC 电路 的 数学 模型 为 

C (+200'(0) 十 125$O(D = 9 sin(S1) 

oO0) =0 和 0'(0) =0。 在 区 间 [0,2] 上 用 扩 =40 步 , 刀 = 0.05 求 解 。 注 :7(t) = O00t) 为 
时 刻 的 电流 。 


' 在 时 刻 “, 单 摆 与 纵 轴 的 夹 角 为 *( 划 , 设 无 摩擦 力 , 则 运动 的 方程 为 


mx (1) 一 一 mag sin(xz(t) 
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其 中 六 为 质量 ,! 为 弦 长 。 在 区 间 [0,2] 上 用 MH=40 步 ,=0.05 求 解 , 如 果 g =32 fs , 且 
(a) 7 =3.2f,x(0) =0.3,x' (0) =0。 
(bj =0.8f,x(0)=0.3,x (0) = 0。 
13. 捕食 者 - 被 捕食 者 模型 。 非 线性 微分 方程 的 一 个 例子 是 捕食 者 - 被 捕食 者 模型 。 设 *( 纪 和 
yt 分别 表示 兔子 和 狐狸 在 时 刻 上 的 数量 ,捕食 者 -~ 被 捕食 者 模型 表明 ,x(t) 和 y(b 满 中 
(人 t 一 4X) 一 Br(Dy(b) 
y (站 = Cx(Dy(D 一 忆 y(D) 
一 个 典型 的 计算 机 模拟 可 使 用 系数 
4 一 2， 8B=002， C=0.0002， 万 =0.8 
如 果 
(a) x(0) = 3000 只 锡 子 ,y(0) = 120 只 狐狸 ， 
(b) x(0) = 5000 只 兔子 ,y(0) = 100 只 狐狸 ， 
在 区 间 [0,5] 上 用 =S0 步 和 天 =0.2 求 解 。 
14. 在 区 间 [0,8j 上 用 大 =0.1 求 解 x =y- xy,y =-yY+xyx0)=4 和 yy(0)=1。 该 系统 的 
山 线 形成 团 路径 , 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 是 图 9.18 中 的 一 条 曲线 。 
15. 在 [0,4] 上 有 用户 =0.1 求 解 尽 = -3x -2y-2xz2,y =2x-y+27,x(0) =0.8 和 y(0) = 
0.6。 对 于 该 系统 ,原点 是 渐 近 稳定 的 螺旋 点 , 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 是 图 9.19 中 的 一 条 
曲线 。 





人 


革 
-U2 00 02 04 106 08 


图 9.18 方程 组 之 =x- 和 1 = -7y+ 杂 的 解 图 9.19 方程 组 灾 = -3x-27y-2x2 
和 7y“ =2zr~-y+2 人 的 解 


16, 在 [0.0,1.5] 上 用 彤 =0.05 求 解 愉 =? 姑 -和 ,=2xy,x(0) =2.0 和 y(0) =0.1。 对 于 该 系 
统 , 在 原点 处 有 一 个 不 稳定 鞍点 , 解 集 构 成 的 多 边 形 路 径 是 图 9.20 中 的 一 条 曲线 。 

17. 在 [0,5j 上 用 疡 =0.1 求 解 尽 =1- yy 六 = 和 -六 ,xx(0)=- 1.2,y(0) = 0.0。 对 于 该 系统 ， 
氮 (1,1) 为 一 个 渐 近 稳定 螺旋 点 ,点 ( - 1, 1) 为 一 个 不 稳定 鞍点 , 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 是 
图 9.21 中 的 一 条 曲线 。 

18. 在 [0,2] 上 用 上 =0.025 求 解 和 = 2 -2xz ,Y =2x2y~ 和 妇 ,x(0)=1.0 和 y(0) =0.2。 对 于 
该 系统 ,原点 处 为 一 个 不 稳定 临界 点 , 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 是 图 9 .22 中 的 一 条 曲线 。 

19. 在 [0.0,1.6] 上 用 户 =0.02 求 解 x = 妇 - 庆 ,yy =2xy,x(0) =2.0 和 Yy(0) =0.6。 对 于 该 系 
统 , 原 点 处 为 一 个 不 稳定 临界 点 , 解 集 构成 的 多 边 形 路 径 是 图 9.23 中 的 一 条 曲线 。 
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， 》 
人 
2.0 
1.6 
1 .2 
0.8 K 
0.4 ]/ 
世 天 一- 志 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 _2 _1 0 2 
图 9.20 方程 组 交 = 交 - 妆 和 7Y=2xy 的 解 图 9.21 方程 组 =1-y 和 7Y= 巡 - 产 的 解 

) ) 
2.0 
1.5 
1.0 
0.5 CA 

X ， 
0.0 0.5 I0 15 20 -3 -2 -1 0 1 2 3 
图 9.22 方程 组 w = 和 9 -2xy? 图 9.23 方程 组 兴 = 委 一 放 
和 7y =2x y-yY 的 解 和 y'“=2 和 妙 的 解 
9.8 边 值 问题 
万 一 类 微分 方程 具有 形式 
X 一 FT ty)， 4 委 ! 委 六 (1 ) 
边界 条 件 为 
X(C) 一 Qt， tf(O) = 有 (2 ) 


这 失 问 题 称 为 边 值 问题 (boundary value problem) 。 
在 进行 任何 数值 方法 之 前 ,必须 检查 保证 方程 (1) 的 解 存在 的 条 件 ,否则 可 能 产生 无 意义 
的 结果 。 下 面 的 定理 给 出 了 一 般 的 条 件 。 


定理 9.8( 边 值 问题 ) 设 Fi,x,y) 在 区 间 尺 = [by,y):os<tsb -oo<xy<o -oo<y<o| 
上 连续 , 且 1ax = 大 (ix,y) 和 3H1ay= 上 请 (t,x;7) 在 尺 上 也 连续 ,如 果 存 在 尝 数 M >0, 使 
上 户 和 万 对 于 所 有 (ix,y)e 民 满 足 
jzxy)>0 (3) 
| 广 必 xy 委 1 (4) 
则 边 值 问题 
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X 一 (rsX)， xf(a) 一 Qa， xD 一 有 (5) 
在 ae 二 上 过 六 上 有 惟一 解 x=xf(ti)。 
其 中 ,用 记号 y = x( 划 来 表示 函数 Ai,x,x) 中 的 第 三 个 变量 。 最 后 值得 一 提 的 是 ,线性 
微分 方程 的 特殊 情况 。 


推论 9.1( 线 性 边 值 问题 ) 设 定理 9.8 中 的 上 具有 txyy)=p(ti)y+ gt)xX+rt) 的 形式 ， 
且 J 及 其 偏 导数 011ax =9g(t) 和 31ay=p(t) 在 尺 上 连续 。 如 果 存 在 常数 M >0, 使 得 
pt 和 qt 满足 


q(I) >0 对 于 所 有 /ef[a,p] 《6) 
PCOI 委 MW = max tlp(D 07) 

则 线性 边 值 问题 
六 一 POrCD+4(ODxOD+rD， zx)=ow xb = (8 


在 e 和 1 过 上 上 有 惟一 解 x = x(i)。 
9.8.1 分 解 为 两 个 初 值 问题 :线性 打 欧 法 


利用 方程 的 线性 结构 和 两 个 特殊 的 初 值 问题 ,可 辅助 线性 边 值 问题 的 求解 。 设 w( 1 ) 为 初 
值 问题 


(=PODOD+qGOD+rOD， ua@=ac， wa)=0 (9 
的 惟一 解 。 并 设 儿 t 引 为 急 值 问题 
U 一 PCDUCD 十 g()u 人 tn) U(a) 一 0， U (da) = 1] (10) 


的 惟一 解 , 则 线性 组 合 
X (1 一 &) 十 Cu 人 (11) 
为 允 =Ppx ti)+dqC)xC)+r( ti) 的 一 个 解 ,因为 
X 一 丰 十 C 罗 一 PODC 十 GD 十 r(O 十 PODCU (CN 二 (DCu(n) 
= POOL CD 十 Cu(D)) 二 9(D(eD 十 Cu(D) 十 r(b) 
一 DCD)X (ID) 十 gf)x() 十 广 () 
将 边界 值 代 人 方程 (11) 的 解 x(z) .有 
xta) 三 AH) 二 Cu 一 aw+T0=w 
xD) = MD) 十 Cu 《12) 
在 方程 (12) 中 代 人 边界 条 件 x(5) = 68, 得 C=(8-zu(b))/o(2)。 因 此 ,如 果 六 天 0, 则 方 
程 (8) 的 惟一 解 为 
有 太一 MO) 
D(PD) 
批注 如 果 9 满足 推论 9.1 的 假设 , 则 该 公式 将 排除 解 愉 ti)=0, 因 此 式 (13) 为 要 求 的 解 形 式 。 
详细 推导 留 给 读者 作为 习题 。 





XUt) 三 2 人 ) 十 ULI) (13 ) 
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例 9.17 求解 区 间 [0,4] 上 的 边 值 问 题 


X (frf) 一 X (一 一 一 -YY( 人 十 | 





ET 1 十 姑 


边界 条 件 为 x(0) =1.253 和 x(4) = -0.95。 


解 :函数 P,9g 和 r 分别 为 pP(ti) =2H(1+ 驻 ),9g(t= -2/(1+ 关 ) 和 r(t)=1。 用 步 长 
六 = 0.2 的 4 阶 龙 格 - 库 塔 方法 构造 方程 (9) 和 方程 (10) 的 数值 解 1zaj 和 |o1。x(b 的 近 
似 值 1z 在 表 9.15 的 第 一 列 中 给 出 。 然 后 在 式 (13) 中 用 xz(4) = za = - 2.893535 和 
交 4) 一 00=4 构 造 

ui 一 0 = 0.485884u， 
则 所 要 求 的 近似 解 为 } 如 = | +z 好 | 表 9.15 列 出 了 计算 值 ,图 9.24 画 出 了 它们 的 曲 
线 。 读 者 可 证 明 ,p(1) = 上 是 边 值 问题 (10) 的 解析 解 , 即 


2 Ci) 一 


! 
1 十 纪 T 互 ") 


u%(I) _ 





初 值 条 件 为 (0) =0,w(0) = 1。 
表 9.15 方程 | 力 |= 14 + 节 } 的 近似 解 r( 用 = -2 Xe 人 (由 ~ 全 


















0.0 1 50 ] 35506000 
U.2 1.220131 0.097177 1.317308 
0U.4 1 .132073 U.124333 1.320426 
0.6 0.990122 0.2915330 ] .2816S2 
0.8 0.800569 0.388707 1.189276 
] .0 0.370844 0.483884 1.0360728 
] .2 0.30885S0 0U.3830061 0.891911 
].4 0.022522 0.080237 0U.702759 
1.0 一 0.280424 0.777413 0.496989 
1 .8 一 0.392609 0.8 /459| 0.281982 
2.0 一 0.907039 0.971767 0.064728 
2.2 一 1.217121 1.008944 一 0.148177 
2.4 1.106121 一 0.3S0S18 
2.0 1.263297 一 和.330443 
2 .4 1].300474 一 0.700430 
3.0 一 2 294916 1.457651 一 仿 .8372635 
3.2 一 2.490842 1] .234828 一 0.942014 
3.4 一 2.002004 1.052004 一 1.010000 
3.06 一 2.785960 1 .74918 1 一 上 036779 
3.8 一 2.804481 1] .846338 一 1.018123 
4.0 一 2.893333 1.9435S35 一 0.950000 















表 9.16 给 出 了 步 长 分 别 为 灵 =0.2 和 大 =0.1, 用 线性 打 靶 方法 求 得 的 近似 解 与 解析 解 
x(1) 一 上 23 十 0.48608965267 一 2.231 十 21 arctantr) 一 5 ln(1l 十 1 十 5 jn(] 十 上 


的 比较 。 图 9.25 画 出 了 户 =0.2 时 近似 解 的 曲线 。 表 9.16 中 还 列 出 了 近似 解 的 误 善 , 由 于 
龙 格 - 库 塔 方法 解 的 误差 为 O( 居 ) 阶 , 步 长 户 =0.1 的 解 误差 约 为 步 长 人 -02 的 证 。 ” 国 
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了 

] 

| 
] 2 
一 2 
一 3 


图 9.24 芭 世 和 2(b 的 数值 近似 解 ,用 于 构造 灾 (#) = 


1 


囊 9.16 X(= (有 一 - 
艺人 人) 办 大 
f 1 0 精确 解 








1.230000 1.230000 













1.317308 1.3173S0 





















1.3264206 1.3206503 




























].281632 1.281762 


0.8 1.189276 1.189412 
] .0 1 .056728 1.050886 
] .2 0.891911 0.892086 
1.6 0.4960989 0.497187 
2.0 0.0604728 0.060493 1 
2.4 | 一 0.330918 | 一 0.3S0325 
2.8 | 一 0.700430 | --0.700262 
J.2 | 一 0.942014 | 一 0.941888 
3J.0 | 一 1.036779 | 一 1.036708 
4.0 | 一 0.9$0000 | 一 0.950000 





2 


图 9.2$ 方程 z(t) = 





和 《人 
1 + ( 旨 - 





(1) - 


























1.220000 
1.2911T16 
1.317348 
E.328980 
1.3203500 
1.310508 
1.281756 
1.189404 
1.050876 
0.892076 
0.497173 
0.004919 

一 0.350337 

一 U. /700273 

一 0.941895 

一 1.036713 

一 0.950000 





y = W 人 (人 


》 三 区 有 


= 红 


[xz(0+1 的 解 xft)=2(t)+aO(E) 


本 X( fi+1 的 数值 近似 解 





















1 .250000 
1].291117 
1.317350 
1] .328990 
1.326305 
1.310514 
1.281762 
1.189412 
1.0560886 

0.892086 

0U.497187 

0.064931 
一 0.350325 
一 0.700262 
一 0.941888 
一 1.036708 
一 0.950000 






人 (9) + 工 的 数值 近似 曲线 (采用 上 六 = 0.2) 
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程序 9.10 需要 调用 程序 9.9 来 求解 初 值 问题 式 (9) 和 式 (10) ,程序 9.9 用 修正 的 N=4 阶 
龙 格 - 库 塔 方法 求 微分 方程 组 的 近似 解 ,因此 需要 将 方程 (9) 和 方程 (10) 保 存 为 9.7 节 中 方程 
组 (11) 的 形式 。 作 为 示例 ,考虑 例 9.17 中 的 边 仁 问题 ,下 面 名 为 Fl 的 M 文 件 将 初 值 问题 (9) 


保存 为 微分 方程 组 的 形式 。 


function Z=Ft(t,Z) 
Xx=Z(1) ;y=Z(2) ; 
Z= [y ,2*#tky/(1+ 世 “2) -2+X/(1+t“2)+1] ; 


类 做 地 ,名 为 F2 的 M 文 件 将 初 值 问题 (10) 以 合适 的 形式 保存 (只 需 令 Fl1 中 的 r( 站 =0)。 
使 用 命令 ploet(L(:,1L),L(:,2)) 可 以 画 出 程序 9.10 得 到 的 近似 解 。 


程序 9.9( 方 程 组 的 W=4 的 龙 格 - 库 塔 方法 ) 求 区 间 [ae,] 上 的 微分 方程 组 
xl 人 三 万 ( 人 1 人 (xn 人 (D) 


双人 = 户 (2(Dxn(D) 
的 近似 解 , 初 值 条 件 为 xi(a)=al yx (aa)=ao。 


function [T,Z]j=rks4(E,a,b ,Za ,M) 


hpInput -~- 了 is the Sygtem input as a StTring 2F， 

六 ~ a and b are the end pointSs of the interval 
太 ~ Za=[x(aj) y(a)] are the initial conditiong 
人 -~ M is the number of steps 


khDOutput - T is the vector of steps 
0 2=[xlktt).. .xn(t)]; where xk(t) is the approximation 
人 to the Xxth dependent variable 


h=(b-a)VM; 

T=ZeIros (1 ,M+1) ; 

2Z=Zero0Ss (M+1 ,1ength(Za) ) ; 

T=a:h:b; 

ZL, :)=Za， 

tor j=l:M 
Kl=h*rfeval(F,T(j),Z(j，:)); 
k2=h#fevalF ,T(j)+h/2,Z(j,:)+k1/2) ; 
K3=hxfevalCF ,T(j)+h/2,Z(j ,:)+k272) ， 
K4=h*feval(F,T(j)+h,Z(j,:)+K3) ， 
Z(j+l,:)=Z(j，,:)+(kl+2+*k2+2*k3+k4)/6 


end 

程序 9.10( 线 性 打靶 法 ) 求 区 间 [e,8] 上 的 边 值 问题 % =PCt)X At)+g(C)xX(CE)+TCE)， 
x(a)=ax(b)=B 的 近似 解 , 使 用 N=4 阶 的 龙 格 - 麻 塔 方法 。 
function L=1insht(Fl,F2,a,b,alpha,beta,M) 


hpInput - F1 and F2 are the systems of first-order eqtuations 
1 representling the I.V.P.:S8 (9) and (10) ， reSpectiVvely; 
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几 input aS StITringe 2F1:， :了 了 2: 

人 - a and b are the end pojints of the interval 

1 - alpha = x(a) and beta = X(b); boundary conqitions 
/ - M is the number of Steps 

khOutput - 工 =[T: Xj;i where T: is the (M+1)X1L Vector of 

人 abscissas and X is the (M+1)Xxl Vector of ordinates 


XSolve the System Fi 
Za= [alpha,0] ; 

[T ,Z] =7rks4(Fl,a,b,Za,M) ; 
U=Z(: ,1) ; 

X%hSolve the System F2 
Za=[O0,1] ; 
IT,Z]=rks4(F2,a,b,Za,M); 
V=Z(: ,1) ; 


hphCalculate the solution to the boundary Value problenm 
X=U+ (beta-U(M+1) )*V/AVCM+TT) ; 
L=[T，X] ; 


9.8.2 习题 


1. 证 明 函 数 x( 约 为 边 值 问题 的 解 。 
(a) 在 区 间 [1,3] 上 ,=(-2/0)x +(2/)x+(10cos(n(i)))/t2,x()=1 和 xyx(3)= -1 


xD) 二 人 60 一 3 cn() 十 王 sn0nO) 
(b) 在 区 间 [0,4j 上 , 迷 = -2x' -2x+e -+sin(2i),x(0) =0.6 和 x(4) = -0.1， 
Xi) 一 5 十 e 一 一 se cos(f ) 一 2 coszd) 
十 3.670227413e 一 sin(ft) 一 cos(f) Sin(t) 
(c) 在 区 间 [0,2] 上 ,x = -4x' -4x +Socos(41) +sin(21),x(0) =0.75,x(2) =0.25， 
x(1) 二 -部 十 1.02Se-“ -- 1.915729975Sfe-2 十 5 cos2C) 


6 4 
一 cos4(1) 一 5 cos(f) Sin(f) 十 cos” (1) sin(1) 


(d) 在 区 间 [1,6j 上 ,x+(1Dx + (1-17/(4 关 ))x =0,x(1) = 1,x(6) =0， 


”0.2913843206 cos(f) 十 1.001299385 sin(1) 
\VA 


(e) 在 区 间 [0.5,4.5] 上 , 允 - (1UbDx +(UP)x=1x(0.5) =1,x(4.5) = 2， 


Xf) 


xD) = 六 一 0.25258264911 一 2.528442297f ln(y) 
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2. 习题 1(e) 中 的 边 值 问题 是 否 满 足 推论 9.1 中 的 假设 ? 解释 之 。 
3. 如 果 5 满足 推论 9.1 中 的 假设 , 试 说 明 w(0)=0 为 边 值 问题 
”一 P(D) 十 GOv(b)， U(a) 王 0. vb) 一 0 


的 惟一 解 。 
9.8.3 算法 与 程序 


1.《〈《a) 用 程序 9.9 和 程序 9.10 求 解 习 题 1 中 的 每 个 边 值 问题 , 步 长 为 户 =0.05。 
(b) 在 同一 坐标 系 中 表 出 近似 解 和 真实 解 。 
2. 类 比 于 程序 9.9, 分 别 基 于 如 下 方法 构造 程序 : 
(a) 休 恩 方法 。 
(b) 亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 莫 尔 顿 方法 。 
(c) 汉 明 方法 。 
.〈a) 修改 程序 9.10, 使 之 调用 上 题 中 的 各 个 程序 。 
(b) 用 上 述 程序 求解 习题 1 中 的 每 个 边 值 问题 , 步 长 为 户 =0.05。 
(c) 在 同一 坐标 系 中 画 出 求 得 的 近似 解 和 真实 解 。 


kw 


9.9 有 限 差 分 方法 


一 让 的 2 阶 边 值 问题 可 以 用 差 商 近似 导数 的 方法 来 求解 。 考 虑 [ ae ,5] 上 的 线性 方程 
f 一 PCODX (CD 十 9(DOx(D 十 r(0) (1) 
边 值 条 件 为 x(e) =a,x(p) = 有 8。 点 ae=b<bh<…<i = 将 区 间 [e, 0 划分 为 个 子 区 
间 , 其 中 必 = (8- a)/N, 且 对 J=0,1…,N,5=a+ 页 。 用 第 6 章 讨论 的 中 心 差分 公式 来 近似 
导数 


zi+1DD 一 (三 -JJ) 


X (全 ) 一 十 OP ) (2) 


CN+H 一 25( 有 ) 十 X( 人 一 
态 


xz 站 ) 一 + OO (3) 


首先 ,用 5 蔡 换 式 (2) 和 式 (3) 右 端 项 中 的 x(z ) 项 ,并 将 结果 代入 式 (1) ,得 到 
扩 /十 ] 一 LN 十 立 j 一 ] 


站 + O() 一 PC 后 5 盖 十 0 


《4) 
十 @ 人 (Jr 十 大 () 
然后 略 去 式 (4) 中 的 项 O( 大 ) ,并 引入 记 号 记 =pli),9=9(5) 和 关 =r(5), 得 到 差分 方程 


Xj 上 +1 一 2XK1 十 郑 关 | 和 /十 1 一 关 /一 1 
人 9 十 (5) 


第 9 章 微分 方程 求解 413 


用 它 来 计算 微分 方程 (1) 的 数值 近似 解 。 式 (5$) 的 两 端 同 蒜 以 疡 ,合并 包含 w -ix 和 思 :1 的 
项 ,并 将 它们 组 织 为 线性 方程 组 : 


一 
2 一 ) xj-1 十 2 十 和 qjz 十 (2 一 1) xj 一 一 外 (6) 


J=1,2……AN-1l 其 中 xo=a 和 xnv =p8。 方 程 组 (6) 是 我 们 熟悉 的 三 对 角形 式 ， 以 征 阵 方式 表 
未 能 看 得 更 清楚 : 


2 十 jg <P1 一 1 区] 
子 pp -1 2+h2qz pp 一 1 O 7 
子 六 一 1 2 十 129) PP/ 一 ] 

C 子 PN-2 一 1 2 十 jgN-? 生 PN_2 一 上 | | xzN-? 


子 PN-l -1 2 十 pe2gN_1 | | xnw-i 


一 perN-l 十 eN 


其 中 ， 
太 一 闫 
e0 一 (和 十 je eN 一 ( 取 wr- 十 1j 
当 用 步 长 j 进行 计算 时 ,数值 近似 解 为 离散 点 集 |(t， 所 ) ,如 果 解 析 解 *(5) 已 知 , 则 可 
将 和 和 x( 二 ) 进 行 比 较 。 
例 9.18 求解 区 间 [0,4] 上 的 边 值 问题 


二 X (1) 一 xn 十 1] 


下 
了 ) 二 
人 1 十 基 | 十 





x(0) =1.2$,x(4) = -0.95。 

解 :函数 请 ,g 和 r 分别 为 p(ti) =28(11+ 上 ),9q(t)= -2/(1+ 纪 ) 和 r(i)=1。 利 用 方程 
组 (6), 用 有 限 差 分 方法 构造 数值 解 1jxjl。 表 9.17 中 给 出 了 对 应 于 步 长 几 =0.2, 放 - 
0.1,A3 =0.0$S5 和 jj = 0.025 的 近似 解 值 1 oo [os 和 fx |。 图 9.26 画 出 了 当 
ji =0.2 时 的 点 | 和 0 构成 的 多 边 形 路 径 。 步 长 为 刀 =0.1 时 生成 的 序列 有 41 项 ,而 
步 长 为 | wz 时 生成 的 序列 只 有 21 项 ,对 应 于 表 9.17 中 的 值 | |。 类 似 地 ,序列 |x | 和 
[xj,4| 分别 是 用 步 长 ba =0.05 和 ju = 0.025 生成 的 部 分 值 ,它们 对 应 于 表 9.17 中 的 21 人 
值 {5j。 
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下 面 将 表 9.17 中 的 数值 解 与 解析 解 x(!) = 1.25 +0.486089652: - 2.251 +2tarctan(t) - 
二 jn(1+ 关 )+ 评 弓 mn(1+) 进 行 比较 。 可 以 证 明 ,数值 解 的 误差 阶 数 为 DO( 庆 ), 因 此 当 步 
长 减少 去 时 ,误差 大 约 减 少 到 原来 的 车 。 仔 细 地 考察 表 9.18 会 发 现 的 确 如 此 。 例 如 , 当 
5=1.0 时 , 步 长 , jia,hs 各 的 误差 分 别 为 ei = 0.014780, e，= 0.003660, e， = 
0.000913 和 es =0.000228。 其 比值 分 别 为 ez/e = 0.003660/0.014780 = 0.2476, eye ， 
= 0.000913/0.003660 = 0.2495 和 ei 4/ej; = 0.000228/0.000913 = 0.2497 , 它们 都 接近 士 。 





表 9.17 交 ( 旭 = 一 j +1 的 数值 近似 解 


A = 0.2 二 0.1 一 0.05 站 一 0.025 机 
0.0 1.230000 1.230000 1.250000 1.250000 .250000 
0.2 1 .314503 1.316646 1.317174 1.317306 1.317350 
0.4 1 .320007 1.325045 1.3206141] 1.320414 1.3203505 
0.0 1.2727535 1.2793533 1].281206 ] .281023 1.2817062 
0U.8 1.177399 1.186438 1.188670 ] .189227 ].189412 
1] .0 1.042106 1.033226 1.055973 1.050058 1.0>0880 
1.2 0.874878 0.887823 0.891023 0U.891821] 0.892086 
1.4 0.6083712 0.098181 0.7017358 0. /02030 0.702947 
1.6 0.476372 0.492027 0.495900 0.496805 0.497187 
1 .8 0.260264 0.276749 0.280828 U.281846 U.282184 
2.0 0.042399 0.039343 0.063537 0.0604583 0.004931 
2 一 0.170616 一 心 .133392 一 0.149378 一 0.148327 一 0.147977 
2.4 一 0.372357 一 (0.35584 1 一 人.351702 一 0.350009 一 U.330325 
2.0 一 0.357565 一 0.341346 一 0.537580 ~0.5730590 一 0.530201 
2.8 一 0.720114 一 0.705S188 一 0.701492 一 (0.700570 一 人. /00262 
3.0 一 0854988 一 人 .841551 一 0.838223 一 0.837393 一 0.837110 
3.2 一 0.957250 一 0.945700 一 0.942839 一 0.942125 一 0.941888 
3.4 一 1.022221 一 1.012958 一 1.0106062 一 1.010090 一 1.009899 
3.0 一 1.045457 一 上 .038880 一 1.0372350 一 1.036844 一 1.036709 
3.8 一 1.022727 一 1.019238 一 1.018373 一 1.018158 一 1.0180806 
4.0 一 0.9$0000 一 0.9S0000 一 0.930000 一 0.950000 一 0.950000 

















图 9.26 x(b)=zx(i+a(b) 的 曲线 . 它 是 x 《1= 1 





《划一 






Txt(t+1l 的 数值 近似 解 ( 步 长 为 疡 =0.2) 
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表 9.18 有 限 吾 分 方法 的 数值 近似 误 闲 
X( 门 一 2 XI 门 一 X7 2 X( 门 一 大.3 xD 一 工 )4 
1 一 《ji 一 e1.4 
j4 三 0.025 
0.0 0.000000 
0.2 0.000044 
0.4 0.000091] 
0.6 0.000139 
0.8 0.012013 0.000185 
1.0 0.014780 0.000228 
1 .2 0.017208 0.0002654 
1 .4 0.019235 0.000297 
] .6 0.020815 0.000322 
[ .8 U.021920 0.000338 
2.0 0.0225S33 0.000348 
2.7 0.022639 0.000350 
2.4 0.022232 0.000344 
2.0 U.021304 0.000329 
2 了 .8 U.019852 0.000308 
3.0 0.017872 0.000277 
3.2 0.01S362 U.000237 
3.4 0U.012322 0.000191 
3.0 U.008749 0.000135 
3.8 0.004641 0.000072 
4.0 0U.000000 U.U0U0000 





最 后 说 明 如 何 使 用 理 查 森 改进 方法 ,通过 对 着 来 不 其 精确 的 值 |z ij ,ix |， tx 和 
4 的 外 播 得 到 具有 6 位 有 效 数字 的 近似 值 。 通 过 生成 外 插 序 列 |z ,| = 必 4xja - %1)/3| 
消去 近似 序列 |z | 和 jx 中 的 误差 项 O( 忆 ) 和 0O((p/272)。 类 似 地 ,通过 生成 jz?| = 
[4x3 =- %a2 73 消去 序列 站 村 和 | 让 中 的 OCRA27) 和 OCRA42) 已 知 2 阶 理 查 森 改 
进 适 用 于 序列 | 切中 和 |5z|, 故 第 三 次 改进 为 |(16z ， - =, )/15|。 以 对 应 于 刁 =1.0 的 外 插 
值 为 例 ,第 一 次 外 插值 为 

4x12 一 Xi1 4(1.053226) - 1.042106 


3 3 一 1.04095932 =- “1 ,1 
第 二 次 外 播 结果 为 


4xj3 一 纪 ) 4(1.055973) ~ 1.053226 
2 -~ 二 = 1.056889 = z ，， 


第 三 次 外 播 和 包含 项 21 和 2 


16z/2 一 zj 16(1.056889) -1.056932 


5 = 一 1056886 
了 最 后 的 计算 结果 精确 到 小 数 点 后 第 6 位 。 其 他 点 的 值 在 表 9 19 中 给 出 。 国 


程序 9.12 调用 程序 9.11 解 三 对 角 方 程 组 (6) ,程序 9 12 要 求 系数 函数 p(t) ,cg(t) 和 (fb) 
[ 边 值 问题 (1)] 分 别 保存 在 M 文 件 pb.m,q.m 和 .nm 中 。 
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表 9.19 用 有 限 差 分 方法 得 到 的 数值 逼近 的 外 播 | xj ,Loj 和 | xs| 


























































































XI) 
! 精确 解 
-了 

0.0 1.2$0000 1.20000 1.290000 1.240000 
0.2 1.317360 1.317351 1.317340 1.317350 
0.4 1.326924 1.326506 1.320S04 1.3206405 
0.0 1.281792 1.281764 1.281762 1.281762 
0.8 1.18945 1] 1.189414 1.189412 1.189412 
1.0 1.096932 1.0$6889 1.096886 1.096886 
1 .2 0.892138 0.892090 0.892086 0.892086 
1 .4 0.703003 0.70295S1 0.702947 0.702948 
1.6 0.497246 0.497191 0.497187 0.497187 
1.8 0.282244 0.282188 0U.282184 0.282184 
2.0 0.064991] 0.0649354 0.064931 0.060493 1] 
2.2 一 0.147918 一 0.147973 一 0.147977 一 0.147977 
2.4 一 0.330268 一 0.390322 一 0.350325 一 心 .340324 
2.6 一 0.336207 一 0.S36258 一 0.5362061 一 0.536261 
2.8 一 0.700213 一 0.70025S9 一 0.700263 一 0.700202 
3.0 一 0.837072 一 0.837113 一 0.837116 一 0.837116 
3.2 一 0.9418S0 一 0.941885 一 0.941888 一 0.941888 
3.4 一 1.009870 一 1.009898 一 1.009899 一 1.009899 
3.6 一 1.0360688 一 1.036707 一 1.036708 一 1.036708 
3.8 一 1.018075 一 1.018085 一 1.018086 一 1.018086 
4.0 一 0.990000 一 0.950000 一 0.950000 一 0.9S0000 





程序 9.11( 三 对 角 方 程 组 ) 求解 三 对 角 方 程 组 CX = 轨 , 其 中 C 为 三 对 角 憩 阵 。 


functiona X=trisys(A,D,C,B) 


ApInput - A is the Subdqiagonal of the coefficient matrix 

内 -~ D is the main diagonal of the coefficient matrix 
-is the Superdiagonal of the coefficient matrix 
1 ~- 日 1s the constant Vector of the linear system 
khDOutput - X is the solution vector 

N=Jenpgth(B) ; 

for KK=2:N 


muIt=A(k-1T)ADCK-1) ; 
D(Kk)=D(K)-mult*yC(k-1) ， 
B(k)=B(k)-mult#kB(Kk-1L) ; 

end 

XAN)=B(N)VD(ON) ; 

tor K= -dl1:-1 :1 
X(K)=(B(k)-C(k)*XCK+1))VD(CK) ， 

@D dd 


程序 9.12( 有 限 差 分 方法 ) “用 O( ) 阶 的 有 限 差 分 方法 求 区 间 [a,] 上 边 值 问题 ww = 
Pi)x (Li)+9q(t)x(t)+r(t)x(a)=ax(o)=B 的 通 近 。 
批注 网 格 为 =<…<thl=D) 解 点 为 (bx )wo。 
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function F=findiff(p,q,ry,ab,alpha,beta,N) 


XInput - Pp,q,and T are the coefficient functions of 《1 ) 
input aS Strings;i )p)，)Qq?，?I 

- a and b are the left and right endq points 

- alpha=x(a) and beta=x(b) 

人 - N is the number of steps 

ADutput -~- F=[T' X?] :where T， is the 1XN vector of abscissag 
1 and X is the 1xN vector of ordinates 


AhInitialize Vectors and hh 

T=Zeros(1 ,N+1) ; 

X=Zeros(1 ,N-1I) ; 

Va=Zzeros (1 ,N-2) ; 

Vb=zero8s(]1 ,N-1) ; 

VCc=zeros (1 ,N-~2) ， 

Vd=zeros (1 ,N-1) ; 

h=(b-a)VN; 

AhACalctulate the constant vector B in AX=B 
Vt=a+h:h:a+hb*(N-T) ; 

Vb=-h”2*fevalkGr,Vt) ， 
Vb(1)=Vb(1)+(1i+h/2+xfeval(p,Vt(1)))*alpha; 
Vb(N-1)=Vb(N-1)+(L1-h/2*feval(p,Vt(N-1) ))*beta， 
bpCalculate the main diagonal of A in AX=B 
Vd=2+h-2yrfeval(q，,Vt) ; 

khCalculate the superdiagonal of A in AX=B 
Vta=Vt(1 ,2:N-T) : 

Va=-1-hV/2*+*feval(Pp,Vta) ; 

pCalculate the Stubdiagonal of A in AX=B 
Vtc=Vt(1,1:N-2) ， 

Vc=-1+hV2*feval(p,Vtc) ; 

hphSolve AX=B using trisys 
X=trisys(Va,Vd,Vc,Vb) ; 

T=[a,Vt,b] ; 

X= [alpha,X,beta]; 

F=LT， X)] ; 


9.9.1 习题 


习题 ! ~ 习题 3 为 用 有 限 差分 方法 求 x(a +0.5) 的 近似 值 。 
(a) 令 1 =0.5, 手 工 计算 1 步 , 然 后 令 及 = 0.25 ,手工 计算 2 步 。 
(bj) 用 (a) 中 的 结果 进行 外 捅 ,得 到 更 好 的 结果 , 即 2 =《4x22 -2%i1)/3。 
(c) 对 比 (a) 和 (b) 得 到 的 结果 与 精确 解 x(a +0.5)。 
1. 在 区 间 [0,U 上 , 达 =2x' -x+ 缚 -1x(0)=5 和 x(1) =10. 
xi)= 纺 +4t+5 
2. 在 区 间 [1,6] 上 , 达 + (tx +(1-1(402))x=0 和 x(1)=1,x(6) = 0， 
x( 人 二 0.2913843206 cos( 6 ] .001299385S sin( it ) 
[ 


(nn 


呈 负 忆 仆人 
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. 在 区 间 [0.5,4.5] 上 , 双 -(UDx +(UP)x =1x(0.$) =1x(4.5) = 2， 


xi) = 太 -0.2592$8264915 - 2.5284422971jn(t ) 


. 设 p,q,r 在 区 间 [a,/ 上 连续 , 且 当 ae 达 < 时 (1) > 0。 如 果 户 满足 0< 关 <2/1f ,其 中 


呆 = IaAo<esb | PC) ,证 明 : 式 (6) 的 系数 抢 阵 严格 对 角 占 优 , 并 且 存 在 惟一 解 。 


. 设 p(bi=ECI>0 且 0( 贡 =C, >0。 


(a) 写 出 该 条 件 的 三 对 角 线 性 方程 组 。 
(b) 证 明 :该 三 对 角 线 性 方程 组 严格 对 角 占 优 , 且 如 果 C;/1C, 三 六 , 则 它 有 惟一 解 。 


'9.2 算法 与 程序 
. 利用 程序 9.11 和 程序 9.12 求解 边 值 问题 ,用 步 长 关 =0.1 和 上 六 = 0.01。 在 同一 坐标 系 中 画 


出 两 个 近似 解 和 真实 解 。 
(ai) 在 区 间 [0,1j 上 , 允 =2x' -x+ 弓 -1,x(0)=S$,x(1 = 10， 

xi)= 上 六 +4t+5 
(b) 在 区 间 [1,6j 上 , 允 +(UVDx +(TE-1(4P2))x =0,x(1)=1,x(6) =0， 

(1 = 0.2913843206 cos(:) + 1.001299385 sin() 

VE 

(ec) 在 区 间 [0.$,4.$] 上 ,x- (1Hi)x + 六)x=1,x(0.5) = 1,x(4.5$) =2， 

xit)= 态 ~0.23258264911! - 2.528442297tjlnkt) 
在 第 2 题 至 第 7 题 中 ,用 程序 9.11 和 程序 9.12 求解 边 值 问题 ,分 别 用 步 长 六 =0.2 几 =0.1 
和 上 疡 =0.05。 在 同一 坐标 系 中 画 出 3 个 解 。 


. 在 区 间 [1,3] 上 , 允 =(-2/ 芍 +(2/2)x+(10 cos(n(t)))/12,x(1) =1x(3)= -1 

, 在 区 间 [0,3j] 上 ,和 = -Sx -6x+te +3.9cos(3t),x(0) =0.95,x(3) =0.15。 

. 在 区 间 [0,2j 上 , 巡 = -4x -4x+Scos(4b) 二 sin(2!),x(0) =0.75,x(2) =0.25。 

. 在 区 间 [0,4] 上 , 双 = -2x -2x+e-+ sin(2t),x(0) =0.6,x(4)= -0.1。 

. 在 区 间 [1,6] 上 ,‰+(2/1)x (2/2)x = sin(t)/ 太 ,xx(1)= ~-0.02,xy(6)=0.02。 

. 在 区 了 间 [1,6] 上 ,x 允 +(1DDz +(L- 1/(4 六 ) )x =Vicos(i) ,xx(1) = 1.0,x(6)= -0.5。 

, 构造 程序 ,调用 程序 9.11 和 程序 9.12, 进 行 例 9.18 和 例 9.19 中 的 外 插 过 程 。 

. 对 每 个 边 值 问题 ,用 上 题 中 的 程序 和 步 长 关 = 0.1, 记 = 0.05,) = 0.025 构造 类 似 于 表 9.19 的 


表 ,并 在 同一 坐标 系 中 画 出 外 播 结果 和 真实 解 。 

(a) 在 区 间 [0,1] 上 , 允 =2x -yy+ 纪 - 1,x(0) =S$,x(1) = 10， 
X(t)= 纺 二 41+5 

(b) 在 区 间 [1,6] 上 , 巡 +( 人 (Vi +(L-10462))7 =0,x(1)=1,x(6) =0， 
xD 人- 0.2913843206 cos( 1 .001299385S sin(t ) 

(ce) 在 区 间 10.$,4.5j 上 , 妈 一 (1 和 + (1/ 六 )x =1,x(0.5) = 1,x(4.$) =2， 
xi(t)= -0.2525$8264911 - 2.528442297ijn(1 ) 
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应 用 科学 物理、 工程 领域 中 的 许多 问题 可 建立 偏 微分 方程 的 数学 模型 。 包 含 多 个 目 变 量 
的 微分 方程 称 为 偏 微分 方程 (partial differential equation ,简称 PDE) 。 理 解 求 PDF 的 近似 解 所 用 
到 的 基本 原理 ,并 不 需要 专门 学 习 PDE 课程 。 本 章 主 要 研究 有 限 差分 方法 ,它们 以 函数 的 一 
阶 和 二 阶 导 数 的 近似 公式 为 基础 。 对 3 种 方程 进行 了 分 类 ,并 对 每 种 方程 介绍 一 个 对 应 的 物 
理 问 题 。 一 个 偶 微 分 方程 的 表示 如 下 : 


4 二 By+Cy = xy 中 中 中) (1 ) 
其 中 4, 有 和 CC 是 常数 , 称 为 拟 线性 (quasilinear) 数 。 有 3 种 拟 线性 方程 : 
如 果 于 -44C <0, 称 为 椭圆 型 方程 (2) 
如 果 刀 -44C = 0, 称 为 抛物 型 方程 (3) 
如 果 好 -44C >0, 称 为 双 曲 型 方程 (4) 


以 振 弦 (vibrating string) 的 一 维 模型 为 例 , 它 是 双 曲 型 方程 。 位 置 w(x, 妇 由 波动 方程 、 给 
定 的 初始 位 置 .速度 函 数 和 边界 值 确 定 。 波 动 方程 为 


OH, YY) 一 了 Mrr(r，T)， 0<yX< 一 了 0 一 上 < co (S) 
志 始 位 置 和 速度 函数 为 
xx, OU) 一 三 (x)， f 一 U， 0 和 YL 上 
zir(x,0O) 一 gx)， f 一 0， QQ<xY< 世 《6) 
边界 值 为 
x(0,1) 三 0， X 一 00， 0 过 1 < oo 
ME,r) 一 0U， 大 一 也， 0 雪 1 < oo (7) 


章 量 po 是 单位 长 度 弦 的 质量 , 7 是 弦 的 张力 。 固 定 端点 位 于 (0,0) 和 (Z,0) 的 弦 如 图 10.1 
所 示 。 





图 10.1 振 苞 的 波动 方程 模型 


长 度 为 了 的 绝缘 杆 中 的 一 维 热流 模型 是 抛物 型 方程 ,如 图 10.2 所 示 。 热 传导 方程 涉及 在 
时 间 上 和 位 置 * 处 的 温度 zx(x , 划 ,表示 为 


Kxrrx tl) 一 GDHIOX ,站 ， 0 <x 一 区， 0 < 上 < oo (8) 
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在 上 =0 时 的 温度 分 布 为 


ULx,0) 一 FCo)， 1 = 0， DR 〈9) 
杆 端点 的 边界 值 为 

CT 汪 二 村 。 由 过 让 入 吕 mn 

信人 蓝 2 日 雪 了 天 坟 Oe 


常量 < 是 导热 率 的 系数 ,6 是 具体 的 热量 ,o 是 杆 的 密度 。 





w(0, 有 =c， 村 x= 
UL, 力 =C， 


10.2 绝缘 杆 温度 的 热传导 方程 模型 


势 男 数 vx(x,y) 是 椭圆 型 方程 ， ssenaa locngR ge We 
布 。 用 矩形 区 域 中 的 拉 普 拉 斯 方程 可 对 这 些 情 况 建 模 : 
xxr(X,y) 十 MUyy(C,y) 三 0， 上 六 可 二 4 (11) 


其 边界 条 件 为 : 
zxX0) = 万 (2) ,其 中 7y=0 且 0<xs<l (位 于 底部 ) 
zu(x,1) = 万 (x), 其 中 y=1 且 0=xs<1 (位 于 顶部 ) 
xz(0,7) = 上 户 (7y) ,其 中 x=0 且 0<ys1l (位 于 左 部 ) 
zl1,7)= 卢 (7) 其 中 x=1 且 0<7<1 (位 于 右 部 ) 
在 正方 形 区 域 尺 = {(*,y):0<x 达 1,0 达 y 乏 寺内 ,边界 函数 为 六 (x) =0, 户 (xz) =sin(rx )， 
hy)=0 和 (7y)=0 的 xz(x,y) 等 高 线 图 如 图 10.3 所 示 。 








RE 一 





0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
10.3 拉 普 拉 斯 方程 wx(x,y)=c 的 解 的 曲线 


第 10 章 ” 偏 徽 分 方程 数值 解 421 


10.1 双 曲 型 方程 


10.1.1 波动 方程 
双 曲 型 但 微分 方程 的 一 个 例子 是 波动 方程 ,表示 为 


2 (有 一 CC， 站)， 8 一 > 蔗 <L QQ<f 上 < (] ) 
其 边界 条 件 为 
(0.1) 三 0， (af) 一 0 0 去 ! 扫 六 
ut(x, 0) 一 了 (Or)， 0 入 xs 委 4 (2) 
2r(x ,DO 一 gxXh)， DOQ<XY<C 


用 波动 方程 可 对 固定 位 置 为 =0 和 *=ae 的 振动 弦 的 位 置 x 建立 数学 模型 。 结 果 通 过 传 里 
叶 级 数 可 得 到 波动 方程 的 解析 解 , 这 里 将 这 个 问题 看 成 是 双 曲 型 方程 的 一 个 原型 。 


10.1.2 差分 公式 
将 矩形 丸 = {(x,t):0<x<a0<ti< 针 划分 成 人- 1) * (m - H 个 小 矩形 ,长 宽 分 别 为 
Ax = 上 和 At = 形成 一 个 网 格 , 如 图 10.4 所 示 。 从 底线 上 = 与 =0 开 始 ,z(zi) = Fx)。 
可 通过 求解 差分 公式 的 方法 在 连续 的 行内 计算 近似 值 
12，…)| 其 中 J =2,3，……,m 
网 格 氮 的 真实 值 为 &(x; ,已 )。 


| 2 避 一 ] 如 | ri 一 | 才 


10.4 在 区 域 尺 中 求解 (xz,0) = 只 we (xz， 电 的 网 格 


求 (xi 和 ze(xz,b 的 中 心 差分 公式 为 


(Er 十 大 ) 一 2U(E TI) 十 KKCr FT 一 大 ) 


Dr (X， 1 一 


WU 十 太 ,1) 一 2 1) 十 ROE 一 用 ,有 
万 < 
在 每 一 行 的 网 格 间距 是 均匀 的 :xi = + 有 (上 且 xy ， = 和 -~ 站 ); 同 时 它 在 每 一 列 也 是 均匀 的 : 


Kxrxt(Y,It) 一 十 O(A) (4) 
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51= 二 +&( 且 6 = 二 -8)。 接 下 来 ,将 O(E) 和 0O( 广 ) 去 掉 , 用 式 (3) 和 式 (4) 中 的 已, 近似 
& xi 5) ,并 按 有 顺序 代 人 式 (1) ,可 得 到 差分 公式 


1 半 1 一 20 十 后, 壮 1 2 一 2 十 下 一 1 (5) 
大 -< 请 < 
可 用 它 来 近似 方程 (1)。 为 了 方便 ,可 将 r= / 产 代 人 式 (5) ,得 到 如 下 关系 式 : 
上 ij 十 上 一 LA 十 属 , 关 1 一 广 ”人 (十 1 一 2 十 由 一 1 故 《6) 
设 第 7 行 和 第 7 - 1 行 的 近似 值 已 知 ,可 用 方程 (6) 求 网 格 的 第 j + !1 行 : 
凡 ij 一 (人 2 一 27)20 十 广 (1 十 在 下 一 相关 1 (7) 


其 中 7 二 23,… ,于 一 工 根据 方程 (7) 右 边 的 4 个 已 知 值 可 得 到 近似 值 Li yj+1 ,如 图 10.53 所 示 。 


他 
| 
8 


2 
1 





图 10.$ ”波动 方程 的 模板 


用 式 (7) 时 必须 注意 ,如 果 计 算 的 某 个 阶段 带 来 的 误差 最 终 会 越 来 越 小 , 则 方法 是 稳定 
的 。 为 了 保证 式 (7) 的 稳定 性 ,必须 使 r = of/j 大 1。 还 存在 其 他 一 些 差分 公式 方法 , 称 为 隐 式 
方法 ,它们 更 难 实现 ,但 对 > 无 稳定 性 限制 。 


10.1.3 初始 值 


为 了 用 式 (7) 计 算 第 3 行 的 值 , 必须 给 出 起 始 两 行 (/ = 1 和 1 =2) 的 值 。 由 于 第 2 行 的 值 没 
有 给 出 ,边界 函数 g(*) 可 用 来 帮助 产生 第 2 行 的 近似 值 。 在 边界 处 固定 x = xx ,并 关于 (xy ,0) 
对 xx, 电 进行 一 阶 泰 勤 展 开 。 值 wx(x ,有 大) 满足 


ULO6 0) 十 丰 人 ,0 十 OO) 《8) 
然后 在 式 (8) 中 用 xx ,0) = Kx )=A 和 zx 0)= sz)=&i 可 得 到 计算 第 2 行 的 近似 值 公式 ; 
22 一 大 二 Kg， 一 2 3 .天 一 | (9 ) 


通常 x(xi , 刀 ) 关 ua 而 且 式 (9) 引 入 的 误差 将 传播 到 整个 网 格 ， 当 实 现 式 (7) 中 的 格式 时 ,误差 
个 会 减少 。 因 此 ,使 步 长 志 很 小 ,使 得 式 (9) 中 的 wu 不 会 有 太 大 截断 误差 的 思路 是 明智 的 。 
通 利 边 界 冰 数 拟 *) 在 区 间 内 有 二 阶 导数 F"(*)。 在 这 种 情况 下 ,使 (yx ,0) = 六 (xz) ,这 样 
有 利于 用 二 阶 泰 勒 公式 构造 第 2 行 的 值 。 为 此 ,可 回 到 波动 方 各 ,并 使 用 二 阶 偏 导 的 关系 得 到 
wo 0 一 cuxroi,0) 一 co)== 0 二 人 


二 阶 泰 勤 公 式 为 


十 OP) (10) 


第 10 章 ” 偏 徽 分 方程 数值 解 423 


,0O)K“ 
KxX ,大 ) = vc0TwGcOk+ 人 十 00 (11) 
在 x =xi 处 利用 公式 (11) ,并 结合 式 (9) 和 式 (10) ,可 得 到 
C 2 2 3 
2 人 一 太 十 Ke 十 本 (i++ 一 2 十 JJ-D 二 OO 二 OO() (12) 


用 -= cf/A ,可 简化 式 (12) ,并 得 到 一 个 改进 的 对 第 2 行 的 近似 值 差分 公式 ， 
Ui2 一 (1 一 r 户 十 Kg 二 十 万 -1) (13) 
其 中 z=2,3，…m -1。 
10.1.4 达 朗 贝尔 方法 
法 国 数学 家 Jean Le Rond d' Alembert(1717 - 1783) 发 现 


Kx ,TI 一 下 (十 cf) 二 TOCGC 一 cb) (14) 
在 波动 方程 (1) 在 区 间 0< *<a 上 的 一 个 解 , 这 里 设 严 , 严 ,cG' 和 C* 都 存在 , 且 下 和 G 的 周期 
为 2a ,而 且 对 所 有 的 z, 都 有 关系 式 F(-z) = -F(z),F(z+2c)=P(z),G(-z)= -cfz) 
和 C(tz+2a)= C(z)。 可 通过 直接 替换 对 其 进行 检查 。 式 (14) 的 二 阶 偏 导数 为 
wii 1 一 C 尖 Fr 二 cn 二 czG70x 一 cr) (1S ) 
ULrr( 人 xD 一 天 (十 cf 十 GO 一 cf] (16 ) 
将 这 些 值 代入 式 (1) 可 得 到 期 望 的 关系 式 ; 
zij(t 1 一 CEI 十 cf 十 c2GV0r 一 ch 
= c<(F 二 ch) 十 GO -- ct) 
一 Ca (人 
边界 值 为 xx,0) =.A 几 xz) 和 本 (xz,0) =0 的 特 解 要 求 F(x) = C(x) = F(x)/2, 这 留 给 读者 进行 
检验 。 


10.1.5 给 定 的 两 个 确定 行 


式 (7) 产 生 的 数值 近似 值 的 精度 依赖 于 将 偏 微分 方程 转变 成 差分 公式 时 斌 来 的 截断 误差 。 
尽管 无 法 知道 网 格 中 第 2 行 的 精确 值 , 但 如 果 已 知 这 样 的 知识 , 则 滑 上 轴 用 增 量 大 = 上 可 生成 
整个 网 格 其 他 点 的 精确 值 。 
定理 10.1 设 波 动 方程 (1) 的 两 行 的 精确 值 为 = 到 0) 和 有 =2(xi 天 )i=12… 7 

如 果 沿 上 轴 的 步 长 为 =jRrc, 则 r=1 且 式 (7) 可 表示 为 

由 ,+ 二 + 十 下 -1 一生 壮 ] (17) 

而 县, 用 坏 (17) 得 到 的 整个 网 格 的 差分 解 是 差分 公式 的 精确 解 人 忽略 计算 机 的 舍 入 误差 ) 。 
证 明 : 使 用 达 朗 贝尔 方法 和 关系 式 丰 = 大 。 将 xc=(i-1j-cO-lD)=(i-1)- 
-li=Gi- 疙 和 x+c=(i+7-2) 关 用 于 式 (14) 中 ,可 得 到 的 特定 形式 : 
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中 一 (一 J 站 1 十 CC 十) 一切 7) (18 ) 
其 中 ! 二 ] ,之 ……， 形 且 /7 一 1 2,…- 9 7 口 将 公式 用 于 式 (17) 右 边 的 项 1 1 利 1 -1 ,可 得 
Hi 二 1) 十 贞 一 1 一 引 六 1 
一 FU 十 1 一 万 站 十 下 (人 一 1 一 万 1) 
一 GE 一 (一 TI 二 CTET+TI+ 了 一 2)7) 
+CGCGC 一 1+7 一 2 一 CCT+ 一 上 一 2)7) 
一 下 (G 一 (十 1) 间 十 GCC 二 十 1 一 2) 有 0 三 下凡 1 
其 中 半 =1;2, ,上 且 六 =12,…,Pr。 @ 
警告 ” 当 用 基于 式 (9) 和 式 (13) 的 数值 计算 来 构造 第 2 行 的 近似 值 xx ,时 ,定理 10.1 不 保证 数 
值 解 是 精确 的 。 实 际 上 ,如 果 对 于 某 些 i,1sisn, 有 zz(z), 则 可 能 引入 截断 误差 。 
正 因为 如 此 ,要 通过 利用 式 (13) 中 的 二 阶 泰 勤 多 项 式 尽 力 得 到 第 2 行 的 最 可 能 的 值 。 


例 10.1 用 差分 方法 求解 波动 方程 ， 


rr th) 一 42rr( 人 rt) DO<yY<1 <t<0.5 (19 ) 
边界 条 件 为 
zf(U, 1 站 ) 一 0， zf , 1) 一 0， 0 入 上 委 0.4 
xx OO 一 rr) 王 Sin(Tx) 十 Sin(27x)， 0 和 X 和 1 (20) 
ur 90) 一 8G) 一 0， 0 入 xx 过 1 


解 :为 了 方便 ,选择 放 =0.1 和 有 丰 =0.05。 由 于 c=2 .这 样 了 = 中) 大 =2(0.05$)/0.1= 1。 由 
本 gx) =0 且 =1, 可 用 式 (13) 产 生 第 2 行 ,表示 为 


fi,2 一 将 生 1 -一 7， 3， 本 9 (21 ) 
将 r=1L 代 入 式 (7) 中 ,可 得 到 简化 的 差分 公式 
5 一 呈 +T 十 本 一 1 一 下 (22) 


连续 利用 公式 (21) 和 公式 (22) 计 算 行 值 ,可 得 到 zxt) 的 近似 值 , 如 表 10.1 所 示 , 其 中 
0< 闪 <1 且 0 三 上 过 0.S0。 
表 10.1 中 的 数值 在 精度 为 小 数 点 后 6 位 或 更 高 精度 时 与 下 列 解析 解 是 一 致 的 : 
xx ,1 一 Sin(TX)Ccos(C2FI) 十 Sin(27x)cos(41] 
图 10.6 是 表 10.1 中 数据 的 三 维 图 形 表示 国 
表 10.1 满足 边界 条 件 (20) 的 波动 方程 {19) 的 近似 值 解 
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0.00 1.538842 0.303J271 一 0.363271 | 一 0.278768 
0.03 .328438 .35338342 | 1.380037 0.428980 -0.210404 | -0.181636 
0.10 | 0.431636 | 0.769421 | ”0.948401 | 0.951056 0.809017 | 0.5387785 0.181636 | 0.068364 
4 1 | 0.000000 | 0.051599 | 0.181636 | 0.377381 0.587785 | 10.740653 | 0.769421 | “0.639384 | 0.363271 
0.20 | --0.380037 | -0.587785 | --0.519421 | -0.181636 | 03090| 7 | 0.769421 1.019421 | 0.951056 j】 0.571020 
0.25 | -0.587785 | -0.9$1056 | -0.951056 | -0.587785 0.000000 | 0.587785 | 0.951056 | 0.95$1056 | 0.587785 
0.30 | -0.S71020 | -0.951056 | -1.019421 | -0.769421 -0.309017 1 0.181636 | 0.519421 | 0.587785 | 0.380037 
35 | 一 0.363271 | 一 0.639384 | -0.769421 | -0.740653 0.587785 | 一 0.377381 | -0.181636 | -0.051599 | 0.000000 
0.40 | -0.068364 | -0.181636 | -- 0.360616 | 一 0.587785 一 0.809017 | --0.951056 | --0.948401 | -0.769421 | -0.43 1636 
0.45 | 0.181636 | 0.210404 | 0.000000 | -0.428980 一 0.251056 | 一 1.380037 | 一 1.538842 | 一 1.328438 | -0.769421 
0.50 | 0.278768 | 0.363271 | 0.142040 | -0.363271 | 一 1 .000000 | 一 1.538842 | 一 1.760074 | 一 1.538842 | -0.896802 
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图 10.6 ”满足 边界 条 件 (20) 的 波动 方程 (19) 所 表示 的 振 弦 
例 10.2 用 差分 方法 求解 波动 方程 : 


rir(xy fi) 一 4Urr(X， 1， 0<xyY< 1 0<!<0.5 (23 ) 
边界 条 件 为 
rd 0, 1) 三 0， UL,r) 三 0， 0 雪上 扫 ] 
萎 0 < 福 x 艾 : 
0) = 一 1 全 3 
的 人- 1.5xz， 3<xzrsl 《24 


wrtx DO) 一 Sr) 一 0， OU< 坟 一 j 


解 :为 了 方便 ,选择 疡 =0.1 且 大 =0.05。 由 于 c=2, 这 样 r=1 连续 利用 公式 (21) 和 公 
式 (22) 计 算 行 值 可 得 到 wu(x ,it 的 近似 值 ,如 表 10.2 所 示 ,其 中 0 和 xx 过 1 且 0= 上 和 0.50。 
图 10.7 是 表 10.2 中 数据 的 三 维 图 形 表示 。 国 


囊 10.2 满足 边界 条 件 (24) 的 波动 方程 (23) 的 近似 值 解 





程序 10.1 求解 波动 方程 (1) 和 波动 方程 (2) 的 近似 值 解 。 通过 使 用 命令 mesh(U) 或 surf 
(U) 可 得 到 和 输出 矩 阵 U 的 三 维 图 形 表示 。 而 且 , 使 用 命令 contour(U) 可 得 到 与 图 10.3 类 似 
的 图 形 ,而 使 用 contour3(U) 可 得 到 类 似 图 10.7 的 三 维 图 形 。 


程序 10.1( 用 差分 方法 求解 波动 方程 ) 求解 在 区 间 下 = (xi):0<x<o,0<t 达 中 上 ,边界 
条 件 为 &(0,1) =0,xz(a,t)=0, 其 中 0 上 二 1 且 xz,0) = xz) zu 人 (xz,0)=g(x), 其 中 
0 和 xx 反 C 的 波动 方程 册 (xi) = c 1 (Xit)。 
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function U = finedif(f,g,a,b,c,a, 了 ) 


ApInpULt  - f=<u(x;,0) asg a String :了 )， 


hp - g=ut(x,0) aa a String :gg， 

~ a and b right end pojints of [0,aj and [0,b] 

人 - c the constant in the wave equation 

1 -nandzm number of grid points over [0,a]j and [0,b] 


ADutput - U solution matrix;i analogous to Table 10.1 


%TInitialize Parameters and 
hb=a/ (nr-1) ; 

k=by/ (m-1) ; 

Tr=C 冰 kKX/h ， 

T2=T”2 ; 

Tr22=T ”2/2， 

Sl=1T-T 2 ; 

82=2- 一 2kLr ”2 ， 

U=zeros (D ,也 ) ; 


khCompute fjirst and second rows 
tor 1i=2:0-1 
UL4i ,1)=feval(f ,hbh*r(i-1t1)y)， 
U(\i,2)=s1*feval(f,hyr(i-1l))+k*feval(g,h*(i-1i)) 
+T22*(feval(f,h*i)+feval(f ,hy(i-2)))， 
end 


AhCompute remaining rows of U 
tor j=3:m， 
for Ii=2:(n-T1) ， 
U(i,j) = s2*U(i,j-1)+r2*+(U(i-1,j-1)+U(i+l,j-1))-U(i,j-2); 
enda 
enaqa 


U=U'， ; 





图 10.7 ”满足 边界 条 件 (24) 的 波动 方程 (23) 所 表示 的 振 
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10.1.6 习 遇 
1. (a) 通过 直接 替换 法 验证 x(x,t) = sin(mnrx)cos(2nrt) 是 波动 方程 ww(x,t) =4 (xi) 的 
解 , 其 中 履 =1,2,…。 


(b) 通过 直接 替换 法 验证 x(x,t) = sin(nrx)cos(cnrt) 是 波动 方程 ww (xi) = cu (xx，t) 
的 解 ,其 中 开 一 1 ,2,……。 
2. 议 杞 始 位 置 和 速度 分 别 为 &(x,0) = fix) 和 已 (z,0)=0, 证 明 这 种 情况 的 达 朗 贝尔 解 为 


(XI ) 一 7 


3. 当 =2co 时 ,求解 差分 公式 (7) 的 简化 表达 式 。 
在 习题 4 和 习题 5 中 ,用 差分 方法 计算 给 定 波动 方程 前 3 行 的 近似 值 解 。 可 用 计算 器 进行 
计算 。 

4. letktxti) =4. (xi) ,其 中 0<x 和 1l1 且 0<:5<0.5, 边 界 条 件 为 


xf0U,it) 一 (， xf ,1 三 0. 0 和 ! 上 委 0.5 
Lox ,0 三 三 x) 一 Sin(TX)， Us<7xY 巡 1] 
urx,0) 一 gx) 一 0， 0 和 YY 和 1] 


设 =0.2,5=0.1 和 r=1。 
S. (xi =4u(xti) ,其 中 0<x<1 且 0<=i<0.5, 边 界 条 件 为 


xf0, 1) 一 0， !(1 ,it) 三 0， U 委 上 近 0.$ 
这 ， 0 委 x 委 纪 
4x,0U) 三 三 (xx) = 王 
1 一 1Sx 3 
和 二 福 寺 入 | 
dr go) 一 SOX) 三 0， OO<x<1 


设 岂 =0.2,5=0.1,r=1。 
6. 议 初 始 位 置 和 速度 分 别 为 zx(x,0) = fx) 和 (zx,0) = g(x) ,证 明 这 种 情况 下 的 达 朗 贝尔 
解 为 
xx 二 cf 二 Or 一 cf) ] 7Y 二 cf 
Csai -9 


二 一 上 


AHx,r) 一 


8(45) ds 


7. 对 于 方程 (xz,1) = 9uu(x,i), 为 了 得 到 差分 公式 四，， = +- 和 大 必 
须 满 足 什 么 关系 ? 

8. 当 试 图 用 差分 方法 求解 ww (x ,1) = 4 (x， 电 ,并 选择 大 = 0.02 和 大 =0.03 时 ,会 有 什么 
困难 ? 


10.1.7 算法 与 程序 


在 第 1 题 至 第 8 题 中 ,对 下 列 给 定 值 , 用 程序 10.1 求解 波动 方程 La(xt) 三 Ci (xyt)， 
其 中 0< xsa 且 0 达 ,边界 条 件 为 
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OU 一 已 (at) 一， 0 过 ! 上 < 近 P 
xxX, 0U) 三 三 (x)， UsX 扫 4 
Hi OU 一 gx)， Us 委 X 生 4 


用 surf 和 contouz 命令 画 出 得 到 的 近似 值 解 。 
1. 议 ac=1,5=1lc=1l,Ax)=sin(rx),g(x)=0。 为 了 方便 选择 关 =0.1 和 大 =0.1。 
2. 充 ac=1,0=lc=l1Fx)=x-x gxz)=0。 为 了 方便 选择 =0.1 和 大 =0.1。 
| 


LX， 0 三 x 安 万 
3. 设 cc=1,8=l,c=l,F(x)= 


了 一 2Y， <xs1 


gx)=0, 关 =0.1 和 大 =0.1。 


4。 设 c=1,8=1lc=2,/(x)=sin(rx),g(x)=0,h=0.1 和 大 =0.05。 
S. 设 cc=1,8=1l,c=2,F(xz) =X-2 gx)=0,j=0.1 和 大 =0.05。 
6. 设 c=2 和 大 =0.05, 重 复 第 3 题 。 
7. 似 AIx) =sin(2rx) +sin(4rx) ,重复 第 1] 题 。 
8. 议 c=2, xz)=sin(2rx)+sin(4rx), 大 =0.05, 重 复 第 1 题 。 
10.2 抛物 型 方程 
10.2.1 热传导 方程 
设 有 一 个 一 维 热传导 方程 , 它 是 抛物 型 方程 ,表示 为 
Ur(x1) 一 Curr 人 xy 有， 0<r<a， 0<f<b (1 ) 

初始 条 件 为 
xx, 0U) 三 三)， ! 一 (0， 0 入 x 委 4 (2) 
边界 条 件 为 

utU, 1) 一 81() 三 cl1， xy 一 0， 0 和 上 所 

(af 一 82() 三 Co2， X 一 QQ， 0 过 上 二 忆 (31 


热传导 方程 是 初始 温度 分 布 函 数 为 F(x ) ,端点 有 常温 c 和 c; 的 绝缘 杆 上 温度 的 数学 模型 、 


信 管 通过 傅 里 叶 级 数 可 得 到 方程 的 解析 解 ,但 这 里 将 它 作为 求解 抛物 型 方程 数值 解 的 一 个 
原型 。 


10.2.2 差分 公式 


设 将 矩形 尺 = [xi):0<x<a0sis< 儿 分 割 成 (mn -1 x* (m -1) 个 小 矩形 ,长 宽 分 别 为 
Ax= 上 和 Al= ,如 图 10.8 所 示 。 从 最 下 面 的 行 (! = 上 = 0) 开 始 , 初 始 值 为 Li 有 ) = 
护 2ih 下 面 将 介绍 在 连续 行 ja(z 轿 ):= 1 2,，,nj 内 ,其 中 六 = 2,3,…, 普 ,求解 网 格 节点 
&x 1 的 数值 近似 值 的 方法 。 

求解 屿 (xz ,i 和 us(x，,b) 的 差分 公式 为 


uc 站 二 zx Hf 一 一 MX，T) 


十 OO 人 ) (4) 
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和 
_ -__ 疡 ! 
wxx(tc, 有 一 后 汪 2 + O(01) (5) 
tn 
1 有 1 
洛 | X2 X 王 | - 二 1 Pt 一 | Ht 


图 10.8 在 区 间 R 内 求解 w(z,0) = cu (zx 的 网 格 
每 一 行 的 网 格 间 距 是 的 匀 的 ， Xi 1l 三光 | 十 邦 旧 x ， 三 多 | 一 六 ,而 上 每 一 列 的 网 格 间 上 曝 也 是 均 
飞 的 :的 = 请 + 接 下 来 ,将 O( 人 和 O( 居 ) 去 掉 , 将 式 (4) 和 式 (5) 中 wx ， 6) 的 近似 值 到， 
按 顺 序 代 人 式 (1H) 中 ,可 得 


红 0 /二 1 一 二) 中 -1 一 Li 十 下 ， 

一 二 -一 人 2 (6) 
上 式 是 式 (1) 的 解 的 近似 值 。 为 了 方便 ,将 ， = oz 有 委 代 人 趟 (6) ,可 得 到 显 起 前 向 差分 公 趟 

bj+1 二 (一 2 十 Fr-1) 十 十 1 让 《7) 


设 行 /了 的 近似 值 已 知 ,通过 公式 (7) 可 得 到 网 格 中 的 第 ) + 1 行 。 注意 此 公式 显 式 地 根据 
1 和 1 给 出 了 了 ye 公式 (7) 的 计算 模板 表示 如 图 10.9 所 示 。 


二 贱 1 


1 muUirl,y 
(1] 一 0 


图 10.9 ”前 向 差分 模 松 


公式 (7) 的 简单 性 有 助 于 对 它 的 使 用 。 然而 ,使 其 稳定 是 非常 重要 的 。 如 果 计 算 中 某 个 阶 
段 引 入 的 误差 不 会 扩大 整个 结果 的 误差 , 则 这 个 方法 是 稳定 的 。 显 式 前 问 差 分 公式 (7) 是 稳定 
的 , 当 且 仅 当 > 满足 0< r< 支 。 这 意味 着 步 长 上 必须 满足 上 < 尼 1/(2c2)。 如 果 条 件 得 不 到 满 
足 , 则 在 | ui 中 行 引 入 的 误差 会 扩大 接 下 来 的 1 ,} 行 的 误差 ,其 中 p>yjo 下 面 的 例子 说 明了 
这 些 情况 。 

例 10.3 用 前 向 差分 法 求解 热传导 方程 
Hprtzt) 王 2rrfx rt) OO<yY<1 U<fr<020 (8) 
初始 条 件 为 
wx,0) 一 xz) 三 4r 一 452， 1 一 0， 0 专 x 雯 | (9) 
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边界 条 件 为 
xz(0,1) 一 810) 三 (0， X 一 人 浊 ， 0 过 1 上 过 0.20 (10) 
xf(1,r) 一 8&2(b) 三 (0， X 一 上 0U 运 1 委 0.20 


解 :首先 采用 步 长 Ax = 下 =0.2 和 Al==0.02, 而 且 c=1, 因 此 r=0.5。 网 格 有 =6 
列 , 站 =11 行 。 在 这 种 情况 下 , 公 么 (7) 变 成 

Wi 一 (1) 
当 r=0.5 时 , 公 雪 (11) 是 稳定 的 ,而 且 可 用 米 产 生 &(xz,i) 的 合理 精度 的 近似 值 。 网 格 中 
连续 行 的 值 如 表 10.3 所 示 。 表 10.3 的 三 维 表 示 如 图 10.10 所 示 。 











表 10.3 r=0.5, 利 用 前 向 闫 分 法 
!1 = 0.00 | 0.000000 | 0.640000 | 0.960000 | 0.960000 ， 0.000000 
D 一 0.02 0.480000 | 0.800000 | 0.800000 0.000000 
13 一 (0.04 0.040000 . 0.000000 
14 一 0.06 0.520000 | 0.520000 0.000000 
1 一 0.08 0.420000 | 0.420000 0.000000 
r6 一 0.10 0.340000 | “0.340000 0.000000 
号 二 0.12 0.275000 | 0.275000 0.000000 
fg 三 0.14 0.222S00 | 0.222500 0.000000 
lo = 0.16 0.1112S0 | 0.180000 | 0.180000 “| 0.1112S$0 | 0.000000 
110 三 0.18 0.090000 | 0.145625 | 0.14$625 | 0.090000 | 0.000000 
让] 一 0.20 0.072812 0.117813 | 0.072812 | 0.000000 








图 10. 10 


r=0.5, 利 用 前 向 差分 法 


对 于 第 一 种 情况 ,采用 步 长 Ax = 户 =0.2 和 Al= 大 = 过 二 0.033333, 因 此 =0.833333。 
在 这 种 情况 下 ,公式 (7) 变 成 


上 /二 1 一 一 .66000050 十 0.833333( 一 1 十 中 十 1 (12 ) 
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此 时 公式 (12) 是 不 稳定 的 ,因为 > 二 ,而 且 在 接 下 来 的 行 计算 中 误 盖 会 扩大 。u(x，i), 其 

中 0 过 上 过 0.33333 的 不 精确 的 近似 值 如 表 10.4 所 示 。 表 10.4 中 数据 的 三 维 表示 如 

图 10.11 所 示 。 图 
表 10.4 r=0.833333 ,利用 前 向 整 分 法 


0.000000 0.900000 | ”0.960000 


0.040000 0.640000 
0.373333 0.373333 








!1 二 0.000000 
1 三 0.033333 





















0.093333 | “0.693333 




















































13 三 0.006667 0.328889 | 0.426667 | 0.426667 | 0.328889 | 0.000000 
14 三 0.100000 4.130296 | 0.345185 | 0.34$185 | 0.136296 | 0.000000 
15 一 4.133333 40.1960790 | 0.1711111 0471111 | 0.196790 | 0.000000 
16 一 0.166667 0.011399 | ”0.192S10 | 0.192510 | ”0.011399 | 0.000000 
17 三 0.200000 0.152826 | 0.041584 | 0.041584 | 0.152826 | 0.000000 
1I8 三 0.233333 -0.0607230 | 0.134286 | 0.134286 | -0.067230 | 0.000000 
fo 三 几 .206667 0.136725 | 一 0.033644 | 一 0.033644 | 0.15$6725 | 0.000000 
110 一 0.300000 一 0.132520 0.124097 | -0.132520 | 0.000000 
111 一 0.333333 0.192511 | 一 0.089601 | -0.089601 | “0.192S11 | 0.000000 








图 10.11 -= 0.833333 ,利用 前 向 差分 法 


老 分 公式 (7) 的 精度 为 O(8) + O( 记 )。 因 为 项 O(1) 随 着 大 趋 近 于 零 而 线性 减 小 ,所 以 
使 它 的 值 小 可 得 到 更 好 的 近似 值 。 然 而 ,稳定 性 需求 需要 考虑 更 多 。 衣 网 格 的 解 精度 不 够 ,而 
县 Ax = ho 和 Al = ji 必须 减 小 。 为 简单 起 见 , 设 新 的 * 增 量 为 Ay = Ai = /2。 如 果 采 用 同 
样 的 r , 则 开 | 必须 满足 
_ ra” rpo2 1 
cd4c2 4 
这 使 得 沿 * 轴 和 上 轴 的 网 格 点 的 数量 分 别 增加 到 2 倍 和 4 倍 。 这 样 , 当 减 小 网 格 大 小 时 ,会 增 
加 8 倍 的 计算 量 。 通常 不 应 该 这 样 做 ,而 是 需要 开发 更 有 效 的 无 稳定 性 限制 的 方法 。 通过 增 
加 方法 的 复杂 性 可 达到 所 需 的 无 条 件 稳 定性 。 








K1 
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10.2.3 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 


由 John Crank 和 Phyllis Nicholson 发 明 的 隐 式 差分 格式 是 基于 求解 网 格 中 在 行 之 间 的 操 
(x ,+&/2) 处 的 方程 (1) 的 数值 近似 解 。 而 且 求解 &(x,i+A/2) 的 近似 值 公 式 是 从 中 心 差 分 
公式 中 得 到 的 ,表示 为 


几 ( 1 二 > ) - 0 二 OU) (13) 


(xi+5A2) 的 近似 值 是 (xx, 切 和 zs(x,i+8) 近 似 值 的 平均 值 ,精度 为 O( 大 ): 
Laxx (e+ 3 一 cx 一 六 ,1 十 K) 一 2U IT 十 由 十 2 十 天 ,十 天) (04) 
二 MG 一 天 ,四 一 200,1) 二 KKCc 十 用 有 站) 十 OP) 

与 上 一 个 推导 类 似 , 将 式 (13) 和 式 (14) 代 人 式 (1) 中 ,并 忽略 误差 项 O( 妇 2) 和 O( 姑 ) ,然后 可 得 
到 采用 符号 [一 L( MX ) 表 示 的 差分 公式 : 

ML 一 中 2 Hi 一 1j+1 一 2 十 于 十 丰 -1 一 2 十 下 十 1 

人 2 户 ? 

而 旦 可 在 式 (15) 中 使 用 蔡 换 "= c jj 。 但 是 需要 求解 3 个 “还 没有 计算 的 ? 值 让 -sy 本 
和 urie 通过 将 它们 放 到 公式 的 左边 来 完成 。 重 新 排列 式 (1$) 中 的 项 可 得 到 隐 式 差分 
公式 


(15) 


一 1 一 1 十 (人 十 217) 有 1 一 7 本] 半 1 
一 (人 一 27) 二 十 7 十 矶 二 1 门 


其 中 1=2,3,…,mn -1。 式 (16) 右 边 的 项 都 是 已 知 的 。 因 此 式 (16) 可 形成 三 角 线 性 方程 组 
4X = 中 。 在 式 (16) 中 使 用 了 6 个 点 ,并 结合 了 数值 差分 基于 的 中 间 网 格 点 ,如 图 10.12 所 示 。 


1 , /1 人 财 ] + 1 


(16) 


以 一 1/ ii Ci 


图 10.12 ” 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 的 模板 
有 时 通过 使 "= 1 来 实现 式 (16)。 在 这 种 情况 下 , 沿 : 轴 的 增 量 为 At = 上 = 恨 /cz 同时 
式 (16) 可 简化 为 
一 在 一 1j+1 十 461 一 HLj+1 三 让 -1 十 攻 十 1) (17 ) 
其 中 ! = 0 玫 一 1。 边 和 界 条 件 分 别 用 于 第 一 个 方程 LI 一 Li+l 二 Cl 和 最 后 一 个 方程 sy 二 
pn,y+l 一 (2 中 。 式 (17) 可 表示 为 三 角 第 阵 形式 4 = 咏 。 
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4 -1 52, /+1 2C1 十 UK3,/ 
-| 4 --1 O V3, jj XU2,1 十 14,/) 
1 4 一 Up,i+L | 一 | xp1 十 2&p 十 1 
DO -1 4 下 -2.j+l Mn 一 3,j 十 Up 一 1 
一 4 1 xn 一/+H] Un-2,) 十 2C2 


当 克 兰 殉 - 尼 科 和 尔 森 法 用 计算 机 实现 时 ,线性 方程 组 4X = 如 可 通过 直接 解法 或 迭代 法 得 到 。 
例 10.4 利用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 求解 方程 
Pr(X ti) 一 Mrr(rTt)， QU<yY<1 0<f<0.t (18) 
初始 条 件 为 
xz,U 一 三 or) 王 Sin(Tx) 十 Sin(3TY)， 1 一 0， U 和 xx 入 1] (19) 
边界 条 件 为 
wx(0,1) 一 8l100) 三 0， 这 一 0， U 和 1 过 0.| 
zf, 1) 一 82(f) 三 0， X 一 1]， 0 过 1 上 近 0.| 


解 :为 简单 起 见 , 使 用 步 长 Ax = 关 =0.1 和 Al= 大 =0.01, 所 以 r=1。 网 格 有 =11 列 和 
m=1l 行 。 求 解 0<% <1 和 0< 志 过 0.1 时 用 算法 所 得 的 值 如 表 10.5 所 示 。 


现在 比较 利用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 得 到 的 值 和 解析 解 (xi) =asin(rx)ye-e 
sin(3xx)e-: 最 后 一 行 的 真实 值 如 下 ， 
0.115285 


表 10.5 中 数据 的 三 维 表 示 如 图 10.13 所 示 。 国 








引 1 





ss 


10.13 ” 殉 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 的 上 = wu(xi ,5 ) 


了 表 10.5 
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= (1 ~- 1)/100 用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 求解 出 的 值 L( Xi 





Xi10 这 日.9 


1.118034 | 1.538842 | 1.118034 | 0.360327] 0.363271 | 1.118034 | 1.538842 | 1.118034 
0.6106905 | 0.928778 | 0.862137 | 0.617659 0 490465 0.017659 | 0.862137 | 0.928778 | 0.610905 
0.3J94184 | 0.047937 | 0.718601 | 0.680009 | 0.648834 | 0.680009 | 0.718601 | 0.647957 | 0.394184 
0.288660 | 0.306682 | 0.625285 | 0.666493 | 0.673251 | 0.666493 | 0.625285 | 0.306682 」】 0.288660 
0.233112 | 0.425706 | 0.556006 | 0.625082 | 0.645788 | 0.625082 | 0.556006 | 0.425766 | 0.233112 
0.199450 | 0.372035 | 0.499571 | 0.575402 | 0.600242 | 0.$75402 | 0.499571 | 0.372035 | 0.19945S0 
0.1/288] | 0.331490 | 0.451058 | 0.$25306 | 0.3S50354 | 0.525306 | 0.4$1058 | 0.331490 | 0.175881 
0.15 7405 | 0.298131 | 0.408178 | 0.477784 | 0.501545 | 0.477784 | 0.408178 | 0.298131 | 0.1$7405 
0.141858 | 0.269300 | 0.369759 | 0.433821 | 0.455802 | 0.433821 」】 0.369759 | 0.269300 | 0.1418S8 
0.128262 | 0.243749 | 0.335117 | 0.393597 | 0.413709 | 0.393597 | 0.335$117 | 0.243749 | 0.128262 
0.116144 | 0.220827 | 0.303787 | 0.356974 | 0.375286 | 0.356974 | 0.303787 」】 0.220827 | 0. 1]0144 


程序 10.2 (用 于 热传导 方程 的 前 向 差分 法 ) 
= cl ai)=c ,其 中 0<i 二 b 求解 在 区 间 尺 = (xz ，r)， > 
值 & (xi) = cz (xi)。 


设 VCx,0) = F(Cx), 其 中 0<y 过 aa, 而 且 1(0,1) 
/内 的 近似 


< 和 ,0 这 上 苹 


function U=forwdqit(ft,cl,c2,a,b,c,Dn,m) 


AkInput  - 
% - 


f=u(x,0) as a String :ff， 
cl=u(0,t) and c2=u(a,t) 
- a and b right end points of [0,a] and [0,b] 
几 ~ C the constant jin the heat eqtuation 
人 -~ Dn and m numnber of grid points over [0,a] and [0,b] 
hpDutput - U solution matrix; analogous to Table 10.4 
ApInitialize parameters and TU 
h=a/(n=-1l) :; 
k=by/ (mn=-lt ) ， 
T=C~2*K/Ah 2; 
S=]|-2kLr ; 
=Zeros (n , 联 ) ; 
ABoundary conditions 
UL1L,1:m)=cl， 
Un,1:m)=c2， 
/khGenerate first oV 
U(2:n-l,1)=feval(f,h:h:(n-2)*h)，， 


ApGenerate ITemaining rows of 
for j=2:m 
for 1I=2:D-1 
U(i,j)=s*U(i,j-ti)+r*(U(Ci-t,j-1)+UC+l,j-1)); 
end 
end 
U=U， ; 


程序 10.3( 用 于 热传导 方程 的 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 ) 设 vw(x,0) = F(z), 其 中 0< 生 x 达 G, 而 且 
0,I)= cl uat)= c ,其 中 0 去 1 过 5 求解 在 区 间 尺 = IC(xt):0<x<a,0<1 二 | 内 
的 近似 值 册 (xi) = cz (xit。 
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function U=crnichGf cl,c2,ay,b,c)T, 卫 ) 


AInput  - f=u(x,0) as a String ) 了 于， 

- clt=ut0,t) and c2=u(a,t) 

大 - a and b right end points of [0,a] and fo,b] 
1 - Cc the constant in the heat equation 

-mn and mm numnmber of grid poinateg over [0,aj and [0,bj 
ApOutput - U solution matrix;i analogougs to Table 10.5 
%hInitialize parameters and 1 

h=a/(n-1) ; 

K=by/ (m-1y) ; 

rr=C”~2kkKA/h 2， 

81=2+2/T，; 

sS2=2/T-2 ; 


U=zeros (n , 邢 ) ; 


AphBoundary conditions 
U(1,1:m)=cl， 
U(n,t:m)=c2; 


MGenerate firgt 工 ogW 
U(2:n-1,1)=feval(f,h:bh:(n-2)*h)，， 


hForm the diagonal and off-diagonal elements of A and 
hpthe constant Vector B and solve tridiagonal System AX=B 
Vd(1i,1:Dn)=s1*ones(1 ,mn); 

VQCt)=T; 
VdCn)=T; 
Va=-ones(1 ,Dn-1) ; 


Va(n-1)=0: 


Vc=-ones(1l ,n-1) ，; 
Vc(C1)=0; 
Vb(1)=c1l 
Vb (ny=c2; 


for j=2 :了 


for 1I=2:Dn-1 
Vb(ti)=U(i-ti,j-t)+U(i+l,j-1l)+s2+*U(i,j-l); 


end 


X=trisys(Va,Vvd,Vc,Vvb) ; 
U(C1:D,j)=Xy: ; 


end 


U=U: 


10.2.4 习题 


ti. 〈a) 用 直接 蔡 代 法 验证 zx(x， 1) = sin(nrx)e- 和 < 是 热传导 方程 凡 (xy ， 上) =4l.(x，i) 的 解 ， 
其 中 mm = 1 2，: 

(b) 用 直接 替代 法 验证 UL(xit) = sin( mry )e-(on 是 热传导 方程 ww(x ,ti) = 有 ，) 的 
解 ,其 中 庆 一 1 2，…o。 

2. 如 果 在 公式 (7) 中 利用 Ai = 大 = 尼 1c2 ,可 能 会 产生 什么 后 果 ? 
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在 习题 3 到 习题 4 中 ,利用 前 向 差分 法 计算 给 定 热传导 方程 近似 解 的 前 3 行 。 可 使 用 
计算 顺 计 算 。 
3. (xb)= utxzb), 其 中 0<x<1 且 0<i<0.1, 初 始 条 件 为 vw(*,0) = FAx) =sin(rx), 其 
中 5=0 且 0<x 和 1, 边界 条 件 为 
xf0,1) 一 cl = 0， X 一 0， 0 和 上 和 0.1 
(1) 一 co = 一作， X 一 二 0 和 上 委 0.! 
设 几 =0.2, 上 =0.02 和 r=0.5。 
4. utxzt 切 = ut(zb) 其 中 0<x<1 且 0<is<s0.1, 初 始 条 件 为 xz(x,0) = F(x)=1-12x -11 其 
中 上 =0 且 0<x 大 1, 边界 条 件 为 
0O,1t) 一 cl 三 00， X 一 必 ， 0 和 上 委 0.1| 
zf ,ti) 三 co 一 0 X 一 上 ， 0 和 ! 委 0.] 
S$. 及 Ar=8= 太 /(2c)。 
(a) 利用 公式 (16) 并 进行 简化 。 
(pb) 将 公式 (a) 部 分 用 和 矩阵 形式 4 不 = 如 表示 。 
(ec) 〈(b) 部 分 中 的 矩阵 具有 严格 对 角 优 势 吗 ? 为 什么 ? 
6. 证 明 (xi) = >) ae-m 'sin(jrx) 是 在 区 间 0 三 xx 和 1 和 0<:t 内 zz (xx ,上 = Lv (xi) 的 
解 。 边 界 值 为 x(0,)=0,z(19=0 和 au(x,0)= 久 ” asin(jrx)。 
7. 设 例 10.4 的 解析 解 为 x(x ,ti) = sin(xx)e-x 十 sin(3xx )e-Gm 
(a) 让 x 国定 ,求解 lim -uvz(x ,tb)。 
(b) 解 在 物理 上 的 意义 是 什么 ? 
8. 需要 求解 抛物 型 方程 (xz,i) -wx，i)= 有 (zx)。 
(a) 推导 这 种 情况 下 的 显 式 差 分 公式 。 
(b) 推导 这 种 情况 下 的 隐 式 差分 公式 。 
9. 公使 用 式 (11) ,而 且 Kx)>=0,g(i=0 和 局 (t)=0。 
(a) 证 明 在 第 j+1 行 中 z(x， , 志 :1) 的 极 大 值 小 于 或 等 于 第 太行 中 zxi) 的 极 大 值 。 
(b) 猜测 当 nm 趋 于 无 穷 大 时 ,第 行 的 元 素 极 大 值 EX; 所)。 


10.2.5 算法 与 程序 


在 第 工 题 和 第 2 题 中 ,对 给 定 的 值 ,使 用 程序 10.3 求解 热传导 方程 wx 1 = o: Lu (xyt), 其 
中 0<x<1 且 0<:z<0.1, 初 始 条 件 为 xx .0) = 人 xx), 其 中 15=0 且 0<x<1, 边 界 条 件 为 
xft0,1) 一 cl] 一 0， 一 0 0 去 ! 近 0.| 
tt, 1) 一 co 一 0. X 一 1] 0 过 上 ! 近 0.1 
使 用 surf 和 contour 命令 画 近 似 值 解 。 
工 . 使 用 A(x ) = sin 人 (xj) +sin(2rx ) ,天 =0.1,5=0.01 和 r=1l。 
2. 使 用 ALx)=3-13x-11-13x-21) 大 =0.18=0.01 和 = 
3. (a) 修改 程序 10.2 和 程序 10.3, 以 接受 边界 条 件 zx(0 中 =SI(D)z 关 0 且 z(e,t)=e(t) 天 0。 
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(b) 用 修改 过 的 显 式 差 分 公式 (参见 程序 10.3) 求 解 第 1 题 和 第 2 题 中 的 热传导 方程 。 边 界 
条 件 为 : 


(0,1) 一 8g10) 二 纺 ， xx 一 0， 0 入 rr<0.1 
xl,bD 一 82(f) 一 el X 一 ]， 0U 和 上 和 0.1 
其 中 cy = cx =0。 
(c) 使 用 surf 和 contouz 画 出 近似 值 解 。 
4. 根据 习题 8 的 (a) 和 (b) ,分 别 构 造 程序 实现 显 式 前 向 差分 公式 和 隐 式 差分 公式 。 
s$. 使 用 上 题 中 的 程序 求解 热传导 方程 2 xit)-2 (xi)=sn(xy), 其 中 0<xy<1l 昌 
0< 上 <0.20, 初 始 条 件 为 (xx,0) = xj)=sin(rzr) +sin(3rx), 边 界 条 件 为 
zx,f) 一 co 一 0 X 一 0 0 和 上 过 0.20 
zx ,It) 一 c2 一 (0， 半 一 上 U 委 上 过 0.20 
设 刀 =0.2, 上 =0.0 和 r=0.5。 


10.3 椭圆 型 方程 


芝 见 的 椭圆 型 偏 微分 方程 包括 拉 普 拉 斯 方程 、. 泊 松 方程 和 亥 姆 霍 茨 方程。 函数 w(x ,y) 
的 拉 普 拉 斯 表示 为 


V 和 一 rr 十 in 《了 
用 这 个 符号 可 表示 拉 普 拉 斯 方程 . 泊 松 方程 和 净 姆 霍 茨 方程 如 下 ; 
V2 一 0 拉 普 拉 斯 方程 (2) 
V 和 一 SC y) 泊 松 方程 (3) 
Viuz = 8Cy) 净 姆 霍 茨 方程 (4) 


在 通常 情况 下 ,函数 “ 中 平面 矩形 区 域 R 的 边界 值 是 已 知 的 。 通 过 有 限 差分 法 技术 可 求 出 上 
述 方程 的 数值 解 。 


10.3.1 拉 普 拉 斯 差分 方程 
位 音 拉 斯 算 符 必须 表示 成 离散 的 形式 ,以 进行 数值 计算 。 太 (zx) 的 近似 值 公式 为 


) 六 ) 一 2 一 
Po(0o 二 jx 十 及 ) 7 站) 
当 将 它 用 于 函数 wx(x,y) 来 近似 & (xy) 和 (xy) ,并 将 结果 加 起 来 ,可 得 到 

V2， 一 MX 十 帮 , 7) 十 Kx 一 六 7 十 MK y 十 站 十 zy 一 间 一 44(x,，y) 
=- 人 
设 将 抢 形 及 = |(x,y):0<x<ea0sysb,p/a= mm/z 划 分 成 (mn - 1) x 7- 也 个 小 矩形 ( 即 
a= 且 5 = 员 ), 如 图 10.14 所 示 。 
为 了 求解 拉 普 拉 斯 方程 ,可 构造 如 下 近似 值 表达 式 : 
UL 十 关 y) 十 2 一 ,y) 十 2 ， y 十 内 十 HG yy 一 户 一 4UCc 
一 0 (7) 


其 中 在 所 有 的 内 部 网 格 点 (x ,y) 一 (xy)i=2 nn-1 且 )=2…m-1 的 精度 为 O( 广 )。 


+ DO (5) 


上 + 0O02) (6) 
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这 些 网 格 氮 间 上 归 均 勾 : Wifi 二 和 ii 十 帮 , Xi-1 三 和 一 六 yiyl1 三 入 十 疡 ,Ji-i= 入 一 疡 。 用 zi 近似 
(xi ), 则 式 (7) 可 表示 为 


2 凡 十 1 7 十 下 一 17 十 于 JE 十 下 一 1 一 44 一 0 (8) 
YY 1 人 户 2 


这 如 是 拉 普 拉 斯 方程 的 5 扣 差 分 公式 。 与 它 的 作 个 邻接 点 Di jy 和 ui 1 建立 
了 联系 ,如 图 10.15 所 示 。 式 (8) 中 的 项 妨 可 被 消去 ,得 到 拉 普 拉 斯 计算 公式 


2i+1 十 本- 十 本 , 半 1 十 后 关 1 一 4 二 0 (9) 
ym 
J1+1 
攻 
yj -1 
少 1 
| 2 -1 -1 xn 一 1 《mn 


图 10.14 用 于 拉 普 拉 斯 差分 方程 的 网 格 


+1 





上 | 
图 10.15$ 拉 普 拉 斯 模板 
10.3.2 建立 线性 方程 组 
设 在 如 下 边界 网 格 点 的 值 x(x*,y) 是 已 知 的 


&U(X1， y7) 一 U1 “和 ] 乏 凡 一 | (在 左边 ) 
& (CEi y1) 一 共 2 委 ! 乏 1 一 ] (在 确 部 ) 
UL(Xn， yj7) 一 Un <“ 乏 j/ 入 灵 一 | (在 右边 ) 
牙 (Xi，ymz) 一 En “2 委 1 委 1 一 | (在 顶部 ) 


对 区 域 尺 中 的 每 个 内 部 点 应 用 拉 普 拉 斯 计算 公式 (9), 可 得 到 由 (mr - 2) 个 变量 和 (m - 2) 个 方 
程 组 成 的 线性 方程 组 。 通 过 求解 线性 方程 组 可 得 到 区 域 R 中 的 内 部 点 的 近似 值 x(x,y)。 例 
如 , 设 区 域 是 正方 形 ,m = 普 =5,9 个 内 部 网 格 点 的 未 知 数值 wx(xi,y ) 用 Pi , ,po 来 标识 ， 
它们 的 位 置 如 图 10.16 所 示 。 
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r2 1 &3 1 z4 1 


10.16 一 个 SxS 网 格 , 边 界 点 的 值 已 知 


对 每 个 内 部 网 格 点 运用 拉 普 拉 斯 计算 公式 (9) 可 得 到 由 9 个 方程 组 成 的 4P = 如 线性 方 
程 组 : 


一 4P1 十 P2 十 P4 一 一 AH2,1 一 1,2 
P1 一 4p2 十 PP3 十 “PS 一 一 13.1 
P2 一 4P3 十 6 一 一 !4,1 一 5,2 
P1 一 4p4 十 P5 十 P7 一 一 K1,3 
D2 十 p4 一 4p5 十 p6 十 Ps 一 
P3 十 Ps 一 4P6 十 poe = 一 45,3 
P4 -4507 十 Ps 一 一 KK2,5 一 &1,4 
P5 十 末 一 4pg 二 po = 一 43.5 
P6 十 Ps 一 4p9 = 一 44.5 一 15,4 


例 10.5 ” 求 拉 普 拉 斯 方程 V 色 =0 在 区 间 尺 = |(x,y):0 达 xs 过 4,0 过 yy 过 4} 内 的 近似 值 , 其 中 
zu(x,y) 表 示 点 (xy) 处 的 温度 ,边界 慎 为 
xxr,0) 一 20， Mk,4) 一 1380， OO<xY<4 
和 
(0, y) 一 80， (4, y) 王 0， 0<y<14 
网 格 纪 如 图 10.17 所 示 。 
在 这 个 情况 下 运用 公式 (9) ,可 得 到 线性 方程 组 4P = 如 ,表示 为 


一 4p1 十 记 十 14 = 一 100 
PlI 一 4p2 十 P3 十 _P5 一 一 20 
P2 一 4P3 十 P6 三 一 20 
P1 一 4p4 十 二 书 一 一 80 
P2 十 p4 一 4p5 十 P6 十 _Pp8 = 一 0 
P3 + 上 一 4p6 二 po 一 0 
P4 一 427 十 Ps 一 一 260 
D5 + 玫 一 4pg 十 po 一 一 180 


P6 十 _psg 一 4p9 = 一 180 
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通过 高 斯 消去 法 可 得 到 解 向 量 已 (或 使 用 其 他 更 有 效 的 方法 ,如 用 于 五 角 方 程 组 的 三 


角 算 法 扩展 方法 )。 内 部 网 格 点 温度 的 向 量 表 示 为 
P=[mpmppopopaoap pm pm 上 
= [SS$.7143 43.2143 27.1429 79.6429 70.0000 
45.3571 112.8$7 111.786 84.2857]' 





xz2 1=20 la 1=20 wx4 1=20 


图 10.17 例 10.5 中 的 5x5 网 格 


10.3.3 导数 边界 条 件 


诺 伊 曼 (Neumann) 边 界 条 件 确定 了 zx yy) 洱 边 法 线 (nomal to an edge) 的 方向 导数 。 这 里 


使 用 零 法 线 导 数 条 件 
0 
NAG ,y) 一 上 
对 于 热传导 而 言 ,这 表示 边 是 热 绝缘 的 ,而 且 经 过 边 的 热 通 量 为 零 。 


(10) 


设 * = zx 和 和 抑 形 区 域 尺 = {(x,y):0< xs<a,0<y 达 外 的 右边 y=a。 沿边 使 用 法 线 边界 


条 件 为 
0 
5XCrn， y 门 一 kr(xn,yh 门 一 0 
设 点 (xy ) 的 拉 普 拉 斯 差分 方程 为 
wan+l 十 tn-1 十 ini+1 十 bn-1 一 4 一 0 


值 w+ 必 是 未 知 的 ,因为 它 位 于 区 域 尺 之 外 。 然 而 ,可 利用 数值 差分 公式 


Km 十 1 一 nr- 一 1，/ 
一 一 rm， y 门 一 0 


2j 
得 到 近似 值 wy = 加 -精度 为 O( 良 )。 当 在 式 (12) 中 使 用 这 个 近似 值 时 ,结果 为 
LU 一 1 十 Un, 才 17 一】 一 4up， / 一 


这 个 公式 将 函数 值 与 邻接 点 的 值 -1 ， En ,yi+1l 和 zt) -1 联系 起 来 。 


(11) 


(12) 


(13) 


第 10 章 ” 偏 微分 方程 数值 解 441 


其 他 边 的 计算 模板 的 推导 过 程 是 类 似 的 (如 图 10.18 所 示 )。 诺 伊 曙 计算 模板 的 4 种 情况 
如 下 所 示 : 


28i2 十 11.1 十 下 +1 一 461 王 0 ( 底 边 ) (14) 
2201 mm -1 十 司 一 1 十 下 十 1 一 4 mm 一 ( 顶 边 ) (15 ) 
<42,) 十 11 十 JE 一 4 三 0 (左边 ) (16) 
<iln-1 十 nj-1 十 ij+L 一 4 =0 (右边 ) (17) 
< 一 4 mn 
由 一 二 + 普 
1 呈 1 
1 im 1 
4 + Un + 1 
一 42 ZU2 ) 2r 1 一 4 / 
1 p 


图 10.18 诺 伊 曼 模 板 


设 凶 区 域 尺 的 边界 部 分 使 用 导数 条 件 au(*,y)/3N = 0, 将 已 知 的 边界 值 wx y) 用 在 边 
午 的 其 他 位 置 , 则 求解 在 边界 点 &(x， :和 值 本 式 将 涉及 诺 伊 曼 计 算 模板 式 (14) 到 式 
(17)。 拉 普 拉 斯 计算 公式 (9) 可 用 来 求解 区 域 尺 的 内 部 点 近似 值 z(x ,Yi ) 


例 10.6 求解 拭 形 区 域 R= {(z,y):0<x<4,0 达 yy 过 4 内 的 拉 善 拉 斯 方程 吕 3 = =0 的 近似 值 ， 
其 中 &(x,y) 表 示 点 (xy) 处 的 温度 ,而 县 边界 值 如 图 10.19 所 示 ,为 : 
Mrx,4) 一 180， 0U<xY<14 


xy, 0) 一 0， OO<xY 一 4 
0 y) 一 80， U<y><14 
x(4, 7y) 一 0， 0 入 ?<4 


闻 和 请 外 要 计划 公式 (14) 用 村 边界 点 g1，g2 和 9g3 ,并 将 拉 普 拉 斯 计算 公式 (9) 用 于 
其 他 点 494, 905，…， gb ， 则 可 得 到 包含 12 个 方程 和 ]12 个 未 知 数 的 线性 方程 组 罗 尼 : 


一 491 十 9? 十 204 = 一 8 
491 一 492 十 93 十 295 _ 0 
42 一 493 十 296 一 0 

91l 一 494 十 95 十 97 一 一 80 


92 十 944 一 445 十 96 十 98 一 0 
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93 十 45 一 446 十 99 一 0 
04 一 497 十 g8 十 910 三 一 80 
95 十 47 一 4gs 十 49 十 911 一 0 
G6 十 gs 一 499 十 912 三 0 
97 一 49i0 十 48 一 一 200 
98 二 9q10 一 4 + 91 = 一 180 
99 二 911 一 4912 = 一 180 


通过 高 斯 消去 法 (或 使 用 其 他 更 有 效 的 方法 ,如 用 于 五 角 方 程 组 的 三 角 算 法 扩展 方 
法 ) 可 求 出 解 向 量 @。 沿 低 边 的 内 部 网 格 点 温度 的 向 量 表示 为 


Q@=|l9ql qz9qs4q49594697 .98 49 99 942] 
一 [71.8218 360.8$43 32.2342 7S$.21694 61.6806 36.0412 
87.3636 78.6103 50.2502 115.628 115.147 86.3492]' 国 


Us 4= 昌 
， 25 3 三 人 


45 2=0 


45 1=(0 





图 10.19 例 10.6 中 的 $Sx5s 网 格 


10.3.4 迁 代 方法 


前 面 的 方法 显示 了 如 何 通过 构造 一 个 线性 方程 组 并 对 其 进行 求解 来 解 拉 普 拉 斯 方程 。 这 
个 方法 的 缺点 是 存储 空间 较 大 ,每 个 内 部 网 格 点 会 引 和 人 一 个 要 求解 的 方程 。 由 于 要 得 到 更 好 
的 近似 值 需要 更 细 粒 度 的 网 格 ,所 以 需要 更 多 的 方程 。 例 如 ,具有 狄 利克 雷 边界 条 件 的 拉 普 拉 
斯 方程 的 解 需要 求解 (” - 2)(mm - 2) 个 方程 形成 的 方程 组 。 如 果 将 尺 分 成 适当 的 10 x 10 小 抵 
形 , 则 有 包含 91 个 未 知 数 的 91 个 方程 ,因此 需要 减少 存储 量 . 如 果 采 用 迭代 法 , 则 这 个 网 格 
只 需要 存储 100 个 数值 近似 值 1z 。 


从 下 列 拉 普 拉 斯 差分 方程 开始 
i+1 十 丰 -1 十 玫 j)H 十 大 一 4 二 0 (18) 
且 设 边界 值 wx(x,y) 在 下 列 网 格 点 上 是 已 知 的 ; 
HL(X1， yy 一 21 站， “ 委 j 委 风 一 ] 《在 左边 ) 
(CCi yy) 一 熙 1 “2 和 1 和 71 一】 《在 殿 部 ) 
(19) 
Un yj 站 一 Un ji 2 委 j 委 由 一 1] (在 右边 ) 


Jr) 一 5， “<“ 委 (和 过 1 一 ] 《在 顶部 ) 
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重 写 等 式 (18) 为 如 下 形式 ,以 方便 迭代 处 理 ; 


呈 一 十 六 ,/ (20) 
其 中 
。 。 1 中 中; 十 哄 ; 和 一 41， ， 
站 二 2 一 in 1 和 2<i<mmn-1 (21) 


4 


必须 得 到 所 有 内 部 网 格 点 的 初始 值 。 常 量 天 是 式 (19) 中 2n + 2m - 4 个 边界 值 的 平均 值 ， 
它 可 用 于 得 到 内 部 网 格 点 的 初始 值 。 一 个 选 代 过 程 包括 将 公式 (20) 应 用 到 所 有 内 部 网 格 点 。 
用 公式 (20) 对 所 有 内 部 网 格 点 连续 执行 迭代 ,直到 公式 (20) 右 边 的 余 项 r,，“ 减 小 到 霍 ”( 即 
Invl<e2sisn-1 且 2<j<m-1)。 通 过 利用 逐次 超 松弛 法 (SOR) 可 提高 所 有 余 项 | >，| 
减 小 到 零 的 收敛 速度 。 逐 次 超 松 弛 法 使 用 迭代 公式 


MiA+1 7 十 在 -1 十 卫 HE 十 滞 六 1 一 4 
Hi 二 十 吕 1 一 一 4 (22) 
一 27 十 名 六 1) 


其 中 参数 ww 位 于 1<w<2 范 围 内 。 在 逐次 超 松弛 法 中 ,对 所 有 网 格 点 应 用 公式 (22) , 吉 到 
1rjl<eoo 的 优化 选择 基于 用 于 线性 方程 组 的 特征 值 迭 代 和 抢 阵 ,而且 在 这 种 情况 下 可 通过 下 
面 的 公式 得 到 ; 
4 
2 十 ,/4 一 (ees (年 ) 十 COS ( 辣 )) 
如 有 果 诺 伊 曼 边 界 条 件 中 边界 的 某 些 地 方 有 特殊 性 , 则 必须 重 写 式 (14) 到 式 (17)， 以 适合 和 迭 
代 过 程 。 包 含 松 弛 参数 w 的 4 种 计算 公式 如 下 ， 
2162 十 下 一 1 十 下 二 1 一 4 


ft 二 一 


《23) 


〈( 诺 边 ) (24) 


wii+oef 才 


226 mm 一 1 十 天 -Emma 十 5 十 1 mr 一 人 
由 ii 一 1 十 吕 | 一 一 -一 一 一 -一 


7 ( 顶 边 ) (25) 


2U2,/ 十 wj--1 十 2IJ+L 一 7 
4 


Unr-1) 十 2, 关 1 十 Un 1 一 4 
20 
4 


5 一 +of (左边 ) 〈26 ) 


wj wjtol (右边 ) (27) 
例 10.7 用 选 代 法 求解 在 区 域 尺 = [xy):0<x 和 4,0 达 y 过 4} 内 的 拉 普 拉 斯 方程 了 2 0 的 近 
似 值 解 ,边界 值 为 
wx ,0U) 一 20， wx,4) 一 180， 00<xr<4 
和 
0U, y) = 一 80， &U(4,y) = 0， QU<y<14 


解 :将 区 域 分 成 64 个 小 区 间 ,间距 为 Ax = 户 =0.5 和 Ay= 太 =0.5。 内 部 网 格 点 的 初始 值 
设 为 wu =70,1=2,…,8 且 J =2,…,8。 然 后 ,用 带 参 数 w = 1.44646 的 逐次 超 松弛 法 来 
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解 ,在 公式 (23) 中 ， 几 = 入 县 7 凡 一 9。 经 过 19 次 选 代 , 余 项 被 统一 归 约 ( 即 | 记 ,/ | <、 
0.000606 <0.001)。 近 似 值 解 如 表 10.6 所 示 。 由 于 边界 函数 在 边 角 处 不 连续 ,所 以 将 边 
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稚 值 wii =50,xi =10,xos=130 和 uvy=90 引 入 表 10.6 和 图 10.20 中 ,在 计算 内 部 点 时 
不 会 使 用 这 些 值 。 表 10.6 中 数据 的 三 维 表示 如 图 10.20 所 示 。 


表 10.6 ” 狄 利 克 雷 条 件 的 拉 茜 拉 斯 方程 的 近似 值 解 


124.821 
102.112 
89.1730 
80.5319 
73.3023 
05.0528 
51.3931] 
20.0000 


141.172 
1 13.453 
94.0499 


109.0515 
07.6241 
53.5159 
40.5195 
20.0000 


180.000 
143.414 
116.479 
93.9210 
76.3999 
0.2.0267 
48.8071 
35.1691 
20.0000 


113.126 
88.7553 
10.0003 
33.21539 
42.7568 
了 Ji.2899 
20.0000 


180.000 
137.478 
103.266 
77.9737 
539.6301 
46.0796 
335.6543 
27.23335 
20.0000 





10.20 ”市 狄 利克 雷 边 界 值 的 zw = x(xyy) 


例 10.8 利用 选 代 法 求解 在 区 域 R= |(x,y):0<x<4,0 二 yy 过 4 内 的 拉 普 拉 斯 方程 Q3 -0 
的 近似 值 解 ,其 中 边界 值 为 


xx,4) 一 180， 一 4， U<xyx<14 
zy 0O) 一 0 Y 一 必 ， DO<y 三 < 和 
xf(0,y) 一 80， X 一 0， U 和 ”<14 
rt(4, 7y) = 0， 大 一 4， 0 和 < 14 


解 :将 区 域 分 成 多 个 小 区 间 ,间距 为 Ax= 几 =0.5 和 Ay= 有 =0.5。 沿 着 y= yi =0 的 边 
使 用 通过 线性 播 值得 到 的 初始 值 。 内 部 网 格 点 的 初始 值 设 为 =70,;=2,…,8 且 1)= 


8。 然后 ,用 带 参 数 ww = 1.44646( 参 见 例 10.7) 的 逐次 超 松弛 法 (SOR 法 ) 求 解 ， 经 过 
29 次 选 代 后 , 余 项 同意 归 约 , 即 1rj)| 和 0.000998 < 0.001 ,得 到 的 近似 值 如 表 10 7 所 示 。 
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表 10.7 混合 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 近似 值 解 


120.4S7 
103.3518 
91.662] 
384.7247 
80.4424 
77.8354 
70.4244 
73.9774 


79.2089 
74.47342 
71.8842 
71.0605 


180.000 
146.837 
119.368 
99.2137 
84.8347 
三 .1245 
0608.9677 
65.5772 
04.4964 


116.270 
94.0461 
78.2063 
67.4860 
00.0944 
530.9600 


180.000 
133.762 
105.999 
82.4936 
06.4578 
55.09185 
49.3635 
45.7972 


180.000 
123.583 
86.4683 
63.4715 
49.2124 
40.3665 
35.0435 
32.1981 


44.0070 


图 10.21 混合 问题 的 w = zx(x,y) 
10.3.5 泊 松 方程 各 玄 姆 堆 茨 方程 


设 泊 松 方程 为 


V27 盖 B{(L， 了 ) 
使 用 符号 &.j = &(x, 力 ), 则 矩形 网 格 内 求解 方程 (28) 的 公式 (20) 的 一 般 化 形式 图 
同一 大 十 ML 十 用 -十 帮 和 1 十 格 J1 一 4 一 28 


议 效 姆 堆 茨 方程 为 


V+ Jo yu SC y) 
使 用 符号 上 = (xs , 力 ), 则 矩形 网 格 内 求解 方程 (30) 的 公式 (20) 的 一 般 化 形式 为 
赂 一 大) 十 Mt 十 本 -1 十 导 计 十 村 关 1 一 人 一 处 记 Da 一色 有 


4 一 有 2 万 
在 习题 中 将 对 这 些 公式 进行 详细 分 析 。 
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由 于 边界 函数 在 边 角 处 不 连续 ,所 以 将 边界 值 &i。= 130,ve。=90 引 入 表 10.7 和 图 10.21 
中 ,在 计算 内 部 点 时 不 会 使 用 这 些 值 。 表 10.7 中 数据 的 三 维 表 示 如 图 10.21 所 示 。 


《28) 


〈29) 


(30) 


(31 ) 
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10.3.6 ”改进 
通过 修改 式 (8) 可 得 到 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 9 点 差分 公式 : 


VS 一 (HL 十 而 -1 十 下 + 十 而 -1 有 1 


] 
672 
十 461 十 4 十 4 1 十 46 关 1 一 2006)) 王 0 
当 用 9 点 差分 公式 和 5 点 差分 公式 求解 拉 普 拉 斯 方程 时 ,如 公式 (8) 所 示 , 它 的 截断 误差 精度 
为 OO ) 和 0O(), 因 此 用 9 点 差分 公式 得 到 的 解 的 精度 更 好 。 
程序 10.4( 求 解 拉 昔 拉 斯 方程 的 狄 利克 需 法 ) 求解 在 区 域 尺 = |(x,y):0<x<a,0<7y<1 

内 的 us(xz,y)+urCxyy)=0 的 近似 值 解 ,而 且 满 足 条 件 w(xz,0) = 放 (xz),z(Cx，b)= 
Px) ,其 中 0<xsa 且 xz(0,y)= 记 (7y)，u(aey)= 记 (7y), 其 中 0<y<pb。 设 Arx=Ar= 
六 ,而 且 存 在 整数 和 兽人 使 得 ea = 下 ,= rm 克 - 

tunction U=dirichttt,f2,f3,f4,a,b,h,tol,maxl) 


AInput - fl,f2,f3,f4 are boundary functions input as strings 
帮 -~ a and b right end points of [0,a] and [0o,bj 

人 - h step size 

/ -~ tol is the tolerance 


kAOutput - U solution matrix;i analogous to Table 10.6 


AInitialize parameters and 1 
n=fix(a/h)+1; 
mi=fTixkb/h)+1l; 
avVve=(a*y(feval(fl,0)+feval(f2,0)) ... 

+b*y (feval(f3,0)+feval(f4,0)))/(2*+a+2*+b) ， 
U=ave*yxones (nn ,了 m) ， 


AhBoundary conditions 
U(C1,1:m)=feval(f3,0:h:(m-1)*h)，， 
Ukn,T:a)=feval(f4,0:h:(m-1)*h)，， 
U(1:Dn,1)=feval(ft+,0:h:(n-1)*hy) ， 
U(t:nm)=feval(f2,0:h:(n-1)*h) ， 
U(l1,1)=(UCL,2)+U(2 ,1))72: 
U(1,m)=(U(1,m-1)+U(2 ,中 ) )/2， 
Una,1)=(U(Cn-l,1)+UCn,2))/2，; 
Un,m)=(U(n-t ,下 )+UCn ,了 -1))/A2， 
VSOR Parameter 
wW=4/ (2+8qrt(4-(cos(Pi/(n-1))+cos(pi/(ma-1)))>~2))， 
AhRefine approximations and sweep operator throughout 
hthe grid 
BeIT=1I ，; 
CHt=0 ; 
while(C(err>tol) 名 (cnt<=max11) ) 
GT=0 ， 
ToF j=2: 了 -并 
for ii=2:n=-t 
relx=wy(U(i,j+l)+U(i,j-l)+U(i+l,j)+U(i-1,j)-4*U(i,j))/4; 
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U(z,j)=U(IT，j)+relx; 
if (err<=abs(relx) ) 
erTr=abSs(CrelXx) ; 
end 
end 
end 
CDnt=CIt+1T ; 
end 


U=flipud(U，) ; 


10.3.7 习题 


1.(a) 确定 包含 4 个 未 知 数 辣 ,PP ,pp 和 六 的 方程 组 ,用 于 求解 在 区 域 尺 =- (xy):0 二 xy 过 3， 
0< 7 大 3 内 的 谐 波 函 数 x(x,y) 的 近似 值 解 (如 图 10.22 所 示 )。 边 界 值 为 
xx,0) 一 10， MX,3) 一 90， OO<x<3 
iD y) 一 70， ty) 一 0， U<y<3 
\b) 求解 (a) 中 方程 组 的 未 知 数 mm ,p: ,py 和 记 。 
2. (a) 确定 包含 6 个 未 知 数 q , q ，……，, 96 的 方程 组 ,用 来 求解 在 区 域 尺 - (xy):0< 和 xx 过 3， 
0<ys<3| 内 的 谐 波 函 数 w(x,y) 的 近似 值 解 (如 图 10.23 所 示 )。 边 界 值 为 


zfx, 3) 一 90， ny(x, 0D) 一 90， OO<yxyx<3 
xf(0, y) = 70， (3,y) 三 0， 0 和 yy< 3 
(b) 求解 (a) 中 方程 组 的 未 知 数 diyd2，， ”96o 
la2.4=90 5 4=90 2 4=90 43 4=90 





,2=70 44 2=0 
1 二 7 14 一 0 





图 10.22 ”习题 1 的 网 格 图 10.23 习题 2 的 网 格 


3. (a) 证 明 ZX yy) = aisin(x )sinh( y ) 十 bsinh( x)sin(y) 是 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 解 。 
(b) 证 明 z(x,y) = assin(mnxz)sinh(nmy)+ sinh( nx )sin( my) 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ,其 中 站 = 
1] ,2,……。 
4. 议 xx,y)= 委 -入 ,确定 值 z(x+ 有 7) ar- 疡 ,7y)，2(xyy+) ,uCxzy- 无 ), 将 它们 代 
人 等 式 (7) 中 并 进行 简化 。 
5 (a) 设 有 函数 (xy,y) = ax2 + xy+e2+ 丰 二 ef + 求 保 证 w+ zw =0 的 系数 关系 式 。 
(b) 设 有 (a) 中 的 函数 wx。 求 保证 + ur = -上 工 的 系数 关系 式 。 
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(c) 求 (a) 中 国 数 x(x ,7y) 的 多 项 式 系 数 ,除了 满足 (a) 中 的 条 件 外 ,还 要 满足 边界 条 件 &(x， 


0) =0 和 zxv(x,8) =0。 
(d) 求 (a) 中 晤 数 &(x,y) 的 多 项 式 系 数 ,除了 满足 (b) 中 的 条 件 外 ,还 要 满足 边界 条 件 zx 


(x;,0) =0 积 xx,p8)=0。 
6. 求解 在 区 域 尺 = |(x,y):0 和 x 和 1,0 过 y 科 日内 的 + zi = -4 ,边界 值 为 
(xy 一 cosS(2xr) 十 Sin(2y) 
7. 确定 有 4 个 未 知 数 Pi ,pz ,ps 和 局 的 方程 组 ,以 实现 在 4x4 网 格 (如 图 10.24 所 示 ) 上 的 拉 
普 拉 斯 9 点 微分 方程 。 





图 10.24 习题 7 的 网 格 


10.3.8 算法 与 程序 


1. (a) 用 程序 10.4 计算 矩形 区 域 只 = xy):0<x<1.5,0<ys1.5| 内 的 谐 波 函 数 w(x，y) 
的 近似 值 。 疡 =0.5, 边 界 值 为 
ur, 0) 一 x4， kr, 1.5) 一 2x 一 13.5x2 十 5.0625， 0 过 zx 去 1.5 
zf0,y) = 攻 ， (1.5, y) 一 多 一 13.572 十 5.0625， 0 过 y 雪 1.5 


(b) 用 surf 命令 画 出 (a) 中 的 近似 值 解 ,并 与 精确 解 wx(x,y) = 妈 -6x22+ y 进行 比较 。 
2. 修改 程序 9.11( 三 角 方 程 组 ) ,使 其 可 求解 五 对 角 方 程 组 。 
3.(a) 用 类 做 习 题 10.5 的 $Sx5 网 格 ,确定 有 9 个 未 知 数 Piy pz pi，…，pD9 的 方程 组 ,用 来 求解 
定形 区 域 尺 = |(x,y):0<x<4,0<y<4} 内 的 谐 波 函 数 2z(Yx,y)。 边 界 值 为 
wx,0) = 王 10， xx,4) 一 120， 0<yY<4 
(0 y) 一 90， Htf4,y) = 40， 0<yY<4 
(b) 用 修改 后 的 程序 9.11 求解 mn ,PP ，…, po。 
(ec) 用 程序 10.4 求解 近似 值 。 
《d) 用 类 似 例 10.7 中 的 9 x 9 网 格 和 程序 10.4 求解 近似 值 。 
4. (al) 用 类 似 习 题 10.6 中 的 Sx5 网 格 ,确定 有 12 个 未 知 数 dyd2，，， 4ga 的 方程 组 ,用 来 求解 


抠 形 区 域 R= {(x,y):0<x<4,0<y 和 4 内 的 谐 波 函 数 zx,y)。 边 界 值 为 
zx,4) 一 120 uvyx,y) 一 0 U<xyx<14 
xf0. = 90 ud(4, 7y) 一 40 0 和 yy<4 


(b) 用 修改 后 的 程序 2.11 求解 dd2， 0i2zo 
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(c) 用 程序 10.4 求解 近似 值 。 
(d) 用 类 似 例 10.8 中 的 9x 9 网 格 和 程序 10.4 求解 近似 值 。 
.(a) 用 S$x5 网 格 ,确定 有 9 个 未 知 数 m , p ,p ，…,pe 的 方程 组 ,用 来 求解 矩形 区 域 尺 = | (x， 
y):0 反 *x 关 1,0 达 7y 过 十 内 的 有 g(x,y)=2 的 泊 松 方程 的 解 wx(x,y)。 边 界 值 为 
DO, 0) 一 ur 1 = 人 (xz 一 ]， 0 委 x 扫 1 
xu(0, y) = 六 UL y) = (7 一 上 ， 0 系 )》 芭 | 
(b) 用 修改 后 的 程序 9.11 求解 pn ,p; ,……,pe。 
(c) 用 程序 10.4 求解 近似 值 。 
(d) 用 9x9 网 格 和 修改 后 的 程序 10.4 求 解 近 似 值 。 
'(a) 用 5x5 网 格 ,确定 有 9 个 未 知 数 记 ,Pa ,Ps ,ps 的 方程 组 ,用 来 求解 矩形 区 域 RR = 
[xy):0<x<1,0<y 生 十 内 的 有 g(x,y) = y 的 泊 松 方程 的 解 x(x,y)。 边 界 值 为 
ur,0) 一 2 KOI 一 2 0 和 xx 之 1 
xs(0, y) 一 0， UL(1, y) 一 | 0 过 > 委 ]! 
(b) 用 修改 后 的 程序 9.11 求解 m ,p， ，…, po。 
(c) 用 程序 10.4 求解 近似 值 。 
(d) 用 9x9 网 格 和 修改 后 的 程序 10.4 求解 近似 值 。 
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在 一 些 工 程 系统 的 设计 中 ,会 用 到 断裂 的 最 大 应 力 理论 (maximum stress theory of failure) 的 
情况 。 该 理论 基于 刚体 最 大 应 力 确定 其 断裂 的 假设 。 相 关 的 数学 结论 是 线性 系统 Y= 4X 的 
主轴 理论 。 在 二 维 空间 中 ,存在 基 向 量 ， 和 L ,这 两 个 向 量变 换 的 效果 是 按 X 和 的 比例 
分 别 泊 与 避 和 已 , 平行 的 方向 拉 伸 。 对 于 下 列 对 称 和 矩阵 : 


3.8 0.6 
0.6 2.2 
主 方 癌 是 wii =[L3 1 和 了 =[-1 3] ,对 应 的 特征 值 分 别 是 X =4 和 =2。 向 量 了 Y 和 人 也 


的 映像 分 别 是 Wi =4U =[12 4]} =4[3 1] 和 了 几 =40 =[-2 6]'=2[-1 3]。 该 变换 
将 如 图 11.1(a) 所 示 的 四 分 之 一 圆 弧 进 行 拉 伸 , 变 成 如 图 11.1(b) 所 示 的 四 分 之 一 椭圆 。 





图 11.1 (a) = 4X 变换 前 向 量 D =[3 ]]' 与 忆 =[-1 3]' 的 映像 ， 
(b) 向 量 V = 4 =[12 4]} 和 W =40 =[-2 6]' 的 映像 


11.1 齐 次 方程 组 :特征 值 问 题 
11.1.1 背 景 


先 回顾 一 下 线性 代数 的 一 些 知识 ,这 里 将 其 中 的 一 些 定理 证 明 留 做 练习 ,有 兴趣 的 读者 也 
可 以 在 线性 代数 的 相关 部 分 找到 其 他 一 些 定理 的 证 明 。 
第 3 章 讲述 了 如 何 求解 包含 n 个 未 知 变量 和 n 个 方程 的 线性 方程 组 。 它 假设 矩阵 的 行列 
式 非 零 , 因此 解 是 惟一 的 。 对 于 齐 次 方程 组 4X = 0。 如 果 det(4 ) x0, 则 其 惟一 解 就 是 平凡 解 
和 =0。 如 果 det(4) = 0, 则 存在 非 平 凡 解 。 设 det(4 ) = 0, 考 虑 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 解 ， 
411X1 十 al2x2 十 …: 十 Go 一 0 
CQ21Y1 十 G22X2 十 .… 十 a2rxm 三 0 


2r11l 十 Gr2X2 十 .十 Qtrrr 一 0 


该 系统 总 有 平凡 解 x = 0, xs = 0,，…,x = 0。 用 高 斯 消去 法 可 以 得 到 该 方程 组 的 解 ， 
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例 11.1 求 下 列 齐 次 方程 组 的 非 平凡 解 : 
XI 十 2x2 一 X3 一 0 
2xX1 十 xX2 十 妇 一 0 
5XlI 十 4x2 十 X3 一 0 
解 :首先 用 高 斯 消去 法 消 掉 xi ,得 到 下 面 的 结果 : 
xl 十 2x2 一 X3 二 0 
一 3x2 十 3x3 一 0 
一 0x2 十 6x3 一 0 
由 于 第 三 个 方程 可 以 由 第 二 个 方程 两 边 同 时 乘 以 2 得 到 ,因此 该 系统 可 以 简化 为 如 下 和 外 
含 三 个 变量 的 方程 : 
XI 十 X2 一 0 
一 22 十 2 一 (0 
然后 任 取 其 中 一 个 变量 作为 参数 。 例 如 , 令 岂 = ! 则 从 第 二 个 方程 可 以 得 到 x2 = 上, 进而 
根据 第 一 个 方程 得 到 wx = -因此 该 系统 的 解 可 以 表示 为 ， 


X 王 一 上 一 一 并 
X2 一 或 | -| ] 
X3 一 | ] 
其 中 上 是 任意 实数 。 | 
定义 11.1 (线性 无 关 ) 如 果 下 列 等 式 
cltlI 二 cz 十 .十 cr = (2) 
只 有 当 cl =0,c: =0,…,cs =0 时 才 成 立 , 则 称 向 量 DJ ,7 ,了 旦 线性 无 关 的 。 如 果 
一 组 向 量 不 是 线性 无 关 的 ,就 称 它们 是 线性 相关 的 。 换 句 话说 ,如 果 存 在 一 组 不 全 为 0 的 
整数 集合 [cc ec | ,使 得 等 式 (2) 成 立 , 别 这 组 向 量 就 是 线性 相关 的 。 全 
名 中 的 两 个 向 量 是 线性 无 关 的 , 当 且 仅 当 它们 不 平行 只 中 的 三 个 向 量 是 线性 无 关 的 ， 
当 且 仅 当 它们 不 在 同一 个 平面 内 。 
定理 11.1 向 量 局 , 忆 ，…,, 是 线性 相关 的 ， 当 且 仅 当 邓 少 有 一 个 向 量 是 其 他 向 量 的 线性 组 合 。 
四 量 空间 有 一 -个 很 有 用 的 特点 ;能够 从 向 量 空间 中 找到 一 个 较 小 的 向 量子 集 ,使 得 能 够 用 
它们 的 线性 组 合 表示 向 量 空间 中 的 任何 一 个 向 量 。 由 此 产生 了 下 面 的 定义 。 
定义 11.2 设 S$= fp,D | 是 向 量 空间 只。 中 男 个 向 量 的 集合 ,如 果 对 于 gf 中 的 任何 
一 个 向 量 天 ,都 存在 惟一 的 一 组 标量 | c， CCn |, 使 得 四 可 以 表示 为 如 下 形式 ， 
着 =ctVI+etD 二 二 coD (3) 
则 称 集 合 $ 是 中 "的 一 组 基 。 全 
定理 11.2 在 中 "中 任何 线性 无 关 的 了 个 向 量 都 是 外" 的 一 组 基 。 路 * 中 的 任何 一 个 向 量 都 可 
以 惟一 地 表示 为 基 向 量 的 线性 组 合 , 如 式 (3) 所 示 。 
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定理 11.3 设 开 , 开 ,天 。 是 空间 路 " 中 的 一 组 向 量 ， 


如 果 站 >m, 则 这 组 向 量 是 线性 相关 的 。 (4) 
如 果 由 =m, 则 这 组 向 量 是 线性 相关 的 , 当 且 仅 当 det( 开 ) =0, 其 中 下 =[ 民 民居 ]。 (5) 
11.1.2 特征 值 


应 用 数学 中 有 时 会 遇 到 如 下 问题 :4 -和 Xz 的 奇异 性 如 何 判定 ( 其 中 入 是 参数 )? 一 组 向 量 
1AXo| 产 o 的 结果 是 怎样 的 ? 线性 变换 的 几何 特征 是 什么 ? 在 许多 学 科 中 ,比如 经 济 学 、 工 程 
领域 以 及 物理 学 ,许多 问题 的 求解 都 涉及 到 这 些 问 题 ,特征 值 和 特征 向 量 的 理论 非常 有 助 于 回 
答 这 些 问题 。 

放 4 古 一 个 ma xz 方 阵 ,大 是 一 个 m 维 向 量 ,乘积 了 =4 巨 可 以 看 成 是 n 维 空间 内 的 线性 
变换 。 如 果 能 够 找到 一 个 标量 和 ,使 得 存在 一 个 非 零 向 量 天 ,满足 
他 丰 一 入 于 (6) 
则 可 以 认为 线性 变换 7( 下 ) = 4 互 将 天 映射 为 和 ,此 时 称 天 是 对 应 于 特征 值 入 的 特征 向 量 
于 。 它 们 形成 了 4 的 一 个 特征 对 (eigenpair) 入 , 瑟 。 通 常 标 量 和 和 向 量 蕊 可 以 是 复数 。 为 了 简 
单 起 见 , 本 书 一 般 用 实数 来 举例 说 明 。 但 是 ,所 讲 的 技术 和 结论 可 以 很 容易 地 扩展 到 复数 情 
沁 。 用 单位 矩阵 了 来 重 写 公 式 (6) ,可 以 得 到 4 = 入 了 瑟 , 从 而 进一步 可 以 写成 线性 方程 组 的 
标准 形式 : 

(4 一 人 1) 天 一 0 (7) 

公式 (7) 表 示 抢 阵 (4 - X7) 和 非 零 向 量 下 的 乘积 是 零 向 量 ! 根据 定理 3.5, 该 线性 方程 组 
有 非 平凡 解 , 当 且 仅 当 和 矩阵 4 - X7 是 奇异 的 , 即 : 


det(4 一 入 门 =0 (8) 
该 行列 式 可 以 表示 为 如 下 形式 
G11 一 人 Ci2 …- Q1ln 
CQ21 022 一 入 ……: G2r 
一 0 (9) 
cl CL7r2 Cn 一 大 


将 行列 式 (9) 展 开 后 ,可 以 得 到 一 个 n 阶 多 项 式 ,被 称 为 特征 多 项 式 ， 
p(O) = det(4 一 入 站 
一 (一 1 (十 cI 十 cz 和 一 十 .十 cn 和 十 cy) 
n 阶 多 项 式 一 共有 个 根 (可 以 有 重 根 ) ,将 每 个 根 入 代 人 公式 (7)， 可 以 得 到 一 个 有 非 平 
几 解 问 量 天 的 欠 定 方程 组 。 如 果 入 是 实数 ,就 可 以 构造 一 个 实 特 征 向 量 不 。 为 了 强调 这 种 情 
定义 14.3 如 果 4 是 一 个 严 x 刀 实 和 给 阵 , 则 它 的 个 特征 值 N ,加 ,…, 入 , 是 下 面 风 阶 特征 多 项 
式 的 实 根 或 复 根 : 


(10) 


P(X) 一 det(4 一 和 1) (11) 


全 
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定 久 1.4 如 果 入 是 4 的 特征 值 并 且 非 零 向 量 Y 具有 如 下 特性 : 
并 一 人 玉 (12 ) 
则 V 称 为 矩阵 4 对 应 于 特征 值 入 的 特征 向 量 . 全 
特征 多 项 式 (11) 可 以 分 解 为 如 下 形式 ; 
P(A) 三 (一 (和 一 和 DO(A 一 入 2) 2 (和 一 入 KE) (13) 
其 中 四 是 特征 值 的 重复 度 。 所 有 特征 值 的 重复 度 之 和 为 m, 即 有 : 
下 二 Ji 十 了 2 十 十 7 
下 面 3 个 定理 用 于 判定 特征 值 的 存在 性 。 
定理 11.4 (〈a) 对 于 每 个 惟一 的 特征 值 入 至 少 有 一 个 与 该 特征 值 相应 的 特征 向 量 
(b) 如 果 特 征 值 和 的 重复 度 为 r, 则 至 多 有 r 个 与 该 特征 值 相应 的 线性 无 关 的 特征 
向 章 TV， ， TV ,… ， Y 。 
定理 11.$ 设 4 是 一 个 方 阵 ,N ,jp ，…, 和 ; 是 4 的 互 不 相同 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 分 别 是 
， 9 YY 9 V , 则 | 于， 9 2 9 ”9 | 是 一 组 线性 无 关 的 向 量 集 合 。 
定理 11.6 如 果 半 xpm 短 阵 4 的 特征 值 是 互 不 相同 的 , 则 存在 mm 个 线性 无 关 的 特征 向 量 位 ， 
其 中 J = 1,2,……,m。 
定理 11.4 经 常 以 如 下 的 方式 应 用 。 将 重复 度 >>1 的 特征 值 和 X 代 和 下列 方 程 ; 
(4 一 47)7 =10 (14) 


钞 用 高 斯 消去 法 就 可 以 得 到 高 斯 妇 约 形 , 包 含有 ) 个 变量 ,nm -下 个 方程 ,其 中 1<<r。 因 此 
可 供 选 择 的 自由 变量 有 个 ,通过 一 定 的 方式 选择 自由 变量 ,可 以 得 到 与 入 对 应 的 大 个 线性 无 
关 的 解 向 量 W ? Y， 9 ”5 TY 。 


例 11.2 求 下 列 矩 阵 的 特征 值 入 和 对 应 的 特征 向 量 yY 。 


3 一 1] 0 
4 一 | 一 | 一 | 
OU 一 ] 3 
证 明 这 些 特征 向 量 是 线性 无 关 的 。 


证 明 : 特 征 方 程 det(4 -和 7Z) =0 为 
3- 入 一] 0 
-1 2- 入 -1 
0 -1 3- 和 
也 可 表示 为 - (A- 1)( 和 -3)( 和 -4) =0, 故 可 得 到 3 个 特征 值 XN =1,N =3 和 入 =4. 
情况 (i): 将 入 =1 代 入 式 (14) 可 得 
2X1 一 X2 一 人 
一 X1 十 Y2 一 3X3 一 (0 
2 十 2x3 一 0 
由 于 第 一 个 方程 加 上 第 二 个 方程 的 两 售 ,然后 再 加 上 第 三 个 方程 的 和 为 0. 因此 该 方程 组 


= -)J 二 8 一 19+12=0 (15) 
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可 以 归结 为 由 两 个 方程 和 三 个 未 知 变 量 构 威 的 方程 组 : 
2xl 一 X2 一 (0 
一 X2 十 2x3 一 
令 x=2a, 其 中 @ 是 任意 常数 ,从 而 根据 第 一 个 方程 和 第 二 个 方程 可 以 分 别 得 到 
xi=a 和 xs=a。 因此 第 一 个 特征 对 为 入 =1,W=[a 2a cl'=afl 2 1]。 
情况 (ii) :将 2 =3 代 入 式 (14) 可 以 得 到 


一 克 7 一 昌 
一 1 一 2 一 4 一 (0 
一 X2 一 人 
它 等 价 于 如 下 两 个 方程 组 成 的 方程 组 ; 
Xi 十 2X3 王 0 
X2 一 0 


令 %I= bb 其 中 心 是 任意 常数 ,可 以 得 到 va = ~ ,因此 第 二 个 特征 对 为 =3 和 
=[ 0 -pb=b[L 0 -1'。 
情况 (这 ) :将 为 =4 代 入 式 (14) ,可 以 得 到 
一 X1 一 Xi2 = 0 
一 X1 一 2 一 X3 一 人 0 
一 X2 一 X3 一 
它 等 价 于 
X1 十 X2 一 用 
X2 十 13 一 0 
令 Ma =c, 其 中 是 常数 ,根据 第 二 个 方程 可 以 得 到 mm = - c, 然 后 根据 第 一 个 方程 可 以 得 
到 xi =c。 因 此 第 三 个 特征 对 为 =4 和 有 卫 =[c -ec cl'=cell -1 1 
可 以 用 定理 11.5 证 明 这 些 向 量 是 线性 无 关 的 。 但 是 ,回顾 一 下 关于 线性 代数 的 有 关 
知识 ,根据 定理 11.3, 可 得 行列 式 
户 C 
20 0 一 C 
4 一 pp rc 


由 于 det([V mw 有 几 ]) 关 0, 因 此 根据 定理 11.3 ,向量 太 ,Y 和 了 是 线性 无 关 的 。 四 


例 11.2 给 出 了 当 维 数 ”很 小 时 手工 计算 特征 值 的 方法 ;(1) 求 特征 多 项 式 的 系数 ;(2) 求 它 
的 根 ;(3) 求 齐 次 线性 方程 组 (4 -和 TY =0 的 非 零 解 。 这 里 采用 最 常见 的 手段 研究 香 方 法 、 雅 可 
比方 法 和 CR 算法 。OR 方法 及 其 改进 已 经 应 用 于 专业 软件 包 ,如 EISPACK 和 MATIAB 。 

在 去 (12) 中 ,由 于 Y 右 乘 矩阵 4 ,因此 被 称 为 相应 于 特征 值 入 的 右 特 征 向 量 。 当 然 也 存在 
左 特 征 向 量 了 满足 


det(| Y > Y3 站 )= 一 一 6apc 








7 4 一 入 区 / (16) 


一 般 情 况 下 , 左 特征 向 量 了 与 右 特征 向 量 Y 是 不 同 的 ,但 如 果 4 是 一 个 实 对 称 和 矩阵 , 即 
几 - =4, 则 
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(47V) 一 YA4 = 和 4 
(入 VY) 一 入 W 
所 以 当 4 是 实 对 称 和 矩阵 时 ,左右 特征 向 量 相 同 。 在 本 书 以 后 的 部 分 只 讨论 右 特征 回 量 。 
特征 值 铺 以 一 个 常量 仍然 是 特征 值 Y。 设 e 是 一 个 标量 ,从 下 面 的 推导 可 以 看 出 cyY 也 
是 一 个 特征 值 ; 


(17) 


并 (cy 一 C( 和 人) 一 C(AY) 二 入 (CY) (18) 
为 了 得 到 惟一 的 形式 ,可 以 用 下 列 方法 将 特征 问 量 进行 归 一 化 。 可 以 使 用 下 列 向 量 范 数 ; 
呈 | = DaX 【| (19) 
或 
， 1/2 
IIXl2 = 阳 wp) (20) 
大 一 1 
这 里 必须 满足 | 下 外 。=1 或 外 天 | 目 , = 1 
11.1.3 对 角 化 
对 于 如 下 形式 的 对 角 移 阵 九 ,可 以 比较 容易 地 理解 特征 值 的 情况 ; 
| 0 .10 
OO A> : ( 
妨 一 diag( 入 1, 和 2，...， 人 1) 一 | (21) 
0 0 .入 
令 妃 =[00…010…0]' 是 标准 基 向 量 , 其 中 第 /个 分 量 为 1, 其 他 的 都 是 0, 从 而 有 
人 (22) 


它 表 示 和 矩阵 的 特征 对 是 X 和 马 ,其 中 J = 1,2,…,m。 如 果 有 一 种 简单 方法 可 以 将 矩阵 4 
转换 为 对 角 阵 ,就 可 以 得 到 特征 值 ,基于 这 一 考虑 ,产生 了 如 下 定义 。 
定义 14.$ 设 有 mxpPm 矩阵 4 入 ,如 果 存 在 一 个 非 奇 异 矩 阵 尼 , 使 得 
尼 一 玉 -14 天 (23) 
则 称 甜 阵 4 和 如 是 相似 的 。 全 
定理 11.7 如 果 4 和 如 是 相似 矩阵 兴 是 答 阵 4 对 应 于 特征 向 量 多 的 特征 值 , 那 么 入 也 是 答 阵 
男 的 特征 值 。 设 于 -4 开 =, 则 了 = 下 -区 是 玉 对 应 于 特征 值 入 的 特征 向 量 - 
对 于 一 个 xz 和 矩 阵 4 ,如 果 它 和 一 个 对 角 和 矩阵 相似 , 则 称 它 是 可 对 角 化 的 。 下 面 的 定理 
展示 了 特征 向 量 在 和 矩阵 对 角 化 过 程 中 的 作用 。 
定理 11.8( 对 角 化 ) 答 阵 4 和 一 个 对 角 短 阵 刀 相似 , 当 且 仅 当 它 有 个 线性 无 关 的 特征 向 
量 。 如 果 4 和 九 相似 , 则 有 
Y- 47Y = 万 = diag(A], 2 和 ) 
Y=|[V TY … yn] 
其 中 王 个 特征 对 是 入 和 也, =1;2，: 


〈24) 
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定理 11.8 蕴涵 着 这 样 一 个 结论 , 即 具 有 mm 个 不 同 特征 值 的 矩阵 4 是 可 对 角 化 的 。 
例 11.3 证 明 下 列 给 阵 是 可 对 角 化 的 : 


3 一 ] 0 
4 一 | 一 ! 2 一 ] 
0 一 | 3 


解 :在 例 11.2 中 ,已 知 其 特征 值 为 N =1,N =3 和 为 =4, 由 特征 向 量 组 成 的 矩阵 为 


其 逆 短 阵 Y -为 


6 3 让 3 -1 or 1 1 
二 0 -||-L 2 -Il|2 0 -|= 
1 1 | 0 一 | 3|l1I1 -L 1 
3 3 3 


这 里 说 明了 4 是 可 对 角 化 的 , 即 9-147 = 万 =diag(1,3,4)。 
关于 矩阵 结构 和 其 特征 值 的 更 一 般 的 结论 可 参见 下 面 的 定理 。 


定理 4. 外 千 尔 (Schar) 定 理 ] 设 4 是 任意 一 个 呈 xr 答 阵 ,存在 一 个 非 奇 异 的 答 阵 书 , 具 有 
性 质 了 = 书 ”4P, 其 中 了 是 一 个 上 三 角 纸 阵 ,了 的 对 角 线 上 的 元 素 就 是 4 的 特征 值 ， 


在 一 蔡 工 程 结构 分 析 中 , 要 求 员 " 的 基 由 矩阵 4 的 特征 向 量 组 成 , 这 样 使 得 映射 
Y = 7X) = 4 的 可 视 化 过 程 更 容易 。 特 征 对 ) ,多 具有 将 V 通过 了 映射 为 XY 的 特性 ,在 
下 面 的 定理 中 将 使 用 这 -一 特性 。 
定理 11.10 设 4 是 一 个 mx 答 阵 ,并 且 具 有 个 线性 无 关 的 特征 对 入 ， 了 ,其 中 也 = 1 ,2， 
… 和 1, 唱 %i* 中 的 任意 向 量 居 可 以 惟一 地 用 这 些 特征 向 量 的 线性 组 合 来 表示 : 


疏 王 CIY1 十 czY2? 十 … .十 cyV， 〈25 ) 
线性 变换 了 ( 疏 ) = 4 下 将 四 映射 为 
7 三 7(4)=cIMIY1 十 c2X2VY2 十 .十 cn 和 〈26) 


例 1H.4 设 3x3 纸 阵 4 的 特征 值 为 =2, 和 = -1 入 =4, 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
=Lll 2 -2 , 岂 =[-2 1 1] 和 =[L 3 -4], 如 果 瑟 =[-1 2? 1 ,来 下 
经 过 了 ( 帮 ) = 4 映射 后 的 四 的 映像 。 

解 :首先 将 下 表示 为 特征 值 的 线性 组 合 ,这 可 以 通过 求解 下 面 的 关于 cycy 和 c, 的 方程 
得 到 : 
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[-1 2 I=elfl2 -2 了 +c[-21H+c[l3 -4 
这 等 价 于 求解 线性 方程 组 
cl 一 2c2 十 c3= 三 一 ] 
2c1 十 c2? 十 3c3 三 2 
一 2c1 十 cz 一 4c3 王 1] 
解 为 cl =2,c,=1 和 e= -1, 根 据 定义 11.4, 可 以 通过 计算 了 (起 ) 得 到 特征 值 
7 了 (和 &) 一 428YI 十 YY 一 Y3) 
一 248Y1 十 4Y2 一 4VY3 
228Y1) 一 YY 一 4773 
=[2 -5 7 


11.1.4 对 称 性 的 优势 


如 果 不 借助 于 专业 的 软件 包 , 如 EISPACK 或 MATLAB ,很 难 判 断 一 个 矩阵 有 多少 线性 无 关 
的 特征 向 量 , 但 是 对 于 实 对 称 和 矩阵 , 它 一 乍 有 mn 个 实 特征 向 量 , 对 于 重复 度 为 m 的 特征 值 , 它 
有 mi 个 线性 无 关 的 特征 问 量 ,因此 每 一 个 实 对 称 和 抢 阵 是 可 对 角 化 的 。 


定义 11.6 设 有 一 组 向 量 | V ,V ，…，,J ,如果 


7 = 0， 天 天 (27) 
则 称 这 组 向 量 是 正 交 的 。 全 
定义 11.7 设 |1Vi ,Wi V | 是 一 组 正 交 向 量 , 如 果 它 们 都 是 单位 范 数 (unit nomm) 的 , 即 
WA 一 0， 7 头 大 
V =1 太一 1，2，.……， (28) 
则 称 这 组 向 量 为 标准 正 交 的 。 全 


定理 1.i1 一 组 标准 正 交 向 量 是 线性 无 关 的 。 
批注 ”标准 正 交 向 量 不 包含 零 向 量 。 
定义 1.8 设 有 一 个 到 xm 天 阵 4, 如 果 4' 是 4 的 北 ,， 即 


4'4=7 (29) 
则 称 4 为 正 交 矩 阵 , 它 等 价 于 
4 一 由/ (30) 
也 就 是 说 , 是 正 交 的 , 当 且 仅 当 天 阵 入 的 列 ( 和 行 ) 形 成 一 组 标准 正 交 向 量 。 全 
定理 11.12 如 果 4 是 一 个 实 对 称 和 给 阵 , 则 存在 一 个 正 交 矩阵 玉 , 使 得 
天 '4 开 一 天- 4 开 一 也 (31) 


其 中 万 是 以 A 的 特征 值 为 对 角 线 的 对 角 阵 。 


推论 11.1 如 果 4 是 一 个 mxzm 实 对 称 和 矩阵 , 则 4 的 个 线性 无 关 的 特征 向 量 可 形成 一 组 正 
交 向 量 。 
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推论 1tL.2 实 对 称 短 阵 的 特征 值 都 是 实数 。 
定理 11.13 ”对称 短 阵 不 同 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 。 
定理 11.14 ”对称 敌 阵 4 是 正定 的 , 当 且 仅 当 4 的 所 有 特征 值 是 正 的 。 


11.1.5 特征 值 范围 估计 


如 果 能 够 给 出 矩阵 4 特征 值 大 小 的 一 个 范围 ,在 许多 情况 下 是 很 有 用 的 。 下 面 就 这 一 问 
题 进行 讨论 。 
定义 1.9 设 目 忒 外 是 向 量 范 数 , 则 对 应 的 自然 矩阵 范 数 (natural matrix normm ) 为 


引 4 王 | 
UN [ 评 (32) 
范 数 | 4 | 。 可 表示 为 : 
外 41 = DRX 雪 oj (33 ) 


定理 11.1S 如 果 入 是 甜 阵 4 的 任意 特征 值 , 则 对 于 所 有 自然 矩阵 范 数 | 4 | ,有 
[人 到 14 《34) 
定理 11.16[ 格 尔 施 戈 林 (Gerschgorin) 圆 盘 定理 ] 设 4 是 一 个 nxpm 给 阵 ,其 中 C 表示 位 于 
复 平面 z=x+ 矿 上 ,以 太 7 为 国 心 ,以 


下 


刻 = 》 laj， j 一 1，2，.….， 7 (35) 
k 王 1 天 ) 
为 半径 的 园 盘 , 即 C; 包含 所 有 满足 条 件 
(一 tz:lz 一 ah 委 记 ] (36) 


的 复数 馆 二 区 十 !y o 如 果 必 一 U”， C， ，, 则 克 的 所 有 特征 值 包 含 在 集合 $ 中 。 进一步 可 得 ， 
以 二 天 个 国 盘 的 并 如 果 与 其 余 的 于 -天 个 国 盘 不 交叉 , 则 它们 一 定 包 含 天 个 特征 值 (包括 
重复 的 特征 根 )。 


定理 11.17( 谱 半径 定理 ) 设 4 是 一 个 对 称 阵 , 则 4 的 谱 半 径 为 ‖ 4 | 并 且 满 足下 列 关 系 ， 
外 42 = maxfl 太 ij xz ,| (37) 


11.1.6 方法 综述 


对 于 中 等 规模 的 对 称 和 矩阵 ,使 用 雅 可 比方 法 是 安全 的 。 对 于 非常 大 的 对 称 矩 阵 (mn 为 几 百 
以 上 ), 最 好 先 用 Householder 方法 得 到 三 角 阵 的 形式 ,然后 使 用 OR 算法 。 和 实 对 称 和 矩阵 不 同 ， 
实 非 对 称 矩 阵 可 具有 复数 特征 值 和 特征 向 量 。 

对 于 拥有 主 特征 值 (dominani eigenvalue) 的 矩阵 ,可 以 使 用 才 方 法 得 到 主 特征 向 量 。 使 用 
紧缩 技术 可 以 先 得 到 几 个 子 占 优 特征 向 量 。 对 于 实 非 对 称 抢 阵 , Householder 方法 可 以 得 到 海 
秋 伯 格 (Hessenberg) 和 矩阵 ,然后 使 用 凡 或 者 OR 算法 。 


11 . 
1 


(ok 
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1.7 习题 
对 于 下 面 每 个 矩阵 , 求 (i) 特征 多 项 式 p(A),(ii) 特征 值 , (这 ) 每 个 特征 值 对 应 的 特征 
回 量 。 


1 0 一 2 3 
4= | 2 4=| | 4=| 3 则 
] 1 1 1 
ll 2 1 
3 
-3 0004 


. 确定 习题 1 中 每 个 矩阵 的 谱 半 径 。 
, 确定 习题 1 中 每 个 邱 阵 的 范 数 | 41 和 14|1。。 


4. 判定 习题 1 中 哪些 年 阵 是 可 对 角 化 的 。 对 于 习题 1 中 每 个 可 对 角 化 的 矩阵 ,根据 定理 11.8， 


( 


10 . 
11L. 


. 令 4=| 


求 出 矩阵 Y 和 刀 , 计 算式 (24) 中 和 抢 阵 的 乘积 。 


.(a) 对 于 任意 固定 值 0 ,证 明 


cosO sing 
一 - SinO COS | 
是 一 个 正 交 阵 。 
批注 ”和 玫 阵 尼 称 为 旋转 给 阵 。 
(b) 确定 使 矩阵 尺 的 所 有 特征 值 都 是 实数 的 0 的 所 有 值 。 


. 在 3.2 节 中 介绍 了 平面 旋转 变换 尽 .(a) , 丸 ,(8) 和 民 .(7)， 


(a) 对 于 任何 固定 的 ,8 和 7 ,证 明 R.(a), 丸 (8) 和 尺 ,(7) 两 两 都 是 正 交 矩阵 ; 
(b) 确定 ,8 和 Yy 的 所 有 取 值 ,使 得 矩阵 慌 .(c), 及 (6) 和 民 (7) 的 特征 值 都 是 实数 。 
C++3 “| 
Cj 
(a) 证 明 其 特征 多 项 式 为 p( 入 ) = 祥 -(3+2a)X+az+3a-4。 
(b) 证 明 4 的 特征 值 为 =a+4 和 )=a-1。 
(c) 证 明 4 的 特征 向 量 为 册 =[2 1 和 了 用 =[-1 2]'。 


' 议和 ,站 是 算 阵 4 的 特征 对 ,如 果 上 大 是 一 个 正 整数 ,证 明 X ,Y 是 矩阵 4 的 特征 对 。 
, 议 了 是 矩阵 4 相应 于 特征 值 和 X= 3 的 特征 向 量 , 证 明 入 =9 是 抢 阵 42: 相应 于 向 量 Y 的 特 


征 值 。 

说 了 是 矩阵 4 相应 于 特征 值 和 = 2 的 特征 向 量 , 证 明 入 = 二 是 和 矩阵 4-:! 相 应 于 向 量 Y 的 特征 值 。 
讽 了 是 矩阵 4 相应 于 特征 值 X= $ 的 特征 向 量 , 证 明 入 = 4 是 矩阵 4 -7 相应 于 向 量 V 的 
特征 值 。 


, 设 4 是 一 个 mxm 方 阵 , 其 特征 多 项 式 p(X) 为 


PLX) = det(4 一 人 1 
= (一 1)7(A2 十 cl 十 co 十 十 co 十 co) 
(a) 证 明 pP(A) 的 常数 项 为 c,. =(-1)"det(4)。 
(b) 证 明和 ”的 系数 为 ce = -(al+az+…+a )。 
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13. 设 4 与 一 个 对 角 阵 相似 , 即 有 
yY 4Y = 万 = diag(1, 和 2 ,和 Xn) 


如 果 大 是 一 个 正 整 数 ,证 明 
4 一 YYdiag(AT XXX 一 


11.2 ”条 方 法 


下 面 介绍 求 主 特征 对 的 宪法 。 如 果 已 知 一 个 比较 好 的 初始 近似 值 , 则 求 任 意 特 征 值 的 反 
生 法 非常 实用 。 有 时 一 些 其 他 求 特征 值 的 机 制 收敛 得 更 快 ,但 是 精度 有 限 。 用 反 蹇 法 可 以 对 
该 数值 结果 进行 优化 ,得 到 更 高 的 精度 。 在 进行 详细 讨论 之 前 ,需要 如 下 的 定义 。 


定义 11.10 如 果 入 是 矩阵 4 的 特征 值 , 并 且 其 绝对 值 比 4 的 任何 其 他 特征 值 的 绝对 值 大 ， 
则 称 它 为 主 特征 值 (dominant eigenvalue)。 相 应 于 主 特征 值 和 的 特征 向 量 V 称 为 主 特征 


向 量 (dominant eigenvector) 。 全 
定义 11.11 如 果 特 征 向 量 Y 中 绝对 值 最 大 的 分 量 为 1, 则 称 其 是 归 一 化 的 (nommalized)。 全 


通过 形成 新 的 向 量 了 = (Uc)[w mm … 加 ,其 中 c=vy 且 lwl= maxieis | 12|j} ,可 将 
特征 问 量 [w > … 内] 进行 归 一 化 。 

设 和 矩阵 4 有 一 个 主 特征 值 入 ,而且 对 应 于 入 有 惟一 的 归 一 化 特征 向 量 YY。 通 过 下 面 称 为 
释 法 (power method) 的 欠 代 过 程 可 求 出 特征 对 入 , Y。 从 下 列 向 量 开 始 : 


Xo=[11.… 1 (1) 


用 如 下 递归 公式 递归 生成 序列 | 天 十: 
一 大 


] 2 
1 一 六 (2 


其 中 ct 是 用 绝对 值 最 大 的 分 量 。 序 列 | 忆 上 | 和 fc 将 分 别 收 伍 到 和 入 ， 

由 4 一 ce 二 (3) 
批注 如 果 2o 是 一 个 特征 向 量 且 和 站 , 则 必须 选择 其 他 初始 向 量 。 
例 11.S 用 轩 法 求 下 列 失 阵 的 主 特征 值 和 主 特征 向 量 。 


0 11  --5 
4 三 |-2 17 一 7 
-4 26 -10 


解 : 令 初始 向 量 为 芭 =[1 1 1]】 了 ,用 式 (2) 生 成 向 量 序列 | 和 和 常量 序列 | cj 。 第 一 次 


迭代 可 得 到 
0 1 -51T1 6 
-4 26 -10|11 12 


ja 一 
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第 二 次 选 代 可 得 到 
了 
0 11 -5] 有 好 5 | 居 
-2 17 -7|131=| 旭 = 孔 六 | = cz 于 2 
-4 26 -10| 11 学 ] 


选 代 过 程 生 成 序列 | 本 拓 其 中 了 是 归 一 化 向 量 )， 


也 天 6 

12 253 9 | 38| 如 | 28| 妈 | 158| 时 
3 |， 3 8 "21151 ”9 38 ”19 1 | ”39 158 | ， 
] ] 1 ] ] 


向 量 序列 收 化 到 V= [ 己 ” 噩 1]' ,而且 常量 序列 收 北 到 入 = 4( 如 表 11.1 所 示 )。 可 证 明 
收 化 的 还 率 为 线性 的 。 明 
表 11.1 在 例 11.5 中 用 赫 法 求解 归 一 化 主 特征 向 量 Y= | 乓 ”三 。 1 和 对 应 的 特征 值 X=4 





4 和 一 了 一 CK 二 1 及 人 1 


440 = [6.000000 8.000000 12.00000] ”= 12.0000010.500000 0.666667 1] ”一 cj 荐 | 
4 和 1 = [12.333333 3.333333 5.333333] ”= 5.333333{0.437500 “0.625000 1] = c2 大 2 


4 在 2 一 [1.875000 2.750000 4.500000] = 4.500000[0.416667 0.611111 于 = cq23 
4X3 一 [1.722222 2.555556 ”4.222222]' = 4.222222[0.407895 0.605263 1]' = cd 天 
4 和 4 一 [1.657895 2.473684 4.105263]' = 4.10526310.403846 0.602564 日 ' = cs 大。 
4X5 = [1.628205 2.435897 4.051282]' = 4.051282[0.401899 0.601266 1 = csX 
4X6 = [1.613924 2.417722 4.025316]' = 4.025316[0.400943 0.600629 1]/ = c7 天 1 
4X7 = [1.606918 2.408805 4.012579]' = 4.012579[0.400470 0.600313 1]' = cg 瑟 8 
4 在 8 一 [1.603448 2.404389 4.006270]1 = 4.006270[0.400235 0.600156 1] = coXoe 
4X9 = [1.601721 2.402191 4.003130] = 4.003130[0.400117 0.600078 1 = cl0Xi0 


4410 = [1.600860 2.401095 4.001564]' = 4.00156410.400059 0.600039 1] = cl1 基 11 
-一 一 -~ ”一 “1 人 11 


定理 11.18( 种 法 ) 设 xnmn 敌阵 4 有 mm 个 不 同 的 特征 值 和 ,和 ,入 而且 尼 们 按 绝 对 值 大 


小 排列 , 即 
| > 2| 闪 3 站 (4) 
如 时 选择 适当 的 Xo , 则 通过 下 列 递归 公式 可 生成 序列 { 卫 =[xf5 wx 和 9 …x 昌 ]} 和 | e |。 
一 让 (5) 
和 
] 
生 k+1 一 2 《6) 
其 中 
ctr1= 直 = max {lzy (7) 


这 两 个 序列 分 别 收 系 到 特征 向 量 V 和 特征 值 入 。 即 


mn 人 名 ck = “| (8) 


证 明 : 由 于 4 有 mn 个 特征 值 ,所 以 有 对 应 的 特征 向 量 疙 7 =12……n。 而 且 它 们 是 线性 无 关 
的 且 归 一 化 的 ,可 形成 一 个 二 维 空间 的 基 。 因 此 初始 向 量 Xo 可 表示 为 它们 的 一 个 线性 组 合 
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玉 0 一 DPIY1I 十 228Y2 十 …: 十 Dryn (9) 
设 于 =[Lxx wx] , 且 & 关 0, 而 且 大 的 分 量 满足 maxi is ix =1。 因 为 | 有 上 是 4 
的 特征 回 量 , 归 一 化 乘积 4Xo 可 得 到 
to 一 440 三 4(I 十 p28Y2 十 十 刀 Vn) 
一 DI4Y1 十 24Y8Y 十 ,十 记 AVY， 
一 DIAIY1 十 2 和 X2Y2 十 .十 DA 和 XI， (10) 


人 
一 人 1] (ori+( 定 2 Ya (种 ) 
] 
Ar 
下 1 一 二 (Vi+ 如 人 ( 刀 ) ra+- 二 人 ( 逢 ) 7 
] 


经 过 上 大 个 迭代 后 ,可 得 到 
-1 一 4 和 1 


和 一 和 2 一 | 和 AN 
-rt +…+ 如 ( 沁 ) 7 
Cc1C2 .ck 一 1 1 A1 

狼 一 ] 一 入 K 一 下 
-- (aar 十 D2 ( 冯 ) 4Y 2 十 … 十 br () 4Y ni 
C1c2 -0 一 1] 1 人 1 

《11 1) 
)K 一 ] 入 类 一 | 入 上 一 1 

一 ~ | | 邓 A2HY 2 十 .十 忆 ( 关 ) Ar 术 

(C1C2 CCK 一 | 人 | 入 1 


人 和 NA 和 
一 一 一 nyi+( 守 】 Ya+…+ 如 ( 守 】 Y， 
C1C2 .CCk-1 人 1 人 1 

入 )2 
站 1 十 2 yy， 十 …… .十 忆 TY 
CH1C2 .…CK 和 和 


由 于 设 INUMINE<1=2,3,……,m ,可 得 到 





和/ 
< 有 一 生 一 9 9 
im D 人) ”= J] 王 2，3 ， 严 (12/) 


因此 可 进一步 得 到 
(13) 





站 1 和: 
im 天 一 [im 
类- Oo 《一 oo C1C2 .…CK 


由 于 要 求 所 和 是 归 一 化 的 ,而 且 最 大 分 量 为 1 因此 式 (13) 左 边 的 向 量 极限 将 归 一 化 ,使 
得 其 最 大 分 量 为 1。 这 样式 (13) 右 边 的 W 的 标量 乘 数 的 极限 存在 ,日 为 1 即 
。 PIA1 


因此 向 量 序列 | 了 上 收敛 到 主 特征 值 : 
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nr 0 
在 式 (14) 中 按 顺 序 用 天 -1 替换 大 ,可 得 到 

六 
KK 一 Oo CC52 .CCK 一 
在 式 (14) 两 边 除 以 上 面 的 结果 ,可 得 到 

.AI1 biA1/Cclca ch) ] 

lm 一 一 hm 一 AT 一 
KK 一 Oo CK 邦 一 DO DPIA1 /cl1c2 CCK 一 1 ] 


因此 常数 序列 | c,} 收 敛 到 主 特征 值 ， 
4 (16) 


证 毕 。 人 @@ 


11.2.1 收敛 速度 


根据 式 (12) ,可 以 看 出 天 中 的 系数 Y 按 比例 (AN ) 趋 于 零 , 而 且 | 巧 收敛 到 V 的 速 
度 由 项 (人 )# 决定 ,所 以 收敛 速度 是 线性 的 。 同 理 ,常量 序列 | c | 收敛 到 入 的 速度 也 是 线性 
的 。 埃 特 金 A? 方法 可 用 来 求解 任意 线性 收敛 序列 | ", } 并 形成 收 倒 得 更 快 的 新 序列 


~ (pk 一 Pb) 
PK+2 一 2PK+I 十 耻 


在 例 11.4 中 , 埃 特 金 A' 法 可 用 来 加 速 常数 序列 { cj 的 收敛 ,也 可 加 速 向 量 序列 | 天 | 。 震 法 和 
埃 特 金 加 速 法 的 结果 比较 如 表 11.2 所 示 。 


囊 11.2 比较 亚 法 和 用 埃 特 金 人 技术 的 赫 法 加 速 的 收敛 速度 
(于 大 你 生 
ci 于 1 一 12.000000[0.5000000 0.6666667 1]'; 4.3809524[0.4062500 0.6041667 1] = 名 多 
c2X2 = 5.3333333[0.4375000 0.6250000 1]; 4.0833333[0.4015152 0.6010101 1]' = 已 例 ， 
c3 于 3 ”= 4.5000000[0.4166667 0.6111111 1]; 4.0202020[0.4003759 0.6002506 1] = 仿生 3 
c4X4 ”= 4.2222222[0.4078947 0.6052632 1]'; 4.0050125[0.4000938 0.6000625 1] = 已 例 
c5X5 一 4.1052632[0.4038462 0.6025641 1]'; 4.0012508{0.4000234 0.6000156 1] = 会 全 
c6 丰 6 ”一 4.0512821[0.4018987 0.6012658 ”1]'; 4.0003125[0.4000059 0.6000039 1] = 高 全 < 
c7X7 = 4.0253165[0.4009434 0.6006289 1]'; 4.0000781[0.4000015 0.6000010 1]} = 信介 ? 
c8X8 一 4.0125786[0.4004702 0.6003135 '; 4.0000195[0.4000004 0.6000002 1 = 会 全 8 
c9X9 ”一 4.0062696[0.4002347 0.6001565 1]; 4.0000049[0.4000001 0.6000001 1]' = 高 介 
c10 兴 10 = 4.0031299[0.4001173 0.6000782 1]'; 4.0000012[0.4000000 0.6000000 1] = 全 0 克 |0 
10410 


ae 


Ta 


ee 


me 


11.2.2 移 位 反 知 法 


现在 对 移 位 反 宕 法 (shifted-inverse power method ) 进行 分 析 。 这 种 方法 需要 一 个 特征 值 的 好 
的 近似 值 , 然 后 用 迭代 可 得 到 一 个 精确 的 解 。 首 先 使 用 其 他 方法 ,如 OUM 法 和 吉文 斯 (Givens) 
法 得 到 一 个 初始 近似 值 。 对 于 复数 特征 值 .重复 特征 值 . 存 在 绝对 值 相等 或 近似 相等 的 特征 值 
的 情况 ,可 导致 计算 困难 ,并 需要 更 高 级 的 方法 。 这 里 主要 考虑 特征 值 惟一 的 情况 。 移 位 反 宪 
法 主要 基于 下 面 3 个 结论 (定理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 )。 
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定理 11.19 ( 移 位 特征 值 ) 设 入 ,中 为 冯 的 特征 对 。 如 果 wu 是 任意 常量 , 则 入 -a, 允 是 答 阵 
4 -az 的 特征 对 。 


定理 11.20 ( 逆 特 征 值 ) 设 入 , 允 是 4 的 特征 对 。 如 果 入 zx0, 则 1 入 ,只 是 矩阵 4 的 特征 对 。 
定理 11.21 设 入 ,了 是 4 的 特征 对 。 如 果 ax 入 , 则 1( 和 -au),7Y 是 答 阵 (4 - a1)-! 的 特征 对 。 


定理 11.22( 移 位 反 才 法 ) 设 mxP 给 阵 4 有 不 同 的 特征 值 N ,R，…,X。 考 虑 特征 值 AN， 可 
选择 常量 n ,使 得 Ki = 1/(N - a) 是 (4 - af) -的 主 特征 值 。 而 且 ,如 果 选 择 适 当 的 素 。， 
则 可 通过 下 列 递归 公式 得 到 序列 | 和 = [xf 妇 9 px] 和 ee 


了 一 (4 一 wa 天 (17) 
和 
Xi = -7， (18) 
大 十 | 
其 中 
ct (19) 


这 两 个 序列 将 收敛 到 给 阵 (4 - af)-! 的 主 特征 对 jj， 多 。 最 后 ,通过 下 面 的 计算 可 得 到 
答 阵 4 对 应 的 特征 值 。 
] 


人 ji 一 一 十 CQ 
LI (20) 


批注 为 了 实现 定理 11.22 ,通过 一 个 线性 方程 组 求解 器 求解 线性 方程 组 (4 - af) 了 = 下 ， 
可 得 到 每 一 步 的 二 。 
证 了 明 :不 失 一 般 性 , 设 和 福 入 < ” 反 入 ， ,选择 一 个 数 ata 关 入 ) ,使 得 它 最 接近 入 (如 图 11.2 所 
示 ), 即 
IAA 一 cl< 人 一 ch 一 2 7 一 1 7 十 1 天 (21 ) 
根据 定理 11.21,1/(N - <c), 了 是 矩阵 (4 - wz) 的 一 个 特征 对 。 关 系 式 (21) 意 味 着 对 每 
个 字 六 有 LIN -al<LIN -ah 因此 Am =L(ON - a) 是 卸 阵 (4 - az)-! 的 主 特征 值 。 移 位 反 
和 攻 法 用 修改 的 长 法 来 确定 特征 对 及 1， 位。 然后 根据 入 ; 二 1 十 妈 可 得 到 和 矩阵 4 的 特征 值 。 @@ 


图 11.2 移 位 反 釉 法 中 w 的 位 置 
例 11.6 用 移 位 反 因 法 求解 给 阵 
0 11 一 
4=|-2 17 -7 
-4 26 -10 


的 特征 对 。 
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矩阵 4 的 特征 值 为 入 =4,)=2 和 )=1, 对 每 种 情况 分 别 选择 适当 的 w 和 初始 


向 量 。 
情况 (i): 对 于 特征 值 X =4, 选 择 ae =4.2 和 初始 向 量 筷 =[1 1 1 。 首 先 ,形成 矩 


阵 4 本 十 .27 ， 求解 可 得 ; 
-4.2 1 一 3 ] 
一 ! 128 一/ |7o= 和 0 一 | 1 
-4 26 一 14.2 ] 


还 得 到 向 量 mo = [ - 9.545454545 ”- 14.09090909 ”- 23.18181818]'。 然 后 ,计算 c, = 
-23.18181818 和 成 = [0.4117647059 0.6078431373 1]。 和 迭代 生成 的 值 如 表 11.3 所 示 。 
序列 | ce| 收 笋 到 Ai = -3, 这 是 (4 -4.27)-: 的 主 特征 值 ,而 | 筷 | 收 笋 到 Vi = [< 三 ]]'。 
通过 计 和 工 入 =Lp +a=1/(-S$)+4.2= -0.2+4.2=4, 可 得 到 4 的 特征 值 入 。 
甫 11.3 在 例 11.6 中 求 矩阵 (4 - 4.27) -1 特征 对 的 移 位 反 霖 
法 : 收 笋 到 特征 向 量 VY=| -< 夸 1 和 mm= -5 





(入 一 Q 人 一 和 一 CR 十 1] 且 大 二 1 
(4 -co1)- 0 = 一 23.18181818 [0.4117647059 0.6078431373 1]' = cl] 于 | 


(4 一 a 门 - 1 = 一 5.3S6506239 [0.4009983361 0.6006655$74 1]' = co 于 
(4 一 oa1)- 天 2 = 一 5.030252609 [0.4000902120 0.6000601413 ]] = c3 天 3 
(4 一 a1)- 3 = 一 5.002733697 [0.4000081966 0.6000054644 1]' = cd 于。 
(4 一 a1)- 下 4 = 一 5.000248382 [0.4000007451 0.6000004967 1] = cs 5 
(4 一 a1)- 大 5 = 一 5.000022579 [0.4000000677 0.6000000452 1 = ceXe 
(4 一 ca 站) 6 = 一 5.000002053 [0.4000000062 0.6000000041 1]7 = co 
(4 -oa7)- 7 = 一 9.000000187 [0.4000000006 “0.6000000004 1 = cgs 
(4 一 ca 四- 8 = 一 5.000000017 [0.4000000001 0.6000000000 1] = coXoe 


情况 (ii) :对 于 特征 值 wx =2, 选 择 wa =2.1 和 初始 向 量 居 = [1 ] 1 ]“。 形成 矩阵 


砍 -2.17, 求 解 可 得 ， 
一 2.1 JJ 一 3 ] 
-2 14.9 -7 17o=To=|1 
-4 26 一 12.1 ] 


还 可 得 到 向 重 Fo = [11.052631S8 21.57894737 42.631$7895]' 。 然 后 ,计算 cl = 42.631$7895 
和 姑 | = [0.2592592593 ”0.5061728395 1]'。 选 代 生 成 的 值 如 表 11.4 所 示 。(4 -2.17)”… 
的 主 特征 值 是 Ki = -~ 10, 而 矩阵 4 的 特征 对 为 R =1/(-10)+2.1= -0.1+2.1=2 和 


六 =[ 二 了 吉 ' 

情况 (加 ): 对 于 特征 值 N = 1, 选 择 wa = 0.875 和 初始 向 量 和 =[0 1 1]'。 通过 先 
代 生 成 的 值 如 表 11.5 所 示 。 矩 阵 (4 -0.8757) -的 主 特征 值 为 wii =8, 而 矩阵 4 的 特征 
对 为 N = 1/8+0.875=0.125+0.875=1 和 人 防 =|[ 方 方 1]'。 经 过 7 个 选 代 后 ,初始 向 
量 为 [0 1 1 的 向 量 序列 | 已 站 收效 。 当 No = [1 1 1]' 时 , 收 化 过 程 将 非常 漫长 国 
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表 11.4 在 例 11.6 中 用 移 位 反 考 法 求 矩 阵 (4 -2.17) -的 特征 
对 :收效 到 特征 向 量 v= | 二 方 1 和 um = -10 


(4 一 ca 四) 一 CK 十 1 是 古 ] 
(4 一 ac1)-1Y0 = 42.63157895 [0.2592S92593 ”0.5061728395 1]' = ci 时 | 
(4 一 a71)- 三 1 = 一 9.350227420 [0.2494788047 ”0.4996525365 1]' = co 


(4 一 a71)- X2? = 一 10.03657511 [0.2500273314 0.5000182209 1]' = c3 夺 3 
(4 一 af)- 《3 = 一 9.998082009 [0.2499985612 0.4999990408 1 = cd 到 4 
(4 -~ wa1)- 4 = 一 10.00010097 [0.2500000757 ”0.5000000505 1]'′ = cs 于 5 
(4 -ao 站 X5 = 一 9.999994686 [0.2499999960 ”0.4999999973 1]' = cgX5 
(4 一 a1)” 6 = 一 10.00000028 [0.2500000002 0.5000000001 1 = c7 天 7 


表 11.5 在 例 11.6 中 用 移 位 反 灾 法 求 矩 阵 (4 -0.8757) -1 的 
特征 对 : 收 敏 到 特征 向 量 y= | 方志 1 和 wm =8 





(4 一 ca 人 -一 Ck 十 1 生 二 1 

(4 一 ca 们 - X0 = 一 30.40000000 [0.5052631579 0.4947368421 1] = cl 大 | 
(4 -an 1 = 8.404210526 [0.5002004008 0.4997995992 1]' = co 时 2? 
(4 一 a7)-IXY = 8.01$390782 10.$000080006 0.4999919994 于 = c3 天 3 
(4 一 cx1- 3 一 8.000614449 [0.5000003200 “0.4999996800 1 = cdX4 
(4 一 a1)- 于 4 = 8.000024576 [0.5000000128 ”0.4999999872 1]/ = cs 于 
(4 一 ca 四) X5 一 8.000000983 [0.5000000005 0.4999999995 1]' = cgX5 
(4 一 ca7)- 6 = 8.000000039 [0.5000000000 0.5000000000 1 = c7 天 7 


程序 11.1( 释 法 ) 计算 普 xzm 给 阵 4 的 主 特 征 值 NM 和 对 应 的 特征 向 量 | 。 设 个 特征 值 满 
足 性 质 IN1> lxz1211z>…2>IX1>0。 


function [ambda,V]=powerl(A,X,epsilon,maxi) 


hpInput -~ Ais an nxn matrixX 
- X is the nxl starting Vector 
大 -~ epsilLon is the tolerance 
礁 ~ maxl 18 the maximum nunber of iterationgs 
40utput - lambdqa is the dominant eigenvalue 
人 ~ V is the dominant eigenVvector 
AInitialize parameterg 
Tambdaa=Oo ; 
Cnt=0 ; 
BIT= 工 ; 
St 七 ate=1|; 
while 〈《(《cnt<=maxl) 训 (state==1)) 
= 开 水 从 ， 


kNozrmalize Y 

[m j]=max(abs(Y) ) ; 
Cjd=m; 
dc=abs(1Lambda~cil) ， 
Yse(1/cT)*Y， 
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UPpdate X and lambda and check for convergence 
dVv=Dnorm(X-Y) ; 
erTr=max(dc ,dv) ; 
攻 一 Y ， 
Lamnbda=cl ; 
S 七 ate=; 
if (err>epsilLon) 
SS 七 ate=1 ; 

end 
CHt=CDnt+1T ， 

end 

V= 人 X， 


程序 11.2( 移 位 反攻 法 ) 计算 普 xpPm 纸 阵 4 的 主 特征 值 N 和 对 应 的 特征 向 量 内 。 设 三 个 特 
征 值 满足 N<X<…< 入 且 a 是 一 个 实数 ,对 每 个 =1,2,…,j -1 17+1 nm 满足 


I 和 人 -al<lX-alo。 


function [liambda,V]=invpow(A,X,alpha,epsilon,maxl) 


phInput - A is an Dxn matrix 

从 ~ X is the nxl starting vector 

人 -~ alpha is the given Shift 

六 - epsilon is the tolerance 

A -~ maxl is the maximumn number of iterations 
Ap0utput ~- lambda is the dominant eigenvalue 

-~ V is the dominant eigenvector 


AInitialize the matrix A-alphaI and parameterg 
[na nmn]=size(&A) ; 

A=A-alpbpha*yreye(ny) ; 

ambda=0 

cnt=O0O ; 

BrI=1 ; 

8 七 at 七 Be=Tt ; 


While 〈《(cnt<=maxl) 廊 (State==1)) 
hpSolve System AY=X 
= 人 A\X ; 
ApNormalize Y 
[m j]j=max(abs(Y) ) ; 


Cl = 允 ; 

dc=abSs(1ambda-cl) ， 

Y=(1V/clL)*Y， 

AUPpdqate X and lambda and check for convergence 
dv=norm(X-Y) ; 

erT=max(dc,dv) ; 

从 = ; 

Jambda=cl ， 


S 七 te=O ; 
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if (erT>epsilon) 
S 七 ate= 二 ; 
end 
CDt=Cnt+l| ，; 
end 
jambda=alpha+1ycl ; 
V= 久 |; 


11.2.3 习题 


. 议和 ,Y 是 矩阵 4 的 特征 对 。 如 果 x 是 任意 常量 ,证 明 入 - c,Y 是 矩阵 4 - ur 的 特征 对 。 

. 议和 ,VY 是 矩阵 4 的 特征 对 。 如 果 和 zx#0, 证 明 1 和 ,Y 是 矩阵 4 -的 特征 对 。 

. 议和 ,V 是 矩阵 4 的 特征 对 。 如 果 az 和 ,证 明 1/( 入 - ae),VY 是 矩阵 (4 - wz)-! 的 特征 对 。 

. 压缩 技术 (deflation techniques)。 设 入 ,和 是 征 阵 4 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 
YY YY 而 且 入 的 重复 次 数 为 1。 如果 下 是 任意 满足 她 V = 1 的 向 量 , 证 明和 矩阵 

召 一 4 一 和 1V1 秆 / 

有 特征 值 0,:% ,) ,和 ,对 应 的 特征 向 量 为 Vi , W; , 针 ,,…, 多, 其 中 V 和 全 有 如 下 关 
系 式 


有 


JJ 三 (人 一 人 1) 了 外) 十 和 1( 且 门 太 1 三 一 2，3，.……， 天 


5. 马尔 可 夫 过 程 和 特征 值 。 一 个 马尔 可 夫 过 程 可 通过 一 个 所 有 元 素 是 正 值 , 旦 列 元 素 和 为 1 
的 方 阵 4 描述 。 令 书 = [sx yo] 记录 在 一 个 城市 中 分 别 使 用 品牌 于 和 了 的 人 数 。 每 
个 月 人 们 决定 使 用 同样 的 品牌 或 更 换 品 牌 。 用 户 从 品牌 L 更 换 到 品牌 了 的 概率 是 0 3- 
用 户 从 品牌 了 更 换 到 品牌 夺 的 概率 为 0.2。 这 个 过 程 的 转换 矩阵 为 


Pen4m=|oz 0 [| 
如 果 对 某 些 有 4P; = 已 , 则 己 = Y 称 为 马尔 可 夫 过 程 的 稳 态 分 布 。 这 样 ,如 果 有 一 个 稳 态 
分 布 , 则 入 = 1 必须 是 4 的 特征 值 。 而 且 , 稳 态 分 布 了 是 特征 值 X= 1 对 应 的 特征 向 量 [ 即 求 
解 (4 ~- 了)Y=0]。 
《ai 根据 上 面 的 例子 ,验证 入 = 上 是 转换 矩阵 4 的 特征 值 。 
(b) 验证 与 X= 1 对 应 的 特征 向 量 集 为 {i[3/2 1 :eeg% ie01。 
(c) 议 城 市 的 人 口 为 50000。 利 用 (b) 的 结论 验证 稳 态 分 布 为 [30000 20000】。 


11.2.4 算法 与 程序 


在 第 1 题 至 第 4 题 中 ， 
(a) 使 用 程序 11.1 求解 给 定 和 矩阵 的 主 特征 对 。 
(b) 使 用 程序 11.2 求 解 其 他 的 特征 对 。 


7 6 -3 -14 -30 42 
1.4=|-12 -20 24 2.4=| 24 49 -66 


-6 -li2 416 I12 ”24 -32 
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25 -25 30 0.5 25 -20 25 0.5 
00 50 -20 20 05 50 -25 -0.5 
3.4=|-05 -05 40 25 4.4=|-15 10 35 -2.5 
25 -25 50 3.5 20 30 -5$50 3.0 


sS. 设 用 户 从 品牌 契 更 换 到 品牌 了 或 品牌 2 的 概率 分 别 是 0.4 和 0.2。 用 户 从 品牌 了 更 换 到 
品牌 夺 或 品牌 2 的 概率 分 别 是 0.2 和 0.2。 用 户 从 品牌 Z 更 换 到 品牌 蒜 或 品牌 了 的 概率 分 
别 是 0.1 和 0.1。 马 尔 可 夫 过 程 的 转换 和 矩阵 是 

0.4 0.2 0.11TxO9 
Pi 一 4P 人 一 |04 0.6 0.111 yo 
民 0.2 由 区 
(a) 验证 入 = 1 是 和 宅 阵 4 的 特征 值 。 
(b) 确定 人 数 为 80000 时 的 稳 态 分 布 。 

6. 设 获 啡 工业 有 5 个 品牌 B, , B; , B; ,B 和 B;。 设 每 个 客户 每 个 月 买 3 磅 咖啡 ,每 个 月 一 共 
有 6 干 万 磅 咖啡 卖 出 。 不 考虑 品牌 ,每 磅 姥 啡 的 利润 为 1 美元 。 设 使 用 如 下 的 针对 别 峙 销 
售 的 置换 矩阵 ,这 里 ay 表示 客户 从 买 品牌 及 变 到 买 品牌 员 的 概率 。 

0.1 0.2 0.2 0.6 0.2 
0.1 0.1 0.1 0.1 0.2 
4=|0.1 0.3 0.4 0.1 0.2 


0.3 03 01 0 0.2 
0.4 0.1 0.2 0.1 0.2 


一 个 广告 代理 保证 品牌 玉 的 生产 商 每 年 可 得 到 4 千 万 美元 的 利润 ,通过 广告 它们 能 将 矩阵 4 
的 第 一 列 变 成 [0.3 0.1 0.1 0.2 0.37。 品 牌 妃 的 生产 商 能 聘用 这 个 广告 代理 吗 ? 

7. 基于 习题 4 中 的 压缩 技术 写 一 个 程序 ,用 来 求解 给 定 和 矩阵 的 所 有 特征 值 。 可 调用 程序 11.1 
来 确定 每 次 迭代 时 的 主 特征 值 和 对 应 的 特征 向 量 。 

8. 使 用 上 题 中 的 程序 求解 下 面 矩 阵 的 所 有 特征 值 。 


1 2 一 1 
(a)4=|1 0 1 
4 -4 5 

i 二 研一 /) 


(b) 4 = [co ]， 其 中 一 上 | 且 志 太一 上 2 .…. 15 


!J/ ! 尖 J/ 


11.3 雅 可 比方 法 


雅 可 比 (Jacobi) 方 法 是 一 个 容易 理解 的 求解 对 称 和 矩阵 所 有 特征 对 的 算法 。 这 个 方法 很 可 
靠 ,而 且 产生 的 结果 精度 一 致 。 对 于 高 达 10 阶 的 矩阵 , 使 用 这 种 算法 非常 具有 竞争 力 。 如 果 
个 主要 考虑 速度 问题 ,用 它 求解 高 达 20 阶 的 矩阵 是 可 行 的 。 

对 于 实 对 称 算 阵 ,用 雅 可 比方 法 一 定 可 以 求 出 解 。 这 个 限制 不 严重 ,因为 在 应 用 数学 和 工 
程 中 的 问题 经 常 包含 对 称 和 矩阵 。 从 理论 角度 分 析 ,这 种 方法 体现 了 在 更 复杂 算法 中 用 到 的 技 
本 。 从 指导 的 角度 看 ,仔细 研究 雅 可 比方 法 的 细节 是 非常 值得 的 。 
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11.3.1 平面 旋转 变换 


首先 考虑 一 些 坐 标 变换 的 几何 背景 。 设 互 表 示 一 个 在 二 维 空间 的 加 量 , 设 有 线性 变换 
7 = RX ,其 中 尺 是 mx 和 矩阵 : 


OU …. cos 凡 snh … 0|<e 二 第 p 行 
R= | : 

0 … 一 Sinbg … cosf … 0| 和 第? 行 

O  .,， O 。，。。 忆 | 


第 了 列 第 4 列 
及 的 所 有 非 对 角 线 元 素 为 零 或 常量 值 + sin 几 , 员 的 所 有 对 角 线 元 素 为 1 或 cos b 变换 

7 = RX 的 效果 很 容易 领会 ,可 表示 为 

y1/ 三 二 / 当 关 忆 且 了 夭 9 

yp 三 Xpcos 凡 十 2XgSin 几 

y = 一 psSin 内 十 2Xocos 几 
这 个 变换 可 看 成 是 在 =” 维 空 间 中 ,以 角度 少 , 沿 xx 平面 旋转 。 通 过 选择 适当 的 角度 力 , 可 使 
得 在 映像 中 凡 =0 或 yy =0。 逆 变换 下 = 民 - :7 表示 以 角度 -4, 沿 xxv 旋转 。 灵 是 一 个 正 交 
托 阵 , 即 

R- 一 R 或 有 =1 

11.3.2 ”相似 和 正 交 变换 


设 特征 值 问 题 为 
4 下 一 入 时 (1 ) 
设 装 是非 奇异 矩阵 ,而 如 定义 为 
丸 一 天- 4 天 (2) 
对 式 (2) 的 两 边 都 右 乘 天 :天 ,可 得 到 
刀 反 -天 一 天 -14 天 民 一 1 天 一 天 -14 于 
一 天 一 入 素 一 入 民 一 天 (3 
这 里 定义 变量 变换 为 
了 一 天 -XXX 或 天 = 天 7 《4) 
当 将 式 (4) 代 和 人 式 (3) ,可 得 到 
BY = 7 (5) 
比较 式 (1) 和 式 (5) ,可 以 看 出 相似 变换 式 (2) 没 有 改变 特征 值 入 ,特征 向 量 不 同 , 但 与 式 (4) 中 的 
变量 变换 有 关 。 
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设 算 阵 灵 是 正 交 算 阵 ( 即 尺 ” = 玉 '), 且 万 定 义 为 


万 一 灵 '4 丸 (6) 
在 式 (6) 的 两 边 都 右 匀 尺 ' 天 ,可 得 到 
万 只 不 一 民 ' 4 民 玉 大 一 民 ' 4 天 一 民 人 大 一 入 民 ' 天 (7) 
可 定义 变量 变换 
7 一 RX 或 瑟 =7 (8) 
将 式 (8) 代 人 式 (7) 可 得 
人 了 三 和 (9) 


式 (1) 和 式 (9) 的 特征 值 相同 。 然 而 ,对 于 式 (9) ,变量 变换 式 (8) 使 得 从 蕊 变换 到 了 ,再 从 了 恋 
换 到 无 更 容易 ,因为 尺 -: = 民 '。 
设 4 是 对 称 和 矩阵 ( 即 4 = 4'), 由 于 万 是 对 称 和 矩阵, 则 可 得 到 
万 一 ( 民 4 尽 ) 一 民 '4(R) 一 民 '4 有 二 (10) 
因此 可 知 :如 果 4 是 对 称 矩阵 且 灵 是 正 交 挎 阵 , 式 (6) 中 的 4 到 刀 的 变换 没有 改变 对 称 性 和 
特征 值 。 特 征 向 量 的 关系 由 变量 变换 式 (8) 决 定 。 


11.3.3 雅 可 比 变换 序列 


设 有 实 对 称 和 矩阵 4 , 则 构造 正 交 和 矩阵 序列 尺 ，, 民 , ……, 民 如下: 
1D)0 一 凤 
Di = 民 1 万 /1 尼 )， 了 一 1，2，.…. (11) 


下 面 将 描述 如 何 构造 序列 { 员 上 满足 


hm 吃 ) 王妃 =diag(A1,X2 ,和 nr) (12) 
一 DO 
在 实际 情况 下 , 当 非 对 角 元 素 接近 举 时 ,构造 过 程 停止 。 那 么 ,可 得 到 
DD 一 (13) 
构造 过 程 产 生 了 
Dr = 民有 愉 ，|… 民 14 玉 1 届 2. 玉 ，] 丽 ， (14) 
如 果 和 定义 
民 一 民 1 民 2 玉民， (15) 
则 尺 ”4R = 忆 , ,这 意味 着 
4 尽 一 民 万 一 民 diag( ,和 2 入) (16 ) 
令 灵 的 列 用 向 量 天 ,和 , ,于 表示 , 则 及 可 表示 为 列 向 量 的 行 向 量 ， 
民 一 | 互 | 并 2 在 | (17) 


式 \416) 中 列 的 乘积 的 表示 形式 如 下 : 
[4 大 1 4 有 2 4 时] [和 IT 和 2 天 和 nn (18) 


从 式 (17) 到 式 (18) ,可 以 看 出 向 量 万 (是 灵 的 第 ) 列 ) 是 对 应 于 特征 值 X) 的 特征 回 量 。 
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11.3.4 一 般 步 又 


雅 可 比 适 代 的 每 一 步 要 使 两 个 非 对 角 元 素 d 和 为 零 。 用 民 , 表示 使 用 的 第 一 个 正 交 
矩阵 , 设 


及 | = 民 |4 灵 | 《19 ) 
使 元 素 加 和 中 为 零 , 其 中 员 ; 的 形式 为 
忆 有 昌 (0 
0 C $ 01<* 第 p 行 
必 1 王 | : 

0 . -3 .CC ..， 0 二 第 4 行 〈20) 
0 0 0 ] 

了 

第 P 列 第 4 列 


这 里 除了 位 于 第 p 行 第 9 列 的 元 素 * 和 位 于 第 7 行 第 列 的 元 素 - * 以 外 , 员 的 所 有 非 
对 角 元 素 为 零 。 而 且 , 除 了 两 个 位 置 在 第 p 行 第 p 列 和 第 7 行 第 y 列 的 对 角 元 素 为 ,其 他 的 
对 角 元 素 为 1。 当 c = cos g 且 * = sin 4 时 ,这 个 矩阵 是 一 一 个 平面 旋转 矩阵 。 

必须 验证 变换 式 (19) 只 改变 第 p 行 和 第 4 行 ,以 及 第 p 列 和 第 v 列 。 对 4 右 乘 (postmulti- 
plication) 灵 , ,可 得 到 如 = 4R，: 


好 ] ] 二 人 1p 四 L19 四 公 ] 六 ] (0 a OO 4 人 

太一 CQpl ……， Gpp …: 0pgqg …， Qp 人 ..， CC 4 .。 昌 (21) 
Cgq1 GCqp …… 6G0q9g …: Qgn 避 。 一 gg CC 0 
CQ 1 G1p 。 Qnra 5 人 ..， OO .0 . ] 


只 下 二 其 和 了， 变换 对 从 1 到 P-1, 从 p+1 到 -1 以 及 从 y+1 到 p 的 列 没 有 改变 。 因 
只 是 第 瑚 列 和 第 v 列 发 生 了 改变 。 


Dj 一 0 大 当 大 和 关 六 且 大 天 9 
Djp 一 Cajp 一 SG19， 一 工 2,……… (22) 
jd 三 Sajp 十 caja， J 三 1 .27 
同 理 ,对 4 右 乘 有 只 改变 第 p 行 和 第 9 行 。 因 此 ,变换 
刀 ! = 只 4 届 (23) 
只 改变 4 的 第 p 行 和 第 4 行 以 及 第 p 列 和 第 9 列 。D， 的 元 素 中 可 通过 下 列 公 式 计 算 : 
djp 三 cajp 一 SGjg 当头 忆 且 7 了 关 4 
dj9g 三 Sajp 十 cajq 当头 P 且 了 关 4 
Cdpp 一 c“app 十 0 一 2C8SGpg (24) 


2 
人 gg 一 3 or 十 c 049 十 CC3SGpg 
2 


D 6 其 他 元 素 可 根据 其 对 称 性 得 到 
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11.3.5 使 ov 和 oo 为 零 
雅 可 比 和 迭代 的 每 一 步 要 使 得 两 个 非 对 角 元 素 C&_ 和 地 为 零 。 显 然 的 策略 是 令 
c 一 cos 小， 5 一 Sinb (25 ) 
其 中 必 是 使 上 述 元 素 为 霉 需 旋转 的 角度 。 这 里 需要 使 用 一 些 三 角 恒 等 式 的 技巧 。 用 于 式 (25S) 
的 对 于 cot 4 的 恒等式 定义 为 





2 2 

6=cot2 思 = - (26 ) 
2C5 

讽 am 天 0, 且 需要 得 到 dv =0。 那 么 ,通过 式 (24) 中 的 最 后 一 个 等 式 可 得 到 
0 一 (c-- S“)apo 十 CStQpp 一 099) 《27) 
通过 重新 排列 可 得 到 (ec -，)/(c)= (ac。- ap)/a。 ,将 它 代 人 式 (26) 中 求解 6 ,可 得 到 
8 一 99 二 <pp 
(28) 


PG 
尽管 可 使 用 式 (28) , 式 (2$) 和 式 (26) 计 算 c 和 s ,但 如 果 计 算 tan g 并 将 它 用 于 后 面 的 计 
算 ,可 传播 小 的 截断 误差 。 因 此 ,定义 


!=tang= - (29) 
对 式 (26) 的 分 母 和 分 子 同 除 以 ,可 得 到 
1-S /ec 1 一 
ce 2 








这 样 可 得 到 方程 

上 上 +2106 一 1=0 (30) 
由 于 = tan y, 使 用 式 (30) 的 较 小 的 根 对 应 于 较 小 的 旋转 角度 1g1 三 x4。 求 解 这 个 根 的 二 次 
公式 的 表示 形式 为 

Sign(O) 
癌 二 65 二 DJ75 | 
其 中 当 0>0 时 有 sign(0) =1 且 当 9<0 时 有 asign(8) = -1。 然 后 用 下 列 公式 计算 ec 和 。*， 
] 
(十 DZ (32) 
一 Ci ， 


上 一 一 0 士 (9 十 TU = 


11.3.6 一般 步骤 小 结 
现在 描述 使 元 素 de 为 零 的 计算 过 程 。 首 先 , 选择 第 p 行 和 第 y 列 ,满足 au 天 0, 形 成 初 值 


8 二 4d9q9 一 4pP 
<Qpq 
加 Sign(O) 
19| 二 十 1 (33) 
(本 十 DU5 
S 一 Cf 
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第 二 步 是 构造 六 = 刀 , ,使 用 下 面 的 计算 过 程 ， 
dp = 0: 
dap 一 0; 
dpp 一 c“app 十 Saoo 一 2CS4pqgi 


de 一 “app 十 c“avy 十 2CSapgi 


for =:N 
if (~= 门 and (~=9) 《34， 
dp 一 Cjp 一 5019; 
dpj = dp; 
dj9 一 Cajg 十 SGjp| 
4d6j = 帮 9; 
end 
end 


11.3.7 修正 矩阵 的 特征 值 
由 于 需要 得 到 矩阵 乘积 民 , 民 ,… 玉 , 。 所 以 当 在 第 n” 步 入 代 停止 时 ,要 计算 
yw 一 尼 ! 民 2 民 r (35 ) 


其 中 凡 是 正 交 和 矩阵 。 这 需要 保留 当前 矩阵 只 ,) = 1,2,…,mn。 首 先 , 令 初始 矩阵 = 了 。 用 向 
量变 量 XP 和 XQ 分 别 来 存储 Y 的 第 p 列 和 第 9 列 。 然 后 在 每 一 步 中 ,执行 下 面 的 计算 ， 


tor 了 一 1 :AN 
冬 E7 一 UVjP; 
AQ = 119; 
end 
for 一 1 :AN (36/ 
Ujp 一 CXE) 一 3XQ ii 
Dj9 一 S 久 上 十 240 生 
end 
11.3.8 消去 a 的 策 了 略 
通过 下 列 非 对 角 元 素 的 平方 和 可 看 出 雅 可 比方 法 的 收敛 速度 ， 
9] 一 [ 
外 他 G 
《 关 j/ 
9 == Gil， 1 = 民 / 
了 2 庆 | 其 中 ] 及 4 开 (38)) 


7 一 


读者 可 验证 式 (34) 能 用 来 证 明 
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S =8 一 2lap9| (39) 


在 每 一 步 中 , 令 $ 表示 闷 的 非 对 角 元 素 的 平方 和 , 则 序列 | Si | 单调 递减 , 且 趋 于 零 。 如 
果 选 择 雅 可 比 的 初始 算法 , 则 在 每 一 步 中 ,使 绝对 值 最 大 的 非 对 角 元 素 am 为 零 , 且 包含 一 个 搜 
索 过 程 来 计算 


maxf4] 一 maxtjapg | (401) 


这 个 选择 保证 了 # $;} 收敛 到 零 。 这 样 就 证 明了 1DP ;| 收敛 到 忆 , 而 且 { 有 | 收敛 到 特征 值 的 矩阵 V。 

雅 可 比 搜索 比较 耗 时 ,因为 在 一 个 循环 中 , 它 需 要 (六 - mn)/2 量 级 的 比较 。 这 对 于 m” 很 大 
的 情况 不 合适 。 一 个 更 好 的 策略 是 循环 雅 可 比方 法 , 它 按 一 定 的 循环 次 序 将 抢 阵 的 非 对 角 元 
素 消去 。 设 允许 偏差 为 e, 则 可 对 和 矩阵 进行 扫描 ,而 且 若 发 现 元 素 a。 比 e 大 , 则 使 它 为 零 。 对 于 
矩阵 的 一 次 扫描 ,首先 检查 第 1 行 的 元 素 ca, as, …，a ,然后 是 第 2 行 的 元 素 aa , ay ，…， 
az ,等 等 。 可 以 证 明 雅 可 比方 法 和 循环 雅 可 比方 法 以 二 次 方 的 收 伍 速率 收 伍 。 循 环 雅 可 比方 
法 首先 观察 每 次 迭代 对 角 元 素平 方 和 的 增 量 , 即 如 果 


天 
mp = 》 lai (41) 
/= 
且 
虐 
厂 = 》 di 
j=1 
则 


7T1 =Tb 十 2lapo 


这 样 ,序列 |Z | 收敛 到 对 角 矩 阵 姜 。 注 意 , 对 角 元 素 的 平均 大 小 可 通过 公式 (Town) 刀 得 到 。 
非 对 角 元 素 的 绝对 值 可 与 e( To/mn)” 进行 比较 ,其 中 e 是 预先 指定 的 允许 偏差 。 这 样 ,如 果 


7 NU2 
|ape| > # ( 忆 ) 《42 ) 


则 使 元 素 a。 为 零 。 
这 种 方法 的 一 个 变形 称 为 闭 值 雅 可 比 法 , 留 给 读者 进行 研究 。 
例 11.7 用 雅 可 比 和 迭代 将 下 列 对 称 矩 阵 变换 成 三 角形 式 ， 


解 : 计 其 细节 留 给 读者 完成 。 使 aa = 3 为 零 的 第 一 个 旋转 变换 答 阵 为 


0.763020 ”0.000000 ”0.64637S$ 0.000000 

R，-- 0.000000 “0.000000 ”0.000000 “0.000000 
一 0.046375 0.000000 0.763020 ”0.000000 
0.000000 ”0.000000 ”0.000000 “0.000000 
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计算 4; = 尽 ,4 尼 的 结果 为 


5.458619 -2.055770 ”0.000000 “一 1.409395 
_2?.055770 6.000000 “0.879665 0.000000 
42 王 | 0000000 ”0.879665 11.541381 ”0.116645 
_1.409395 ”0.000000 “0.116645 ”7.000000 


接 下 来 ,使 元 素 a, = ~2.05$$770 为 零 后 ,可 得 到 


3.655795 ”0.000000 ”0.579997 “1.059649 
0.000000 7.802824 ”0.661373 ”0.929268 
43 = | 0.579997 “0.661373 11.541381 ”0 116645 
_1.059649 0.929268 ”0.116645 ”7.000000 


经 过 10 次 迭代 ,可 得 到 
3.29$870 ”0.002521 ”0.0378$9 0.000000 
4 ，_ | 0.002521 ”8.405210 ”一 0.004957 。” 0.066758 
”| 0.0378$9 -0.00495$7 ”11.704123 “0.001430 
0.000000 “0.066758 -0.001430 6.594797 
再 经 过 6 次 迭代 ,可 得 到 接近 下 列 对 角 答 阵 的 对 角 元 素 : 
= diag(3.295699, 8.407662, 11.704301, 6.592338) 
然而 , 非 对 角 元 素 不 是 足够 小 ,再 经 过 3 个 迭代 后 ,它们 的 绝对 值 小 于 10-5。 这 样 , 特 
征 向 量 是 矩阵 yY = 民 ， 民 ) … 民 的 列 9 印 


0.328779 ”--0.373042 ”0.582298 0.230097 
0.391967 ”0.472301 0.175776 一 0.028975 


”二 | -0.536039 0.282050 0792487 0.071235 
0.28714S$4 ”0.6074S5 ”0.044680 0.739169 | 

程序 11.3( 求 解 特征 值 和 特征 向 量 的 雅 可 比 迁 代 ) 求 半 xnm 实 对 称 答 阵 4 的 全 部 特征 对 

[入 ， 9 时 

function [LV,DJj=jacobil(A,epsilon) 

ApInDpPut  - A is an Dxa matrixX 

内 -~ epsilon is the tolerance 

pOutput - V is the nxn matrix of eigenvectorg 

1 - D 1s the diagonal nxn matrix of eigenvalues 

hpInitialize V,D,and parameters 

D=A， 

[na ,npn]=size(A) ， 

V=eye(nD) ; 

state=|， 


khCalculate row P and columm q of the offt-diagonal element 
pof greatest magnitude in 有 
[ml pj=max(abs(D-diag(diag(D))))， 
[m2 q]j=max(mni) ， 
Pp=P(q) ; 
while(state==l) 
/phZero out Dpq and Dqp 
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t=Dp,q)/(D(4q,q) -DGP，P)) ; 
c=T/sqrt(t`“2+1) ; 
S=Ck 二 ; 
R=[c s;-8s c]; 
D([pP gj,:)=R:*D([pP q]，,:); 
D(:,Lpb q]j)=D(:,[P q])*R:; 
VC:，[pb q]j)=V(:，[P qj)*Ri 
[ml P]=max(abs(D-diag(diag(D)))); 
[m2 q] =max(kml) ; 
p=p(q) ; 
if (abs(D(Pp,q))<epsilon+ksqrt(sun(diag(D) .~2)/n)) 
State=g0 ; 
ena 
end 
D=diag(dqiag(D) ) ; 


11.3.9 习题 


1. 质量 缮 筑 系统 (mass-spring systems) 。 设 无 阻尼 质量 弹 策 系统 如 图 11.3 所 示 。 描述 静态 平衡 
态 位 置 的 数学 模型 如 下 所 示 


K1 十 人 2 一 K2> 虽 X1 (1) 1 0 0 X1 (H) 0 
-2 妇 + 后 一 妇 |D2DI+ 0 ma 00D1=| 0 
0 一 大 3 人 3 X31fr) OU 0 PP; x3a (有 0 


(a) 使 用 替换 光 () = wsin(ot + g),J = 1,2,3, 其 中 0 是 一 个 常量 ,证 明 数 学 模型 的 解 可 表示 为 


K1 十 大 2 一 K2 
，，， 人 | 世 
下] / 开 ] 
一 K2 k2 十 扫 一 大 3 2 
-一 一 一 | 咱 症 = 过 | 
/下 2 7j142 1142 
一 K3 人 3 
0 一 -一 一 一 3 23 
1113 1113 


() 令 X=w , 则 (a) 的 3 个 解 为 特征 对 为 ,万 = [wa 2 057] ,其 中 = 1,2,3。 证 明 
它们 可 用 来 形成 3 个 基本 解 : 
人 7 sin(O 亲 十 0) 人 
及 /有 三 bsin(coF 十 日) 一 Sin(o 站 十 0) 7 


usin(wjr 十 0) | 


其 中 wj =VAJ=1,2,3。 
批注 这 3 个 解 称 为 振荡 的 3 个 基本 模型 。 


X (人 人 7 人 





图 11.3 ”一 个 未 压缩 的 质量 弹 筑 系统 
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2. 设 差分 方程 形成 的 齐 次 线性 系统 为 
X1() 一 XI( 人 十 72 人 
xz2(1) 一 一 2x1(1) 十 4x2(0) 
可 表示 成 矩阵 形式 : 


xo= 忆 gj PEg=Aro 
(a) 验证 2,11 1H 和 3,[1 2] 是 矩阵 4 的 特征 对 。 
(b) 通过 让 接 夫 换 成 矩阵 形式 ,验证 和 (ti) = ex[1 匡 ' 和 于 (:) = ex[1 2]' 是 方程 组 的 解 。 
(c) 通过 直接 替换 成 矩阵 形式 ,验证 于 (上 ) = cez[1 1'+eczexfl1 2] 是 方程 组 的 通 解 。 
批注 如果 矩阵 4 有 nm 个 不 同 的 特征 值 , 则 它 有 m= 个 线性 无 关 的 特征 向 量 。 在 这 种 情况 
下 ,考分 方程 的 齐 次 方程 组 的 通 解 可 表示 为 一 个 线性 组 合 : 即 下 1) = ClientV + cebiy， + 


”十 cewm'V 。 
3. 使 用 习题 2 中 的 技术 求解 下 列 初始 值 问题 。 

(al) X1 一 4xl 十 2xo2 xi(O) ] 
X3 一 3X1 一 X2 x2(0) 一 2 

(b) X] 一 2X1 一 12x2? Xl(O 一 2 
MX9 盖 孝 ] 一 JX 2 X2(0) 一 了 

(c) 2 三 如 xl(0) = ] 
X2 一 23 x2(0) 一 2 
X3 一 8Sxl 一 14x2 十 7TX3 X3(O) 一 3 


11.3.10 算法 与 程序 


1. 用 程序 11.3 求解 给 定 和 矩阵 的 特征 对 , 允许 偏差 为 e = 10-7_ 比较 计算 结果 与 用 MATLAB 命 
令 eig 得 到 的 结果 (输入 [v,D] = eig(A))。 


432 1 
3 43 32 
(a) 4 = 234 3 
123 4 
2.25 -0.25 -125 2775 
-0.25 2253 275 125 
4=| -125 275 2225 025 
2.75 1.25 -025 2755 
人 
(c) 4=[d 放 ou ， ,一 直 2.… ,30 
1 1 关 J/ 
(Sin( 十 让) 了 = /) ， 
(d) 4 二 [oil 0 二 05 1 = 工 2 .40 
1 


2. 用 习题 1 中 的 技术 和 程序 11.3, 根 据 下 列 系数 ,求解 特征 对 和 振荡 的 3 个 基本 模型 ， 


(a) 一 3 人 三 213 王 ml 一 lm 一 1m3 一 1 
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(hb) XI 三 5 K2 一 也 ， 如一 了 1111 王 二 112 一 47113 一 4 
(cj) Ki 三 0.2.82 =0.4.13 一 0.3, mi 一 2.9, 112 一 2.5$, 1113 一 2.4 
3, 用 习题 2 中 的 技术 和 程序 11.3 求解 下 列 差分 方程 的 齐 次 方程 组 的 通 解 。 
(a) i 一 481 十 3x2 十 213 十 妇 
5 一 3xl 十 4x2 十 3x3 十 2x4 
X3 一 2XI 十 3xX2 十 4xX3 十 3x4 
X4 一 XI 十 2x2?z 十 3x3 十 4x4 
(b) zx =Sxrl 十 4x2 十 3x3 十 2x4 十 X5 
xX2? 一 4x1 十 Sx2 十 4x3 十 3x4 十 2x5 
3 一 3xl 十 4x2 十 Sx3 十 4x4 十 3x5 
X4 一 2x1 十 3x2 十 483 十 Sxrd4 十 4xs 
X5 一 XI 十 2x2 十 383 十 4x4 十 Sxs 
4. 修改 程序 11.3 实现 循环 雅 可 比 法 。 
5. 用 上 题 第 1 题 中 的 程序 求解 第 1 题 中 的 对 称 矩 阵 , 在 满足 给 定 允 许 偏差 的 条 件 下 , 比较 上 
题 中 程序 的 迭代 次 数 和 使 用 程序 11.3 的 迭代 次 数 。 


11.4 ”对称 和 矩阵 的 特征 值 
11.4.1 Householder 法 


在 雅 可 比 法 中 ,每 一 次 变换 产生 两 个 值 为 零 的 非 对 角 元 素 , 但 接 下 来 的 选 代 使 得 它 们 变 成 
非 零 ,因此 需要 许多 迭代 才能 使 得 非 对 角 元 素 足 够 接近 零 。 现 在 研究 种 方法 , 它 可 以 在 一 次 
帮 代 中 产生 多 个 值 为 零 的 非 对 角 元 素 , 而且 在 接 下 来 的 迭代 中 使 它们 保持 为 零 。 首 先 研究 这 
个 方法 中 的 一 个 重要 步骤 。 


定理 11.23(Householder 反射 ) 村 攻 和 了 是 具有 相同 范 教 (nomrm) 的 向 重 ， 则 存在 一 个 正 交 
对 称 和 矩阵 已 ,满足 


Y 一 友基 (1 ) 
其 中 
大 二 一 2 卫 了 全/ (2) 
且 
龙 一 了 
人 二 7 (3) 
由 于 已 既是 正 交 的 ,又 是 对 称 的 ,所 以 它 满足 
P- 一 己 《4) 
证 上 明 : 根 据 式 (3) 并 定义 多 为 在 方向 下 -~ 了 上 的 单位 向 量 ,因此 式 
凡凡 =1 (5 ) 


日 
y 三 在 十 c 了 于 (6) 
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其 中 c= -下 -Yi 。 由 于 天 和 的 范 数 相同 ,根据 向 量 加 的 平行 四 边 形 规则 ,可 知 
Z=( 大 +7)/2= 瑟 +(c12) 克 与 丽 正 交 ( 如 图 11.4 所 示 )。 这 意味 着 


厂 '( 克 十 了) -0 


使 用 式 (5) 扩 展 前 面 的 等 式 可 得 到 
WA TH 本 一 邢 玫 二 一 0 《7) 


入 、 


图 11.4 Householder 反射 中 的 向 量 瑟 , 芋 ,了 和 Z 


关键 的 步 又 是 用 式 (7) 并 把 c 表示 为 如 下 形式 ， 
c 一 一 2( 卫 大 ) (8) 
将 式 (8) 代 入 式 (6) 可 知 
7 一 下 十 c 钱 一 在 一 2 儿 ' 下 了 砚 
由 于 琴 改 是 一 个 标量 ,使 用 最 后 一 个 等 式 可 表示 为 
yY 一 兰 一 2 厂 厂 下 = (一 2 全 厂 ) 蕊 (9) 
根据 式 (9) ,可 知 已 =7 了 -2 多 W'。 由 于 
已 一 (一 2 卫 研 人) 三 一 2( 厂 卫 人 ) 
= 了 一 2 卫 全 (一己 
所 以 官 阵 己 是 对 称 和 矩阵 。 
根据 下 面 的 推导 可 知 己 是 正 交 的 ; 
严 玉 一 (一 2 多 卫 ')( 一 2 钱 厂 站 
= 一 4 环 证 十 4 研 序 ' 厂 研 / 
一 了 一 4 克 太 十 4 印 儿 = 7 


证 毕 。 @ 
可 以 观察 到 映射 了 = x 实际 上 是 沿 方向 为 Z 的 线 反射 天 因此 将 它 命 名 为 Householder 
反射 。 


推论 11.3{ 第 上 个 Householder 矩阵 ) 设 人 是 mx 答 阵 , 且 四 是 任意 向 量 。 如 果 天 是 一 个 
整数 ,满足 1 和 大 二 员 -2, 则 可 构造 向 量 厂 ， 和 矩阵 己 - 1 了 -2 全 全， ,满足 
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才 光 ] 

MX 大 
Pi = P|xt|l=|-3 | = 了 

] 十 2 0 

世 0 


证 明 :关键 是 定义 值 $ 满足 上 下 | ,= | 了 中 ,然后 应 用 定理 11.23。$ 必须 满足 


8 = 雁 +1 十 丈 2 十 十 蒜 
可 通过 计算 石和 7 的 范 数 进行 验证 ; 
上 天 2 一 xf 十 2 十 十 和 
一 十 好 十 .十 X 十 9 


一 | 了 | 
通过 利用 定理 11.23 中 的 等 式 (3) ,可 得 到 向 量 多 ,表示 为 
wa 


] 
= 灭 [0 .0U KAI 十 SS) XUT2 ，.， zx] 


当 令 $ 的 符号 与 凡 ,的 符号 相同 时 ,截断 误差 传播 会 减少 ,因此 可 计算 
S = signCxk+DGCt | 十 X8 3 十 十 X2)17? 
选择 式 (13) 中 的 数 只 ,使 得 外 三 目 , = 1 且 满 足 
R 一 (t+1 十 3 十 这 十 十 和 

一 2xk+18 十 3 十 3 十 Xi 十 …: 十 2 

一 2xk+18S 十 2 
因此 和 矩阵 己 可 表示 为 

下 二 一 2 厂 卫 / 


11.4.2 ”Householder 变换 
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(10) 


(UL) 


(12) 


(13) 


(14) 


《15) 


充 4 是 mx 对 称 矩 阵 。 则 经 过 (nm - 2) 次 PhP 形式 的 变换 可 将 4 归 约 到 对 称 三 角 和 矩阵 。 
下 面 分 析 当 = 5 时 的 处 理 过 程 。 第 一 次 的 变换 定义 为 亚 4P, ,其 中 己 根据 推论 11.3 构造 ， 


四 量 性 是 矩阵 4 的 第 一 列 。 书 的 一 般 形式 为 


100 0 0 
0PPP P 
=-|0PP PP P 
0 PP P DP 
0 PP P P 


(17) 
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其 中 字母 p 表示 着 中 的 一 些 元 素 。P, 4P, 变换 不 影响 4 中 的 元 素 al : 


CI DIDODO 0 
pk WO 也 切 藉 
Pi14PI 一 |0 夯 了 功 也 功 |=4 (18 ) 
0 切切 田 功 
OU 切切 切切 


ui 表示 的 元 素 是 指 由 于 左 乘 己 被 改变 的 元 素 ; w 表示 的 元 素 是 指 由 于 右 乘 书 被 改变 的 元 
素 。 由 于 4, 是 对 称 和 矩阵 ,所 以 由 = 。w 表示 的 元 素 是 指 由 于 左 和 好 和 右 匀 被 改变 的 元 素 。 
由 于 大 是 4 的 第 一 列 ,使 用 式 (10) 意 味 着 wu = -~ $。 

对 式 (18) 中 的 矩阵 4, 进行 第 二 次 Householder 变换 ,表示 为 已 4P, ,其 中 己 是 根据 推论 
11.3 构造 的 ,向 量 下 是 矩阵 4; 的 第 二 列 。 忆 的 形式 为 


1 0 0 0 0 
0 10 0 0 
2 一 |00PP P (19) 
UP P P 
00PP P 


其 中 p 表示 忆 中 的 一 些 元 素 。 左 上 角 的 2x2 单 位 块 保证 了 第 一 步 中 得 到 的 结果 在 第 二 次 变 
换 忆 4, 中 不 会 改变 。 第 二 次 变换 后 的 结果 为 


Ci UVU OU 0 0 

歼 | 1 蓝 7 0 0 
241P2=|0 5 oo 切 贡 |=42 (20) 

OO 0 切切 切 

U 0 功 切取 


元 素 内 和 由 于 忆 左 乘 和 右 乘 而 被 改变 。 而 且 其 他 的 元 素 ww 也 被 改变 了 。 
对 式 (20) 中 的 和 矩阵 4 进行 第 三 次 Householder 变换 ,表示 为 P,4, ,根据 推论 , 且 葡 是 4， 
的 第 三 行 , 可 得 到 忆 ; 为 


] 000 0 
0100 0 
000 PP P 
OU000 PP PP 


由 于 3x3 的 单位 块 保证 了 忆 4; P; 不 会 影响 4, 中 位 于 左上 和 角 的 3x3 块 , 且 可 以 得 到 


dll bl 0 0 0 
ML WoW 2 0 0 
342P3=10 it 归 01= 3 (22) 
0 0 83 功 纪 
OO00 Z0 芭 


这 样 ,经 过 3 次 变换 可 将 4 归 约 成 三 角形 式 。 
由 于 效率 原因 ,变换 Ph4P 不 用 和 抢 阵 形式 进行 计算 。 通 过 下 面 的 结论 可 知 ,用 一 些 向 量 操 
作 更 有 效 。 
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定理 11.24 (一 次 Househoider 变换 的 计算 ) 如果 己 是 Householder 矩阵 , 则 变换 Ph4P 计算 过 


程 如 下 。 令 
Y = 4 丸 (23) 
且 计 算 
Cc 一 了 全 下 《24) 
和 
CQ@ = 一 c 多 〈25) 
则 可 得 到 
P4P=4--2810' 一 20 聊 / (26 ) 
证 明 : 首 先 有 乘积 


4 一 4( 一 2 钱 廓 ]) = 站 一 2 人 4 本 钱 / 
根据 式 (23) ,上 式 可 表示 为 


4 忆 二 好 一 27 肝 / (27) 
应 用 式 (27) ,可 得 到 
P4 忆 =( 一 2 厂 厂 (4 一 2 克 耳 /) (28) 
当 将 上 式 进 行 扩展 时 ,2(2WW"VYW' ) 项 被 分 成 两 部 分 , 式 (28) 可 表示 为 
PAP 三 4 一 2 也 (了 4) 十 2 卫 ( 卫 多 卫 ) 一 28 全 (十 2 印 ( 卫 /内 元 / (29) 


根据 假设 可 知 4 是 对 称 的 ,所 以 可 使 用 ( WA4 ) = (有 4 ) = 大。 观察 到 ( 久 Y) 是 一 个 标量 , 因 
此 它 可 与 任意 项 交换 。 根 据 另 一 个 标量 多 YY = (了 术 V) 可 得 到 多 YY = (有 y) 风 -= 
多 ( 丽 V)= 且 (了 V) =(( 隐 V) 且 ) =(WVYW)。 将 这 些 结果 用 于 式 (29) 的 项 中 ,可 得 到 


天 帮 忆 三 半 一 2 卫 太 十 2 醋 (本 7 厂 ) 一 2 了 /十 2 卫 史 丽 卫 / (30) 

将 分 配 律 用 于 式 (30) 中 ,可 得 到 
P4 忆 =4 一 2 了 (YY 一 ( 钾 T 研 ) 门 一 2(8Y 一 负责) 钱 / (31) 
最 后 ,将 式 (25) 中 @C 的 定义 用 于 式 (31) , 则 结果 为 式 (26)。 证 毕 。 @ 


11.4.3 三 角形 式 归 约 


设 4 是 xpmn 和 矩阵 , 令 
40 一 和 4 (32) 
构造 Householder 矩阵 序列 己 , 忆 ,…, 己 ，, 满 足 
4 一己 4 1 KK 一 1 2 .……., 7 一 2 (33) 
这 里 4 在 列 1,2,…, 上 中 的 子 对 角 线 下 的 元 素 为 零 。 这 个 处 理 过 程 称 为 Householder 法 。 
例 11.8 用 Householder 法 将 下 列 给 阵 归 约 成 对 称 三 角形 式 ， 
4 2 2 


必 。。 i 
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求解 的 细节 留 给 读者 。 用 常量 S=3 和 尺 =3072 = .477226 构造 向 如 


] 
W = 一 一 |0 5 2 1| = 10.000000 0.912871 0.36S148 0.182574 | 
5[05 2 1]]=| 


根据 矩阵 条 = 4 钱 , 可 得 到 
1 
Y' = 一 [0 -12 12 9 
二 | ] 
= |0.000000 一 2.190890 2.190890 1.643168] 


计算 常量 c= 全 'V 为 
C 一 一 0.9 
计算 向 量 @=VY-c 卫 =Y+0.9 仙 为 
] 
= 一 一 |0.000000 -7.500000 13.800000 9.900000 
2 = -所 | 
= [0.000000 一 1.369306 2.519524 1.807484] 

计算 4 = 4 -2WD' -20W 为 


4.0 一 3.0 0.0 0.0 
-3.0 20 -26 一 1.8 
00 -26 -0.68 一 1.24 
0.0 一 18 一 1.24 0.68 


入] 三 


了 后 ,使 用 常量 S = -3.1622777, 届 = 6.0368737,c = -1.2649111 和 向 量 


本 = [0.000000 0.000000 一 0.954514 一 0.298168] 
Y = [0.000000 0.000000 1.018797 0.980843] 
@ = |0.000000 0.000000 --0.188578 0.603687] 


推手 出 三 角 甜 阵 : = 人: 一 2 和 TO 一 20 为 


4.0 一 3.0 0.0 ”0.0 
4 一 一 了 .0 “0 3.162278 ”0.0 
0.0 3.162278 一 1.4 一 0.2 
0.0 0.0 一 0.2 1.4 国 


程序 11.4( 三 角形 式 归 约 ) 用 王 -2 次 Householder 变换 将 请 xm 对 称 答 阵 有 归 约 成 三 角形 式 。 


function T=house (有 A) 


hphInput - A is an nxn Bymmetric matrix 
hphOutput - T is a tridiagonal matrix 
[mn,Dnj=size(A) ; 
夺 Or KK=TI:D-2 

ApConstruct 骨 

sS=norm(A(Ck+1l:n,K) ) ， 

if 〈A(K+L ,Kk)<O) 

S=-~S ， 
ena 
T=SQIt(2*S 本 (人 及 (k+1,X)+S))， 
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WCGCt:Kk)=Zero0s(1 ,K) ; 
WCK+1)=(A(k+t,K)+S)ATr; 
WCGCK+2 :了 )=ACK+2:Dn,K) AT， 
VConstruct V 
VCL:KkK)=Zeros(1T ,K) ; 
V(k+l :mn)=A(Kk+t:Dn,K+l:Dna)*xW(K+l1:Dn) 
AphConSstTrtUct 站 
C=W(K+1L :En)*V(K+T:D) : ， 
Q(C1L:K)=Zeros(1,K) ， 
Q(Kk+1:Dn)=V(GK+1:n)-ckW(k+l:n) ， 
APForm 克 
A(k+2:DnK)=Zeros(n-k-1l1 ,1T) ，; 
ACK ,kx+2:Dn)=Zeros(1 ,na-k-~1) ， 
A(K+1 ,区 )=-B ; 
ALCK ,K+T)=~-S; 
A(K+1:D,k+t:n)=ACk+t:n,k+t:n) ，，,， 
-2WCK+T :ID) 本 Q(K+T:n) -2+QC(Kk+I :TDn) 本 W(K+1:D) ， 
end 
工 = 友 ; 


11.4.4 CR 法 


充 4 是 实 对 称 和 矩阵 。 在 上 一 节 中 ,研究 了 如 何 用 Householder 法 构造 一 个 相似 三 角 和 矩阵 。 
CR 法 可 求解 一 个 三 角 和 矩阵 的 所 有 特征 值 。 平 面 旋转 变换 与 雅 可 比 法 中 的 变换 类 似 , 它 构造 
了 正 交 和 矩阵 @, = CQ 和 上 三 角 和 矩阵 D = 慷 , 使 得 4 = 4 可 分 解 为 


41 三 骆 ID 《34 ) 
然后 形成 乘积 
42 三 LICI (35) 
由 于 @, 是 正 交 的 ,可 用 式 (34) 得 到 
0141 = CO10101 = Di (36) 
因此 ,4，, 可 用 下 列 公式 计算 
42 王 CI4IC| (37) 


由 于 C = CO ,因此 4, 与 4, 相似 ,有 相同 的 特征 值 。 一 般 而 言 ,构造 正 交 和 矩阵 CO, 和 上 三 角 
中 孟 D, ,使 得 


4k 一 人 LU (38) 
然后 定义 
4 十 1=LC = C@4COC， (39) 


&@ =QC 意味 着 4 与 4k 相似。 一 个 重要 的 结论 是 4 与 4 相似 ,所 以 它们 有 相同 的 结构 。 
特别 是 如 果 4 具有 三 角形 式 , 则 对 于 所 有 的 5 ,4 也 具有 三 角形 式 。 设 4 表示 为 
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dd CE 1] 
Ci dp KE2 
[1 ， 
4=-| (40) 
dr-2 en 一: 
er-2 d-1 en-i 
E7Pm 一] dr 
可 找到 一 个 平面 旋转 变换 矩阵 忆 _, 使 得 4 中 位 于 (na,n - 1) 处 的 元 素 为 零 , 即 
dd El 
cl cd ec 
KE2 03 1 
有 1 帮 一 、 《41) 


di -2 gp-2 mm 
cr--2 Prn-l dmn-1 
Pn 
和 下 面 的 过 程 类 似 , 可 构造 一 个 平面 旋转 变换 矩阵 已 ，, 使 得 已 ,4 中 位 于 (mn -~1,mn-2) 
处 的 元 素 为 零 。 结果 形 一 1 步 后 ,可 得 到 


DPIL Gd 六 
0 P 92 
0 0 了 四 六 -4 
己 .… Pi4 = E = 坟 (42) 
dr-3 站 一 3 
玉 Pr 一 2 Cr-2 四? 
0 Prn-t dr 
0 0 m 


由 于 每 个 变换 矩阵 是 正 交 和 拖 阵 ,所 以 式 (42) 意 味 着 
C@ = PP， PP 〈43) 
用 & 直接 乘 尽 可 使 得 第 二 下 对 角 线 下 方 的 元 素 为 零 。4, 的 三 角形 式 意味 着 第 二 上 对 角 
线 上 方 的 元 素 为 零 。 由 于 项 ”> 只 用 于 计算 零 元 索 , 所 以 序列 | 站 | 不 需要 被 计算 机 使 用 和 存储 。 
对 于 每 个 平面 旋转 变换 矩阵 忆 ,要 存储 系数 和 *。 不 需要 显 式 存储 O ,而 用 序列 | cj 
和 1{s 计算 
42 王 VC=UP riIPn 2 …P1 (44) 
11.4.5 加 速 移 位 
即使 是 对 于 维 数 较 小 的 矩阵 , OR 法 的 收 伍 速 度 还 是 较 慢 。 通 过 一 种 移 位 技术 可 加 速 OR 
法 的 收敛 速度 。 如 果 X 是 矩阵 4 的 特征 值 , 则 》 -~ * 是 矩阵 有 = 4 - 5 的 特征 值 。 将 上 述 思 
路 融 人 下 面 的 步 驮 中 
4 一 57 一 Vi (4S) 
则 可 得 到 
4i+1 一 COi， 1 一 2， 《46) 
其 中 1s4 是 和 为 X 的 序列 ,其 中 入 =s +s+…+ So 
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在 每 个 阶段 ,根据 矩阵 右 下 角 的 4 个 元 素 可 得 到 正确 的 移 位 。 从 求 太 开始 ,并 计算 下 面 
2x2 和 矩阵 的 特征 值 : 


pe 全 | (47) 


一] dh 


它们 是 x 和 >x: , 且 是 下 列 二 次 方程 的 根 : 
X 一 (dn -1 十 dmjx 十 drn-ldn 一 en-len-1 一 0 〈48) 

选择 式 (45) 中 的 值 * 为 最 接近 d, 的 方程 (48) 的 根 。 

这 样 重复 执行 带 移 位 的 (CR 法 ,直到 ce，_1 一 吕 ， 即 可 得 到 第 一 个 特征 值 Al 二 Si 十 S2 十 十 
Sa。 对 上 面 的 (=- 1) 行 重复 执行 类 似 的 过 程 可 得 到 。。 , =0 和 下 一 个 特征 值 和 。 持 续 对 子 矩 
阵 执 行 迭 代 ,直到 得 到 。 =0 和 特征 值 X，;。 最 后 用 二 次 方程 求解 最 后 两 个 特征 值 。 分 析 程 
序 11.5 可 了 解 详 细 的 细节 。 
例 11.9 求 如 下 短 阵 的 特征 值 : 
4 2722 1 
2 -3 1 1 
2 1] 3 1】 
[ 1 1 2 


解 :在 例 11.8 中 ,构造 了 类 似 肝 的 三 角 和 给 阵 4| 。 短 阵 4 为 : 


4 一 3 0 0 

4_|-3 2 3.16228 ”0 
| 0 3.16228 -1.4 一 0.2 
0 0 一 0.2 1.4 


它 的 右 下 角 的 4 个 元 素 为 贝 = -1.4,d =1.4,eil= -0.2 和 e= -0.2, 且 可 用 来 形成 二 
次 方程 

玉 一 (-14+1.4)x 二 (-14)(1.4) - (-0.2)(-02) =x2 -2=0 
通过 计算 可 得 到 根 x; = - 1.41421 和 yx = 1.41421。 选 择 最 接近 山 的 根 作 为 第 一 个 移 位 
S =1.41421, 且 第 一 个 移 位 的 和 给 阵 为 


2.58579 ”一 3 0 0 
4 ,| -3 0.58579 ”1.74806 ”0 

0 1.74806 ”一 2.81421 一 1.61421 

0 0 -1.61421 ”一 0.01421 


接 下 米 ,4 -5 = Ci L 的 分 解 计算 结果 如 下 所 示 : 


-0.65288 ”0.38859 0.55535 0.33814 

1 _ | 075746 -0.33494 -0.47867 “0.29145 
ci=| 0 0.85838 0.43818 0.26610 
0 0 0.52006 ”0.85413 


一 J.96059 2.40235 ”2.39531 0 
0 3.08400 ”一 3.47483 ”一 0.17168 
0 0 一 0.38457 0.08024 
0 0 0 一 0.06550 
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然后 按 逆 序 计 算 和 给 阵 乘 ,可 得 到 
4.40547 “2.79049 ”0 0 
2.79049 -4.21663 -0.33011 0 
42=Li&i= 0 -0.33011 “0.21024 ”一 0.03406 
0 0 -0.03406 “一 0.05S95 
第 二 次 移 位 是 2 一 -0.06024, 且 第 二 次 移 位 的 矩阵 为 A， 一 3) 《= 2 2 , 且 
4.55257 -2.65725 0 0 
4 -roO -|-265725 -4.26047 0.01911 0 
3 一 2&2=| 0 0.01911 0.29171 “0.00003 
0 0 0.00003 “0.00027 
第 三 次 移 位 是 9 =0.00027, 且 第 三 次 移 位 的 短 阵 为 4; - 57 = O, 7 , 且 
4.62640 “2.$3033 ”0 0 
4 _11 nm _|253033 -4.33489 -0.00111 0 
4 一 “3&3s 三 |0 -0.00111 “0.291$0 0 
0 0 0 0 


通过 下 面 的 计算 可 得 到 精度 为 小 数 点 后 5 位 的 第 一 个 特征 值 ; 
和 1 一 351 十 22 十 33 一 1.41421 -- 0.06023 十 0.00027 = 1.35425 
将 N 放 到 4 的 右 下 角 位 置 ,然后 重复 执行 上 面 的 过 程 ,但 只 对 婚 阵 上 面 3x3 块 进 
行政 变 。44 为 


4.62640 “2.53033 ”0 0 
4 _ | 2.53033 -4.33489 -0.00111 0 
4 10 -0.00111 “0.291$0 0 
0 0 0 1.35$425 


用 同样 的 方法 ,将 答 阵 的 第 2 行 和 第 3 列 中 的 项 归 约 到 零 ， 
54 一 0.29150， 44 一 5 = 0404， 45 = 1U40， 
这 样 ,第 二 个 特征 值 为 
和 2 = 和 1 十 34 一 1.35425 十 0.29150 = 1.64575 
最 后 ,将 放 入 45 中 的 (3,3) 处 ， 可 表示 为 


4.26081 -2.65724 0 0 
4 一 一 2.05724 ”一 4.5$232 0 0 
0 0 1.04375 0 
0O 0 0 1.35425 


了 后 需要 计算 45 的 2x2 左 上 角 块 的 特征 值 。 特 征 方程 为 
x 一 (一 4.26081 十 4.55232)x 十 (4.26081)( 一 4.55232) - (2.65724)(2.65724) = 0 
简化 为 
x 十 0.29151x - 26.45749 = 0 
方程 的 根 为 xi =5.00000 和 xy; = -5.29150, 虽 最 后 两 个 特征 值 为 
和 3 一 和 2 十 xl 一 1.64575 十 $.0000 = 6.64575 
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和 
和 4 一 人 2 十 2X2 三 1.04573 一 9.29150 一 一 3.64374 国 


程序 11.5 可 用 来 求解 一 个 对 称 三 角 矩 阵 的 所 有 特征 值 。 它 直接 基于 前 面 的 讨论 ,但 有 两 
个 显著 的 不 同 。 首 先 , 用 MATLAB 命令 eig 求 2x2 子 矩阵 (47) 的 特征 方程 (48) 的 根 。 其 次 ， 
用 MATLAB 俘 令 [Q,R]j = qz(B) 完 成 式 (45) 中 矩阵 4; - sz 的 分 解 ,结果 产生 一 个 正 交 和 矩阵 Q 
和 一 个 上 三 角 抢 阵 R, 满 足 B= Qx R。 
程序 11.5( 帝 移 位 的 OR 法 ) 用 带 移 位 的 OR 法 求解 一 个 对 称 三 对 角 短 阵 4 的 特征 值 。 
function D=qr2(A,epsilon) 


AphInput -~ Ais a symmetric tridiagonal nxn matrix 
人 ~ epsilon is the tolerance 
hpOutput -~ D is the nxl vector of eigenvalues 


AInitialize Parameters 

[n ,Dj=size(A) ; 

m=D ， 

=Zerog(n ,1) ; 

B=A; 

While (m>1l) 

while (abs(B(m,m-~1))>=epsilon) 

AhCalculate Shift 
S=eig(B(a-1:m,m-1 :了 ) ) ， 
[jj ,zk]j=min([abs(B(m,m)*[lt 1]，-S7]) ， 


AhQR factorization of B 
[Q,U]=qr(B-S(k)*eye(m) ) ; 


phCalculate Dext B 
B=U*Q+S (k)*eye (my) ; 
ed 


phP1ace mth eigenvalte in Am ,Dm) 
At:m,1:)=B， 
/phRepeat Process on the m-l Xx m-1 submatrix of 人 
贡 = 忆 一 1 ; 
B=A(C1:m,1:m); 
end 
D=diag(A) ; 


11.4.6 习题 


1. 在 和 定理 11.23 中 ,解释 Z 与 砂 正 交 的 原因 。 
2. 如 果 天 是 任意 向 量 且 忆 =T- 23 ,证 明 已 是 对 称 和 矩阵 。 
3. 议 基 是 任意 向 量 目 已 = 了 - 28 ， 

(a) 求 P'P。 

(b) 书 是 正 交 和 矩阵 的 附加 必要 条 件 是 什么 ? 
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11.4.7 算法 积 程序 


在 第 1 题 至 第 6 题 中 ， 
(a) 用 程序 11.4 将 给 定 抢 阵 归 约 到 三 角形 式 。 
(b) 用 程序 11.5 求 给 定 和 矩阵 的 特征 值 。 
432 1 2.75 -0.25 -0.75 1.25 
-0.23 2.75 1.25 一 0.75 
| -0.75 1253 2.75 一 0.25 
1.2$ -0.75 -0.25 ”2.75 


je 
一 io (un 
ko Co 六 
人 下 
we 
一 外 
ft 0 
0 


sS,. 4=[aij， 其 中 ij = 7 | i 一 1 2,….,30 
1 1 关 7 
cos(Sin(i 十 J 门 ) 研一 / 
6. 4 一 [foi)]， Ci 一 人 [一 1.2 .40 
J/ 其 中 ai i 关 ) -7 


7. 与 一 个 程序 ,可 用 OR 法 求解 对 称 和 矩阵。 
修改 程序 11.5, 以 上 题 中 的 程序 为 子 程序 。 用 修改 后 的 程序 求解 第 .1 题 至 第 6 题 中 的 特 
征 值 。 


附录 A MATLAB 简介 


这 个 附录 介绍 了 如 何 使 用 MATLAB 软件 包 进 行 编程 。 这 里 假设 读者 对 高 级 语言 编程 有 一 
定 的 经 验 ,而 且 熟 悉 循 环 分支 和 子 程序 调用 等 编程 技术 。 这 些 技术 可 直接 应 用 到 MATLAB 的 
窗口 环境 中 。 

MATLAB 是 一 个 基于 矩阵 的 数学 软件 包 。 这 个 软件 包 包 括 了 一 个 数值 程序 扩展 库 ,可 方 
便 地 画 出 二 维和 三 维 图 形 , 并 且 有 高 级 编程 格式 。 由 于 MATLAB 可 快速 地 实现 并 修改 程序 ,使 
得 它 成 为 开发 和 执行 本 书 中 各 种 算法 的 合适 工具 。 

通过 下 面 对 MATLAB 的 介绍 ,读者 可 对 MATLAB 有 初步 的 了 解 。 通 过 示例 可 展示 MAT- 
LAB 命令 窗口 的 典型 输入 和 输出 。 如 果 需 要 了 解 各 种 命令 .选项 和 例子 的 更 多 信息 ,可 使 用 
MATLAB 软件 中 的 在 线 帮助 、 参 考 手 册 和 用 户 手 册 。 


算术 符号 


ve 本 


汰 车 
下 消 坑 税 浊 


pt1，e， 半 


例 ，， >>(2+3*Ppi)V2 
3n8 三 
5b.7rt24 


内 章 郑 数 


下 面 列 出 了 MATLAB 中 的 一 些 函 数 。 接 下 来 的 例子 显示 了 如 何 结合 郴 数 和 算术 符号 。 通 
过 MATLAB 的 在 线 帮 助 可 查 出 关于 其 他 函数 的 描述 。 
abSs(#) coO8 (#) exp (#) 1og (#) 1og10 (#) coOSh(#) 
Sin(#) tan(#) sqtrt(#) ”floor(#) acogs(#) tanh(#) 
例 : >>3xcos(sqrt(4.7)) 


ang = 
-1.6869 


默认 的 公式 保留 $ 位 有 效 数 字 。 输 入 命令 format long 将 显示 15 位 有 效 数 字 。 


例 : >>format long 
3*yco8s(Sqrt(4.7)) 
ang = 
~ .68686892236893 
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峰值 语句 


通过 等 号 可 将 表达 式 赋 值 给 变量 。 
例 : >>a=3-floor(exp(2.9)) 
a= 
-15 


把 分 号 放 在 表达 式 的 结尾 可 使 计算 机 不 回 显 (输出 )。 


例 : >>b=8sin(a) ; 
>>2 本 b ”2 
angS= 

.8457 


注意 :b 不 显示 。 
函数 定义 


在 MATLAB 的 编辑 器 或 调试 器 中 ,通过 构建 M 文件 (以 .mm 结尾 的 文件 ) 可 定义 一 个 函数 。 
完成 函数 定义 后 ,就 可 像 使 用 内 署 函 数 一 样 使 用 用 户 定 义 的 函数 。 
例 : 把 函数 ftn(x)=1+x-x214 写 人 M 文 件 fun.m 中 。 在 编辑 器 或 调试 器 中 输入 如 下 内 容 : 
function y=fun(x) 
y= 芋 +X-X .274; 
这 里 将 简要 解释 “.”。 变 量 可 用 不 同 的 符号 表示 , 且 函 数 可 用 不 同 的 名 字 表 示 ,但 要 使 用 统一 
的 格式 。 一 且 把 表 数 存 人 M 文 件 fun.m 中 , 则 可 作为 一 个 函数 在 MATLAB 命令 窗口 中 调用 。 
>>Cogkfun(3) ) 
angs= 
.41782 
对 函数 进行 求 值 的 一 个 有 用 且 有 效 的 方法 是 使 用 feval 命令 。 这 个 命令 需要 被 调 函 数 名 构 
成 的 字符 串 。 


例 : >>feval(':fun: ,4) 
angs= 
1 


和 矩阵 


MATILAB 中 的 所 有 变量 都 被 看 成 是 矩阵 或 数组 。 可 直接 输入 矩阵 ; 
例 : >>A=[1 2 3;45 6;7 8 9] 


分 号 用 来 分 隔 和 矩阵 的 行 。 注 意 , 矩 阵 中 的 元 素 需要 用 空格 隔 开 。 一 个 矩阵 也 可 一 行 一 行 地 
和 输入。 


矩阵 可 用 内 置 函 数 生成 。 


例 : >>Z=zeros(3 ,5) ， 构建 一 个 3 x $ 零 官 阵 
>>X=ones(3 ,5) ， 构建 一 个 元 素 为 1 的 3 x $ 和 矩阵 


>>Y=0:0.5:2 构建 并 显示 一 个 1 x $ 和 托 阵 

Y= 

0 0.5000 T.0000 1.5000 2.0000 

>>COS(Y) 通过 计算 Y 中 每 项 的 余弦 值 
构建 一 个 1 x 5 和 托 阵 

anS= 


1.0000 0.8776 0.5403 0.0707 -0.4161 
矩阵 的 组 成 部 分 可 通过 多 种 方法 进行 操作 。 


例 : >>A(2 ,3) 选 掺 A 中 的 一 项 
已 甩 咏 二 
6 
>>A(1:2 ,2:3) 选择 A 中 的 一 个 子 矩 阵 
各 全 马 三 
2 3 
5 6 
>>A(C[1 3] , [1 3] ) 选择 A 的 子 矩 阵 的 另 一 种 方法 
总 储户 三 
1 3 
7 9 


>>A(2,2)=tan(7.8); 给 A 中 的 一 项 赋 新 值 
与 矩阵 相关 的 其 他 命令 的 信息 可 通过 MATLAB 在 线 帮助 或 查询 MATLAB 相关 文档 找到 。 


和 矩阵 运算 
二 加 
~ 减 
让 乘 
” 等 
! 共 辆 转 置 
例 : >>B=[1 2;3 4] ， 
>>C=B， C 是 B 的 转 置 矩阵 
作 王 
1 3 
2 4 
>>3* (BxC) ~3 3(BC)3 


忆 了 瑟 三 
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13080 29568 
29568 66840 


数组 运算 


MATLAB 软件 包 的 一 个 最 有 用 的 特征 是 MATLAB 函数 可 对 和 矩阵 中 的 每 个 画 数 进行 运算 。 
前 面 对 1xS 和 拖 阵 的 元 素 进 行 余弦 计算 的 例子 说 明了 这 种 情况 。 卸 阵 的 加 、 减 和 标量 习 是 面向 
元 素 的 ,但 矩阵 的 乘除 和 震 运 算 不 是 这 样 。 通 过 符号 ”. * "““./ 和 “. 可 实现 面向 元 素 的 抑 
阵 的 乘 、 除 和 和 大 运 算 。 理 解 怎 样 使 用 和 何 时 使 用 这 些 运 算 非 常 重要 。 拖 阵 运算 对 有 效 构造 和 
执行 MATLAB 程序 以 及 图 形 相 当 关 键 。 
例 : >>A=[1 2;3 4] ; 


>>A“、2 得 到 和 矩阵 磁 积 AA 
angs= 
六 14 
15 22 
>>A .2 对 A 的 每 个 矩阵 元 素 进 行 平 方 运算 
ang= 
1 4 
9 16 
>>Co8s(A./2) 对 A 的 每 个 矩阵 元 素 先 


除 以 2, 再 进行 余弦 运算 
已 也 驴 三 
.8776 0.5403 
0U.0r07 -0.4161t 


过 
区 下 


MATLAB 可 生成 曲线 和 曲面 的 二 维和 三 维 图 形 。 有 关 MATLAB 图 形 的 操作 和 其 他 特征 可 
参考 MATLAB 的 在 线 帮 助 和 文档 。 
可 用 plot 命令 生成 二 维 函 数 的 图 形 。 下 面 的 例子 将 产生 函数 y = oos(a) 和 y = cos (xy ) 
在 区 间 [0,xj] 内 的 图 形 。 
例 : >>Xs=s0:0.1:Pii; 
>>Yy=CoS(X) ; 
>>Z=Co8(X) .2 
>>P1Lot(X,yY,X,Z，)O)) 
第 一 行 以 步 长 0.1 确定 了 区 域 。 接 下 来 的 行 定 义 了 两 个 函数 。 注 意 , 前 三 行 以 分 号 结尾 。 
分 号 可 禁止 抑 阵 x,y,z 在 命令 窗口 上 的 回 显 。 第 四 行 包含 画图 的 plot 命令 。 plot 的 前 两 
项 是 x 和 Y, 画 出 画 数 y = coe(x)。 第 三 项 和 第 四 项 是 x 和 z, 画 出 函数 y = cos:(x)。 最 后 的 
项 是 'o“ ,表示 在 每 一 点 (和 ,2), 其 中 z =cos(x ), 用 o 画 图 。 
在 第 三 行使 用 了 数组 运算 “ . 光 。 首 先 对 矩阵 x 中 的 每 个 元 素 进 行 了 余弦 运算 ,再 用 “ .六 俞 
令 对 和 拖 阵 cos(x) 中 的 每 个 元 素 进 行 平 方 运算 。 
国 图 命令 fplot 是 plot 命令 的 一 个 有 用 的 备 选 命令 。 命 令 的 格式 是 fplot(name， 
[La,bj,n)。 这 个 命令 在 区 间 [ o, 纪 内 ,通过 采样 函数 name.m 的 个 点 ， 时 出 蝎 数 的 图 形 。 
n 的 默认 值 是 25。 
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例 : >>fplot('tanh',[-2,2]) 在 区 间 [-2, 2 中 男 函 数 》= tanh(r) 
plot 和 plot3 命令 可 分 别 画 出 在 二 维和 三 维 空间 中 的 参数 曲线 。 这 对 于 二 维和 三 维 微 
分 方程 解 的 可 视 化 很 有 帮助 。 
例 :椭圆 函数 c(#) = (2cos(:) ,3sin(t)), 其 中 0< 和 :<2rx 的 图 形 可 用 下 面 的 命令 产生 ; 
>>t=0:0.2:2+pi; 
>>p1ot(2xcos (t) ,3y+kSin(t) ) 
例 : 曲线 函数 ci) =(2cos(t ) ， 太 , /1 ) ,其 中 0.1 三 上 <4r 的 图 形 可 用 下 面 的 命令 产生 : 
>>t=0.1:0.1:4*pPi; 
>>PIot3(42*cos(t) ,t. 2,1./t) 
通过 使 用 meshgrid 命令 可 得 到 冰 数 在 区 域内 的 矩形 子 集 , 并 可 用 mesh 或 surf 命令 得 
到 天 数 的 三 维 曲面 。 这 对 于 偏 微分 方程 解 的 三 维 可 视 化 很 有 帮助 。 
例 : >>X=-pi:0.1:Pi; 
>>Y=X ; 
>> [xX,y]j=meshgrid(x,y) ; 
>>Z=Sin(Ccos (X+Yy) ) ; 


>>meSsh(Z) 
循环 和 条 件 
关系 运算 符 
== 等 于 
“= 不 等 于 
< 小 于 
> 大 于 
<= 小 于 等 于 
>= 大 于 等 于 
逻辑 运算 符 
” 非 〈《 补 ) 
广 与 (如 果 两 个 操作 数 都 为 真 , 则 为 真 ) 
或 (如 果 任 一 个 操作 数 为 真 , 则 为 真 ) 
布尔 值 
1 真 
0 假 


在 MATLAB 中 的 for,if 和 while 语句 与 其 他 编程 语言 的 用 法 类 似 。 这 些 坪 名 有 如 下 
基本 形式 ，; 


for (loop-variable = loop-expression) 
executable-statements 
enda 


if (joglcaj-expression) 
executabjle-statements 

else (logical- expressiom) 
executabjle-statements 
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end : 


while (whlle-expresslon) 
executable-statements 
ena 
下 面 的 例子 显示 了 如 何 使 用 入 套 循环 生成 一 个 矩阵 。 下 面 的 文件 存 为 nest.m。 在 
MATLAB 命令 窗口 中 输入 nest 可 产生 一 个 矩阵 A。 注 意 , 当 从 左上 和 角 观 察 矩 阵 时 ,会 发 现 和 所 
阵 &A 的 元 素 与 Pascal 三 角 和 抢 阵 的 元 素 相 同 。 
例 : tor 1I=1:5 
A(i,t)=1;ACL ,ID)=1， 
end 
for 1I=2:5 
for j=2:5 
有 人 主 ，j7=A(iT，j-17+ACi-1L ,jh); 
end 
enda 
站 


break 耸 令 用 来 退出 循环 。 
for KX=1l:100 
X=SQrt(K) ; 
if 《(k>10)&(x-flLloor(x)==0)) 
break 
end 
end 
区 


disp 俞 令 可 用 来 显示 文本 或 卸 阵 。 
例 : D=l10 ; 
K=O ; 
While KX<=mn 
X=X/ 3 ; 
disp([x x”*2 X"3] ) 
长 = 葡 +1， 
end 


程序 


爸 造 程序 的 有 效 途 径 是 使 用 用 户 定义 的 函数 。 这 些 函 数 被 存 为 M 文件 。 程 序 介 许 用 户 
确定 输入 和 输出 的 参数 。 这 样 它们 就 可 作为 子 程序 被 其 他 程序 调用 。 下 面 的 例子 可 得 到 带 质 
效 的 Pascal 三 角 和 矩阵。 在 MATLAB 的 编辑 器 或 调试 器 中 输入 下 面 的 函数 ,并 存 成 名 为 Pasc .四 
的 M 文 件 。 

例 : function P=pasc(n ,了 m) 
AInPuLt -nmn is the nunber of rowsg 


人 - 有 is the prime nunber 
khOutput - P is Pascals triangle 


例 : 


ee 


foTr ]j=1:n 
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P(j,1l)=1;P(1,j)=1; 
end 
foTr KX=2 :了 
for j=2:D 
PK ,j)=remkP(K,j-1)+P(Kk-1,jy) ,中 ) ; 
end 
end 


现在 在 MATLAB 命令 窗口 中 输入 P = pasc(5,3) ,可 看 到 Pascal 三 角 模 3 的 前 $ 行 。 也 可 试 着 
输入 P= pasc(175,3)( 注 意 加 分 号 ) ,再 输入 spy(P)( 可 生成 具有 较 大 nm 值 的 稀疏 矩阵) 。 


小 结 


到 目前 为 止 ,读者 可 创建 和 修改 基于 本 书 中 算法 的 程序 。 其 他 有 关 MATLAB 的 命令 和 信 
她 可 参考 MATLAB 的 在 线 帮 助 和 文档 。 


部 分 习题 答案 
第 1 章 预备 知识 


1 .1 


.(a) 亏 =2,icj = { 远 二 im-e =10 


je 


3。(a) c=1-V2 

4. (ga) Mi = -S/4,M; =5 

S.(〈(a)j c=10 

6. (aj) c=1] 

7 c =4/3 

9.(a) xcos(x ) 

10. (a) c = 圭 V 1373 

li1i. (al)2 (bl 

15. 13r/3, 应 用 积分 均值 定理 。 

16. 令 P(xz) 的 nm 个 根 为 mx -ie 验证 广义 罗 尔 定理 的 假设 成 立 。 因 此 ,存在 
ce(a,b) ,满足 己 "……(c)=0。 


1.2 
1.(a) 计算 机 计算 出 的 结果 不 是 0, 因 为 0.1 不 是 精确 的 二 进 制 小 数 表示 。 
(b) 0( 精 确 解 )。 
2. (a) 21 (c) 254 
3. (a) 0.84375 (c) 0.6640625 
4.(a) 1.4140625 
5. (a) V2 - 1.4140625 = 0.000151062… 
6. (a) 10111， (ce) 101111010， 
7.(a) 0.0111， (e) 0.10111 
8. (a) 0.0 0011， (ec) 0. 001， 
9.(a) 0.006250000…: 
3 

1. 用 c= 志和 = 让 求解 得 S= 一 人 = 蕊 

一 
13. (a) 5 多 0.10112x2- = 0.10112x2- 

、oiioux2-2 - 0.011012 x 2-! 
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号 汪 0.1001x2-0 = 0.100l2x2 
] 0.0010112， x 2- 
吕 一 了 
-一 一 入 0.1011>，x 2 一 -和 镶 |0.1100 
也 0.1011112 x 2- 
14.(a) 10 = 101; (ec) 421 = 120121: 
1 1 一 
1$.， (a) 本 = 避 . 1 (pb 全 =0. 1: 
16. (a) 10 = 20 (c) 721 = 10341， 


17.(b) 本 =0. 


1.3 
1. (a) x =2.71828182 ,2 =2.7182,(x -4 双 ) =0.00008182， 
(xz -xx)/x =0.00003010,4 位 有 效 数 字 
1 
卫 - 太 =0.0000000178,(p - 户 )/1p = 0.0000000699 
3. (a) pl + p =1.414+0.0912S = 1.30$, pp = (1.414)(0.09125) = 0.1290 
4. 误差 包含 精度 损失 。 


(a) 0. /0711385222 - 0.70710678119 ”0.00000707103 
0.00001 ”0.000001 


sS， (a) ln((x +1)x) 或 jn(1+4+14Ax) (c) cos(2x ) 
6. (a) P(2.72) = (2.72)” -- 3(2.72) 十 3(2.72) 一 1 = 20.12 -- 22.19 十 8.16 一 1 
= 一 2.07 十 8.16 一 1= 6.09--1=5.09 
0(2.72) = ((2.72 -- 3)2.72 十 3)2.72 -1 = ((--0.28)2.72 十 3)2.72 一 1 
= (-0.7616 + 3)2.72 -- 1 = (2.238)2.72 一 1 = 6.087 一 1 








=1. 妇 3 如 14428 = 及 


=0.707103 





=- $.087 
R(2.72) = (2.72 -1 = (1.72)3 = 5.088 

7.(a) 0.498 (b) 0.499 
9 六 3 4 

T 一 下 十 cosW) 一 “十 让 十 本 让 十 OP ) 

Ah 

一 让 cos( 和 一 1 二 十 本 十 订 十 Oo 
第 2 章 非 线 性 方程 fx) =0 的 解法 
2.1 
1. (aj g& 上 6 CL0,1j,sg 把 区 间 [0,1j 映 射 到 [3/4,1]Sf0,1, 旦 1g(xz)1=1-x21=xA2x< 


1/2 < 1 在 区 间 [0,1 内 。 因 此 ,定理 2.2 的 假设 成 立 , 且 g 在 区 间 [0,1] 内 有 惟一 的 不 动 点 。 
2.(8) 8(42) = -4+8-2=2,g(4)= -4+16-8=4 
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4. 
S， 
人. 


(by Po = ] .9 z0 王 .| 必 0 一 0.05 
D1 一 1.794 忆 1 一 0.203 必 1 三 0.10235 
D2 一 1.30898 /5 尼 2 一 0.4310125 R2 一 0.213S00235 
D3 一 1.04308911 瑟 3 二 0.95491089 R3 一 0.477455444 


(e) (b) 中 的 序列 将 不 收敛 到 已 =2。(c) 中 的 序列 收 伍 到 P= 4。 

P=2,8'(2) =5, 迁 代 将 不 收敛 到 已 = 2。 

已 =2nr, 其 中 nm 是 任意 整数 ,g'(P) =1。 和 定理 2.3 没有 给 出 与 收 侠 有 关 的 信息 。 

(a) g(3) =0.$(3) +1.5= 3 

(ec) 用 数学 归纳 法 证 明 。 根 据 (b) 的 结论 ,如果 nm=1, 则 1P-ml=1P-ml2。 归 纳 假 
说 : 设 IP-mli=1lP-pl2 证明 当 m=A+1 时 ,命题 为 真 











| 已 一 ET =[ 一 不/2 《根据 (b)) 
一 (| 忆 一 pol/2 72 (归纳 假设 ) 
一 JP 一 pol/24t+ 
汉 一 7 
10.《a 人 -| 太 一 
了 
2.2 
1， 站 = (0.11 十 0.12)/2 = 0.115 4(0.115) = 254403 
/1 一 (0.11 十 0.119)7/2 = 0.1125 4(0.112S) = 246072 
2 = (0.112$ 十 0.11$)/2 = 0.11375 4(0.11374) = 2S0198 
3. 存在 多 种 选择 ,使 得 在 区 间 [c ,站 内 Fe) 与 所 2) 的 符号 相反 。 下 面 的 答案 是 其 中 一 个 选择 。 


4. 
6. 


1 


14， 


2.3 
1 


3. 
和 . 
2.4 
工 . 


3， 


(a) FL <0 且 2) >0, 因 此 在 区 间 [1,2] 内 有 一 个 根 ; / -1 <0 且 A-2)>0, 因 此 在 区 
间 [ - 2, - 可 内 有 一 个 根 。 

(ec) 凡 3) <0 且 FA4) >0, 因 此 在 区 间 [3,4] 内 有 一 个 根 。 

co = 一 1.8300782 ,cl = -1.84092$2,c, = -1.8413854 ， c= 一 1 .8414048 

co = 3.6979549, cl =3.6935108, c, = 3.6934424, c, = 3.6934414 


寻找 N ,使 得 多 二 <Sx10-?”。 
使 用 二 分 法 不 会 收敛 到 x* = 2( 假 设 < 2)。 


在 x= -0.7 附 近 有 一 个 根 。 可 用 区 间 [ -1.0]。 
在 x=1 附 近 有 一 个 根 。 可 用 区 间 [ ~- 2,2]。 
在 *=1.4 附 近 有 一 个 根 。 可 用 区 间 [1,2]。 在 =3 附近 有 第 二 个 根 。 可 用 区 间 [2,4]。 


PK 一 
2pk_1 一 ] 
(b) Po = 一 1.3, P1 = 0.125, p2 = 2.6458, 0 = 1.1651 


(a) 克 三 8 内- 一 于 PK-1 十 5 


(aj 





了 三 8CDK -1) 三 
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(b) pm = 2.1, pi = 2.075, p? = 2.0561, p3 = 2.0421, p4 = 2.0316 
SS，(a) 内 二 8UDK-1) 三 了 雁 _-1 十 coS( K-T) 
7. (a) 8(Pk -1 = PICPk 1 一 了 


(b)po = 0.20 (ec) po = 20.0 

pD1 = 一 0.05 Pp1 一 21.0$203158 

D2 一 一 0.0023J80953 p2 一 22.10230034 

PD3 一 一 0.00000$655 D3 一 23.14988809 

D4 三 一 0.000000000 Pp4 三 24.19503305 
4 一 0 = 


8.P0 一 2.0, p1 = 2.9, p2 三 2.41935484, p3 = 2.41436464 
14. 不 能 ,因为 六 (xz) 在 根 =0 处 不 连续 。 也 可 用 g(P- ) = -2p4 -计算 项 ,并 观察 到 序列 发 散 。 


一 4 ( 0 2 _ YX 十 30) 





2 
22. (a) gr) 一 过 一 - 


人 大 2(27)“ 3x2 十 da 
0 = 1Sx 十 莹 3 
一 和 十 37? 


P1 三 2.2352941176, p2 王 2.2360679775 PD3 一 2.42300679775 
2 十 4f 十 2x72 十 万 3 
(上 ) 一 二 一 一 ~- 
8 3 十 47Y 十 272 
P = 一 2.0130081301, ps = 一 2.0000007211. om = -2.0000000000 


2.5 
2.(a) A 人 “Pr 一 ALApn) = A(Cpn+l - pn) 一 (pn+2 一 Prn+1) 一 (Prn+l 一 Pr) 
= Pr+2 一 2pn+1 十 一 20+2) 二 1-2C20+DHD2 二 D 
+2n 二 1 一 4 
6. PP, =1/(4"+4-”) 


和 








dm, 埃 特 金 方法 










0 | 0.5 一 0.26437S42 
1 | 0.23$29412 | -0.001S8492 
2 | 0.06225681 | 一 0.00002390 
3 | 0.01$62119 | 一 0.00000037 
4 | 0.00390619 

S | 0.00097656 | 







9 了 7m， 埃 特 金 方 法 


3 了 .00024351 
3.00000667 
3.00000018 
3.00000001 






2.3 

2.91347S95 
2.98587943 
2.997045365 
2.9996007S8 
2.99993460 
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9. cos(x)--1=0 


Pn ,斯 带 芬 杰 方 法 


0.5 

0.244065808 
0.12171317 
0.00753300 
0.003 7 7648 
0.00188824 
U.UUUUOUUU3 








98.9999988 
9%9.0000017 
98.9999988 
98.99909997 


0.99 
1.9701 
2.940399 
3.900993501] 
4.83198506 
3.19346321 


13. 无 限 序列 的 和 是 $ = 4。 
15S. 用 米 勒 方法 求解 Kx)= 妈 -xx -2。 











0 一 2.0 

| . 一 1.472 

2 | 1.4 一 0.630 

3 | 1.52495614 | 0.021315S98 
4 | 1.52135609 | --0.00014040 
> | 1.392137971 | 一 0.00000001 






第 3 章 ”线性 方程 组 AX= B 的 数值 解法 


3.1 
1 (i) (a) (1,4) (b) (5, -12) (ec) (9, -12) (d)5 (e)(-26,72) (位 -38 


(g) 2 V1465 
2. 0 = arccos( - 16/21) ~ 2.437045 rad 


3. (a) 设 下 ,了 尖 06。 导 .了 =0 当 上 且 仅 当 cos(0) = 0, 当 且 仅 当 8g= (2n+1) 工 , 当 上 且 仅 当下 和 了 
是 正 交 的 。 


一 1 1 ) 
1 om-| 1=1 | 1 


j 一 产 二 了 天 1 
3.2 

_[-1 -12 _[-65 10 
4B8=| 13 -4| B4= | | 


3. (a) (48)C = 4(BC) = 车 
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S$.〈a) 33 《ce) 行列 式 不 存在 ,因为 矩阵 不 是 方 阵 。 

8. (48)( 有 7- 4- )=4(8B)4 =(41)4-1=44-1= 了 (有 -4-1)(48) = 了 (48)- = 
轨 -14-1 

10.(a) HMNV (b) MOCN -1 ) 


1 一 ] 2 
13. 天 天 一 [6]， 基尼 二 | 一 1 1 一 > 
2 一 2 4 


3.3 
1. xi =2,x = -2,xi=1,x ,=3,det4 =120 
3S. xiI=3,x =2,x=1,x, = -ldet4 = -24 
3.4 
1. xi = -3,x =2,x%; =1] 
S. 7Y=S-3xX+2X- 
10. xi =1,x: =3,xi=2,x ,= -2? 
1S. 〈a) 和 硕 尔 伯 特 矩阵 4 的 解 : 
X1 = 16,x2 = -120,x3 =240,x, = -140 
(b) 其 他 和 矩 阵 4 的 解 ， 
XI =]183.73,x2 = -149.6,xi =310.1,x. = -185.1 
引 .5 
1. (a) 六 =[-4 12 3]， 怀 =[-3 2 1 
(b) 六 =|!20399|， 瑟 =[573] 


-> 2 一 | ll] 00|I1-53 2 一 | 
3. (alj)| 1]0 31=|1 -02 1 0 0 04 2.8 
3 1 6 -0.6 3 1 0 0 一 10 


5. (a) 记 =[8 -6 12 2]， 瑟 =[3 -112] 
(b)7Y=[286121， 居 =[31231] 


6. 4 = 也 
1 0 0 0]Tl 1 0 4 
2 1 0 0||o -3 5 -8 
CC=| 5 1 1 0||o0 0 -4 -10 
-3 -1 -175 1|j 0 0 -75 
3.6 
1. (al) 雅 可 比 迭 代 (b) 高 斯 -~ 赛 德 尔 迭 代 
P = (3.75.1.8) 忆 = (3.75 .1.05) 
忆 = (4.2.1.05) 忆 = (4.0125,0.9975) 
已 = (4.0125.0.96) P, = (3.999375,1.000125) 


迭代 收敛 到 (4,1)。 迭代 收敛 到 (4,1)。 
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3. (a) 雅 可 比 和 迭代 (b) 高 斯 - 赛 德尔 多 代 
忆 =(-1, =-1) Pi =(-1, -4) 
P), =(-4, -4) P, =(-13,，- 40) 
P; =(-13,-13) P; =(-121, -361) 


迭代 发 散 且 偏离 解 已 = (0.5,0.5) ”迭代 发 散 且 偏离 解 已 = (0.5,0.5) 
S.(aj) 雅 可 比 迭 代 
P, = (2,1.375,0.75) 
P, = (2.125 ,0.96875 ,0.90625) 
P; = (2.012S ,0.9$703125 , 1.0390625 ) 
和 迭代 收敛 到 已 = (2,1,1) 
(b) 高 斯 - 赛 德尔 欠 代 
P, = (2,0.875$,1.03125) 
P, =〈(1.96875,1.0117187S ,0.989257813) 
P; = (2.00449219,0.99753418,1.0017395) 
迭代 收敛 到 忆 = (2,1,1) 


9. (15) | 三 上 = > ， xs1=0, 当 且 仅 当 |[ 和 1=0, 大 =0,1,…,N, 当 旦 仅 当 大 =0 
(6 人 = 六 lecl= 症 lcllmsl=lecl 吕 Ta1=lel 瑟 人 


了 .7 

1. (alj x=0,y=0 (c) % =0,y= mr 

2.(aj zx=4,y= -2 (c ) x =0,y=(2n+1)r23x=2(-1) ,7y= nx 
| 上 一 :x y/4 | -0.1 0.5 

5 7 CC, 旋 一 [下 oo 00 = | 0 


轩 定 氮 和 迭代 塞 德尔 和 迭代 


1 .1 


| 1 .12 


ti 一 安 | 


. 1.11060016 
Oo ， . 1.1163141 





7.0=x-7y-0.2,0= 姓 -xx-~-0.3 


4 线性 系统 V (P) d 忆 = 一 到 ( 忆 ) 的 解 十 dP 
















1.2 24 一 1.0]f-0.0075630] 0.04 1.192437 
1.2 -10 24 0.0218487| ”| -0.06 1.221849 
1.192437 2.384874 一 1.0||- 0.0001278] 「0.0000572 1.192309 
1.221849 一 1.0 2.443697 | | -0.0002476| ”10.0004774 1.221601 





(a) 因此 ,(pi ,9 ) = 《1.192437,1.221849) ,(P ,9); ) =《1.192309 ,1.221601 ) 


8. 


12， 
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天 8 线性 系统 (Pi)dP = 一 下 (中 ) 的 解 P 十 dP 







-0.2 -0.4 一 1.0] [0.0904762] 。「 0.04 -0.2904762 
一 0.2 -10 -0.4 o.0761905| 二 “| -0.06 -0.1238095 
-0.2904762 一 0.5809524 -1.01[0.0044128] 。”「0.0081859] | [0.2860634 
一 0.1238095 -1.0 -0.2476190j」| 0.0056223」 “| 0.0058050」 | | -0.1181872 





(b) 因此 ,(pi,9qi) = (-0.2904762, - 0.1238095) ,(P，， dg) =(〈 -0.2860634, -0.1181872) 


(b) 解 的 雅 可 比 行列 式 为 17(11)1=0 和 1J(-1 -1DT1=0。 牛 顿 法 取决 于 能 够 求解 矩阵 


是 J(pP ,ga ), 且 (pq,) 接 近 一 个 解 的 线性 方程 组 。 对 于 此 例 , 方 程 组 是 病态 的 ,因此 很 难 
求 出 精确 的 解 。 实 际 上 ,接近 解 的 一 些 值 有 J(xo ,y ) =0, 例 如 J(1.0001,1.0001) = 0。 


(a) 注意 :对 于 导数 有 区 (of(z,y)) = e 于 (xy)。 严 (天 ) 定 义 为 严 (下 ) = [ 态 ( 辐 ea 
5] 这 样 ,根据 标量 乘法 ,有 c 开 (第 ) = [op 


JE(OD) = [天 ]。, 其 中 产 = 了 (人 (aa))=e 下 天 (om 因此 ,根据 标 
量 滋 法 的 定义 ,有 J(cR (于 ) ) = cjJ( 克 (下 ))。 


第 4 章 插值 与 多 项 式 逼 近 


4.1 
1 


(a) P:(xw)=x -1/31 +%5/1S1 
PIC(x)=%-% /31 +%1S$1 -wx71T1 
Po(x)=XY-% /131 + 和 1/S1 -~-%71T1 + 和 /191! 
(b) 1 天 ,(x)1= lsin(tc)x10/1011 达 (1)(1)01101 =0.0000002755 
(c) Pi4xz)=2 +(z-m4)-(-m4j212-(z-m4316+(z -xl4)4124+(z -zl4)1120) 


.在 xo=0 处 ,F(x) 的 导数 无 定义 。 但 在 x =1 处 ,Asx) 的 导数 有 定义 。 


SS。、P;(x) =1+0x-x- /2+0x3=T_-x217 


13. 


14， 


(Ca) FC2) =2,7(C2)= 才 ,j"(C2)= -十 ,/o(2)=- 5 雹 


Pi(x)=2+(x-2)/4-(x -2)2/64+(z -2)31512 

(b) P;(1) = 1.73242187$;32 = 1.732050808 

(ec) FF” (x) = -1$(2+x)-72116; 当 yx=1 且 1L” (xz)1s1o(DITSs3-2(1S/16) 0.020046 
时 ,7 ”(z)1 在 区 间 1<x<3 内 有 最 大 值 。 因 此 ,1 Bi (z)1< (0.020046)(1)* - 
0.00083S29。 

(d) P;(0.5) = 0.41666667 
P.(0.$) = 0.40468750 
P,(0.5) = 0.40$$3230 


in(1.$) = 0.40S46511 
(d) P(0.5) = 1.21875000 
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P, (0.5) = 1.22607422 
P. (0.5) 一 ] .22000828 
(1.5) 忆 = 1.22474487 


4.2 
1.(a) 用 x=4 可 得 = -0.02,) =0.02,b = -0.12,5 =1.18, 因 此 P(4) =1.18。 
(b) 用 x=4 可 得 骨 = -0.06,d = -0.04,d = -0.36, 因 此 己 (4) = -0.36。 
(co) 用 x=4 可 得 1= -0.005,; = 0.01333333, 记 = - 0.04666667, ji， = 1.47333333 ,iu = 
S.89333333 ,因此 /7(4) = $.89333333。 同 理 用 x* =1 可 得 7(1) = 1.58833333。 


帮 P(xz)w = 1(4) - 5(1) = 5.89333333 - 1.58833333 = 4.305 
(d 用 x=5.5 可 得 0 = -0.02,5 = -0.01,5 = -0.2$3,5 = 0.2$75。 因 此 P(5,5) = 


0.2575。 
4.3 
1.(a) Po) 一 -10 一 0/(1-0+0=xr+O=x 
加 (一 0)G 一 1) (xx 十 DG 一 0) 
(bb) 总 Oo9) = 一 亡 1 -0)(-1 一 DT 二 二 ({ 上 1 一 0) 
= -0.500D)Gr 一 D 十 0500G TD 一 Orz+r+0O=x 
(xz)(x 一 1 一 2) (十 1)xz)Gx 一 2) 
疡 (5) 一 一 一 一 -一 一 一 一 十 0 十 二 一 -一 -人 
0 (-D(C2)( 志 3) (2)(D(C 二 1 
Cx 十 TI 一 bD 3 2 3 
DT 一 一 六 十 0xr- 十 Or 十 0 一 X 


td Po0=1c-27/0-2+8xc-DC-D=Tr -6 


(e) Po =0+eoe 一 人 ea 一 D 2 
0 DC +8 GD 一 37 一 2 


s. (ec) /“(c)=120(c- 1 对 所 有 ec 成 立 , 因 此 Fas(x)=Sxz+1l)(x)(xz-3)(x -4)(c-1T) 
10.、1/“(c)1s1-sin(1)1=0.84147098 = 和 

(a) 及 1M2/8 = 性 (0.84147098)/8 <Sx 10-”， 
12. (a) z=3-2x+47 


4.4 
L PoOD=4-C 一 1) 
人 (一 4 一 (人 一 和 二 04 一 DG 一 3) 
13(0) 三 忆 (z) 十 0.010x 一 DG 一 3 一作 
400) = 疡 (xz) 一 0.002(r 一 TD 一 3 一 4)(x 一 4.9) 
门 (2.) = 2.3, 户 (2.$) = 2.2, 声 (2.5) = 2.21125， 4(2.2) 一 2.21575 





4. Oo = 
4(x) 一 2.0 十 2.3607(x 一 4) -- 0.01132(x 一 4)(x 一 9] 
十 0.00091(x 一 4)(X 一 S)(x 一 6) 
一 0.00008(x 一 4)(X 一 S)(x 一 6)(x 一 7) 
14.5) = 2.11804, 己 (4.5) = 2.12086, 站 (4.5) = 2.12121，P4(4.5) 一 2.12128 
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606. FF(x) 一 3.6/x 
Pix) 一 3.6 一 1.8( 一 蔬 十 0.6(x 一 TUG 一 2) 一 0.13(x 一 DJ 一 2)x 一 3) 
十 0.03(x 一 DG 一 2)(X 一 3)X 一 1) 
Pl(2.9) = 0.9, 户 (2.9) 一 1.39, 上 (2.9) = 王 1.406023,，P4(2.5) 一 1.423125 


4.5 
9. (a) ln(x 十 2) s 0.69$49038 十 0.49905042x -- 0.1433460Sx“ 十 0.04909073x3 
(b) (xl (40D) 委 |- 6 (40) = 0.03125000 
11.。(a)j cos(xz) 之 1 -0.469$2087x 
(b) |JGGxz)l/(22G30D) 入 1sin(1)I/(22(30) = 0.03506129 
13. 泰勒 多 项 式 的 误差 界 为 : 
[AGOOD| 1sin()| 











本 < 一 | 二 0.00002087 
LO) 1sin(D| 
< 一 0.000000106 
27(81) 27(81) 
4.6 
1.1=p,1+9 = 站 工 + = = - 工 ,p = 二 
*。 上 二 20， 4 = 六 ,7 di = di 三 2 PP 三 侨 
e 一 RiCx)=(2+xX)A2-x) 
1 2 2 1 
3， 1=po, 了 本 +29715=P15t+ qi/3=0,9i = -Pi= - 1 


S. 1=po,1+g=P +9g+92=P2 


工 和 _ 

6++9g=(0 
首先 求解 方程 组 

全 到 

24+6+2=0 

工 了 


] 2 
7. (al) 1 = po, 本 +9l =Pi,1s+9113+92= Pa 


17 241 22 
二 + + 二 =0 
汪 和 表 有 和 组 135 0“ 


-62 ， 179 92 _0 


2835” 315 ”15 


得 v = 4 _ 工 ] 1 
di= 一 9 :42 ”63:2 = ”9 ， 疡 一 945 
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第 5 章 曲线 拟 合 

口 .] 

1. (a) 104 +0B= 7 
04 十 35 有 二 13 


y=0.70r 十 2.60, Fo2( 让 ) 久 0.2449 
2. (a) 404 +08 = 58 
04+S5 王 31.2 


7 三 1.45x 十 60.24, Fa2( 户 和 包 0.8958 
3 4 
3. (9) 》 mm/ 六 古 = 86.9/55 = 1.58 


大 一 ] 炎 一 ] 
?二 1.38x, 2( 方 之 0.1720 
11. (a) = 1.6866x“， E2(F) 忆 1.3 


7 = 0.$902x”", E2(F) 交 0.29 ”这 是 最 佳 解 
5.2 
1. (a) 1644 + 20C = 186 
20 有 8 = 一 34 
204 十 4C = 26 
= 0.875x -1.70x 十 2.125 = 7/8xz2 - 17/10x 十 1718 
3. (a) 154 十 5 有 = 一 0.8647 
54+558= 4.2196 
= 3.8665e 一 ”sx FICF) s0.10 


线性 化 极 小 化 最 小 二 乘 
(a) 1000 1000 
1 十 4.3018e 一 1.0802; 1 十 4.2131e 一 1.0456: 
5000 S000 
(]) 


1 十 8.9991e 一 0.81138: ] 十 8.9987e-0.81157 


18. (a) 144 二 1$B +8C = 82 
134 十 198B8 +9C 三 93 
84 十 9 有 十 SC 一 49 
4=“48=12C=3.8, 得 到 z=2.4xr 十 1.2y 十 3.8 


5D.3 
4 An 一 df 一 一 了 

户 ， 一 di = ] 开 1 一 1 

， = d2 = 一 2/3 z2 二 一 10 
全 mm 十 7 2 =21 

求解 方程 组 可 得 m = 环 4 和 mm = -234 

2] 101 10] 

3 7 十 “2 一 一 19 
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则 m。 = -全 目 1713 = 3 相 , 三 次 样 条 为 : 


129 ; 230 ) 
930(X) TOTx 十 芭 ) TOTGx 十 ) 一 (十 3) 十 
274 3 157 ) 96 
一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 2 和 YX 巡 1] 
1(X) 3 十 2 十 TOTCTM) 1 位 十 作 X 
779 117 ) “72 
= 一 (一 人 一 一 -一 1) 十 一 一 +3 1<xs 和 4 
0 二 5727 1 十 3 二 
与 Au =1 di= 一 2 
六 = 3 di =1] 2 三 18 
) = 3 d = -2/3 = -10 
77 十 3m2， = 18 ， 82 134 
求解 方程 组 | 3 1 12mm。 _ _ 10 解 得 11 一 50 和 172 二 一 87 
设 mo =0= mi ,三 次 样 条 为 
41 215 
So 一 了 CC+3) 一 C++3) 十 2 一 3 入 xx 扩 一 2 
190 41 92 
Si = -一 (+2) 二 一 二 2 一 一 (十 2 一 2 委 yx 反 
1(X) 本 83 (十 ) 十 70 代 十 ) 末代 十 ) X 委 1 
67 67 76 
SO) 一 一 -人 一 1 一 一 下 十 一 0 一] 委 X 反 
2(X) 本 3 ) 人 ) 十 末 人 ) 十 3 1 和 YY 和 4 
0 =1 du= 一 2 
尺 ; = di =1 ZI 二 18 
= 岂 = -2/3 由 = -1]0 
28 


mt = 1% 


3 


- 1 十 万 _ ”263 5 
求解 方程 组 ;3 3 可 得 m, = 125 和 ma = 一 刁 


mi + 18m2 = - 10 


则 mo = 时 和 ms = -人 5。 三 次 样 条 为 : 


37 187 441 
4 _ 3 2 一 3 委 Y 近 一 
0(x) 5257(x 十 3) 十 1 十 3) 5 十 习 十 2 3 委 2 
37 2603 17 
SO 二 一 二 一 2)3 十 二 一 “一 一 一 2 入 xx 的 
1(x) 5 (X 十 ) 十 357 (Cx 十 4) 5 人 十 2 2 和 YY 近 1 
37 4 124 
9 = 一 一 (一 1 -二 (12+-20r 一 <y 云 
7(X) SI ( ) 1 人 ) ”十 可 (一 1 十 3 1 入 YXY 和 14 


5D.4 
_ 4 fs in(3x) ， sin(5x) ， sin(7 
1. 1 = 世 (sinCn + 到 9 + am + sg 十 


3. 1 xx) = 于 十 2 疡 | (S 二 ) cos(jX) 一 2 = ( 守 ) sin( jx) 


5. (xz) = 和 (sinon 加 ix) 上 sz 加 sg) +…】 
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12. fxz) =6 十 稚 并 9 (六 ) 0 (本 


5.5 
1. 8 4(0) 三 6 一 120 十 614 
B35(0 = 10r 一 2014 + 100 
B57() 三 2105 一 4216 十 21r7 
3. 提示 :二 项 式 系 数 是 非 负 的 , 且 对 于 上 se[0,1,# 和 (1- 旨 是非 负 的 ,通过 式 (4) 和 数学 
归纳 法 可 以 证 明 。 


s， 人 85 (1 =S(CPB2 (it) 一 B34(t)) =S(6! (1 - 站 ) -4f(1 -2)) 
对 B; (113) = 80/81 和 .8.5(213) = 一 人 0/81 
了 Bi N(D) 一 (ea 门生 一 


_ (ea _ PCV+D-G+D 


AN 


时 


= NBA+LN+ICD) 


(5 


十 1 
一 一 一 一 一 月 ， 
NT 二 1 i++1,N+IL ) 


8. (a) Pi =(1+6t-91+5S5,3-121+27 弓 -188) 
(b) Pi) =(-2+4t+18 缚 -28B +1014,3+122 -208 +81) 
(c) Pt) =(1+St,1+5St+105 -305 +1S14) 

9 P(i)=(1+3t,1+61b 


第 6 章 数值 微分 
6.1 
TI.。Ax)=sin(x) 


h | 通 近 PCo)， 式 (3) 被 断 误差 界 





0.1] 0.695S46112 0.001160597 0.001274737 
0.0] 0.696695100 0.000011609 0.000012747 
0.001 0.696706600 0.000000109 0.000000127 


3. 几 x) =sin(x) 
六 | 逼近 广 (x)， 式 (10) 逼近 误差 截断 误差 界 
.1 40.696704390 0.000002320 0.000002322 
U.0] 0.696706710 一 0.000000001 0.000000000 
S.Ax) = 和 (a) 矿 (2) 一 12.0025$000 (b) (2) = 12.00000900 


(e) 刘 于 (a): 0() = -(0.0)19(e)16= - 0.0025000; 对 于 (b):O(1na) = -(00y 
太 (c)/30= -0.0000000 
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7. xy) =xyACxzd+yY) 
(a) ACx,y)=(7y(x+y) 六 六 (2,3) =0.36 


逼近 轧 (2, 3) 


0.360144060 
0.360001400 
0.3J60000000 









10.〈a) 根据 公式 (3) 可 得 到 了 (1.2) = - 13.5840 和 (1.2) = 11.3024。 根 据 公 式 (10) 可 得 到 
71.2) = -13.6824 和 天 (1.2) 一 11.2975 
(b) 使 用 微分 法 可 得 7 (1.2)= - 13.6793 和 天 (1.2)=11.2976.。 


12 
让 近 广 (x)， 式 (19), 总 误差 界 
Ah | 式 (17) 台 近 误差 |round-off| 十 ftrunc| 
0.1 | --0.9305S0 一 0.0015S4 0.0000S 十 0.00161 = 0.00166 
0.01 一 0.93200 一 0U.00004 0.00050 十 0.00002 = 0.0005S2 


0.001 | -0.93000 -0.00204 0.00500 + 0.00000 = 0.00500 


1S. Ax) =cos(x),r2 (xx)= ~-sin(x) 
应 用 边界 1/ 5 (x)j 达 sin(1.4) 一 0.98545 


逼近 广 (zx)， 式 (24), 总 误差 界 
式 (22) 台 近 误差 |round-o 邓 | 十 |trunc| 


天 
0U.1 一 0 和.93206 0.00002 0.00008 十 0.00000 = 0.00008 
0.01 一 0.93208 0.00004 0.00075 十 0.00000 = 0.00075 
0.001 | 一 0.92917 一 人 .00287 0.00730 十 0.00000 = 0.00750 
6.2 
1 A(x) =]n(x) 
(a) F"(S$) = -0.040001600 (b) F"(5) ~ -0.040007900 
(ec) 六 (5$) = - 0.039999833 (d) "05) = -0.04000000 = - 1/13? 


(b) 的 答案 最 精确 。 
3. F(x) = ln(x) 
(a) 太 ($) =0.0000 (b) F”(5$) = - 0.0400 
(c) 大 (5) 一 0.0133 (d) 六 (5) = -0.0400 = - 1/3? 
(b) 的 答案 最 精确 。 
Sa) /xz) = 入,F(1)=2.0000 
(b) F(x)=%,F"(1)=12.0002 
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9. (al) 






0U.141343 
0.041515 
一 0.058275 
一 0.158025 





第 7 章 数值 积分 
7 .1 
1. (a) F(x) = sin(rxx ) 梯形 法 则 0.0 
侍 普 森 法 则 0.666667 
辛普森 寺 法 则 0.649519 
布尔 法 则 0.636165 
(c) F(x) = sin(V xy) 梯形 法 则 0.420735 
壮 普 森 法 则 0.573336 
辛普森 吉 法 则 0.583143 
布尔 法 则 0.5$93376 
2. (a) F(x) :=sin(ryx) 组 合 梯形 法 则 0.0035SS3 
组 合 辛普森 法 则 0.638071 
布尔 法 则 0.636165 
(b) Ax) = sin(Vx】 组 合 梯形 法 则 0.577889 
组 合 辛普森 法 则 0.5$92124 
布尔 法 则 0.593376 
7.2 


1. (a) PCx) = arctan(x),P(1) -天 (-1) =r2=1.57079632679 
(i M = 10, 记 =0.2,7(F, 六 ) = 1.56746305691 , 严 (六 ) = 0.00333326989 
(ii) W=5, 记 =0.2,S( 太 Ai) = 1.57079538809 , 忆 (FF, 太 ) =0.00000093870 
(e) F(z) =2Vx,P(4) - E[( 寺 ) =3 
(i =10, 庆 =0.375,7(H1) =3.04191993765 
Er 六 ) = -0.04191993765 
(ii)M =5, 刀 =0.375,S(, 放 ) =3.00762208163 , 尼 ,( 户 ) = ~ 0.00762208163 


2.(a) 凡 vV 1+9x 必 =1.5478656S$469019 
(i) MH = 10,7(F,1/10) = 1.5$260945 
ii MH=5,S(A,1/10) = 1.54786419 
3. (a) 2rj/uxa VT+9 克 几 =3.5631218520124 
(iD M = 10,7(F,1U10) =3.64244664 
(ii) MH =5,S(F,1/10) = 3.56372816 


部 分 习题 答案 


513 


8. (a) 使 用 边界 1 (xx)1=1-cos(x)1 和 1cos(0)1=1, 可 得 ((r/3 -0) 妇 )/12 和 5 x 10-? ,然后 
替换 儿 =r/(3H) ,可 得 /1162x10 三 林 。 求 解 可 得 4374.89< Mi 由 于 1 必须 是 整数 ,所 


以 MH =4375 和 疡 =0.0002393S9。 


9。 (8a) 使 用 边界 1 (xD)1 = |cos(x) slcos(0)1=1, 可 得 ((x3 -0)1)1180 二 SSx 10- ”然后 
替换 疡 = x/(6M ) ,可 得 普 /34992 x 10 三 1; 由 于 1 必须 是 整数 ,所 以 M=18 和 大 = 












0.02908882 1 。 

10 . 
] 0.1990008 
2 0.19954004 
二 0.1996252 
8 0.199640604 
0.19960642 

7.3 

1. (al) 





一 吉 .U0171772 
0.02377300 | 0.03226990 
0.00402717 | 0.79744S21 “0.84845691 


2.88 
2.10364024 | 1.84752031 
1.78167637 | 1.67368841 











(cj 









1.600209962 





ET( 放 门 = Oh) 






0.0001664 
0.0000416 
0.0000504 





10. 对 于 /。V xd , 龙 贝 格 积分 收敛 缓慢 ,其 原因 在 于 被 积 函 数 fx ) =Vz 的 高 阶 导数 的 范围 不 


在 x=0 附 近 。 
7.5 
1，/ .65 下 = 人 4 (b) 6C(,2) = 58.6666667 


3 Jsin(bD/r 几 <0.9460831 
6. (aij) AN=14 (b) NW=6 


(4) (4) 
8. 如 果 4 阶 导数 变化 不 剧烈 , 册 ee < 二 大 


项 将 小 于 辛普森 公式 的 截断 误差 项 。 
第 8 章 数值 优化 
8.1 
1. (al) 广 (x)=6x -18x+12=6(x -1(xz -2) 
在 区 间 ( - o ,1): 广 (x)>0, 因 此 了 递增 。 
在 区 间 (1,2):F(x)<0, 因 此 了 递减 。 





(b) C(L/,2) =0.9460411 


, 斯 - 勒 让 德 公式 的 截断 误差 
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在 区 间 (2, om ):F(x)>0, 因 此 了 递增 。 
(b) 对 于 7 函数 的 域 中 的 所 有 *, 有 六 (*) = 二 ,因此 对 于 /函数 的 域 中 的 所 有 x,y 函 
数 是 递增 的 。 
(c) 对 于 函数 的 域 中 的 所 有 x, 有 大 (x*) = -Us <0, 因 此 对 于 六 本 数 的 域 中 的 所 有 > ,j 
函数 是 递减 的 。 
(d) Fax) = 和 aa+lnGx)) 
在 区 间 (0,e…): 太 (xx)<0, 因 此 了 递增 。 
在 区 间 (e ,om): 广 (*)>0, 因 此 了 递减 。 
3. (a) F(x)=12x3 -16x - 11; 局 部 极 小 值 位 于 x = 116 
(b) F(x) = 工 - 6/x; 局 部 极 小 值 位 于 x =V6 
(c) F(x)=(z +S+4)14- 生 ); 局 部 极 小 值 位 于 x= -1 
(d) 六 xz)=ez-2)/x ;局 部 极 小 值 位 于 x=2 
(e) />x) = -cos(x) -cos(3x); 局 部 极 小 值 位 于 x = 0.785$398163 
S. 求 上 离 平方 的 极 小 值 d(x)=(x -2)2+(sin(x)-1)3d(x)=2(0x -2+sin(xz)Jcos(x) - 
cos(x))。 极 小 值 位 于 * = 1.969$4061 。 
7. (a) [ao,pb]=[-2.4000, -1.6000],[a, 思 ]=[-2.4000, - 1.9056j,[a ,0 = 1- 
2.4000, - 1.6000] 
(b) [ao,bj =[0.8000,1.6000] ,[a ,号 ] =[1.1056,1.6000],[o , 刀 ] = [1.1056,1.4111] 
(c) La,b] = [0.$000,2.5000] ,| ap] = [1.2639,2.5000] ,[ ac， ， D， ] = [1.7361 ,2.5000 
(d) [ao ,加 ] = [1.000,5.0000] ,[o ,六 ] = [2.5279,5.0000] ,[a; , 岂 ] = [2.5279 ,4.0557] 
9.〈《a) po = -2.4000,pm = -2.1220,puu = -2.1200 
(b) po =0.8000,pm = 1.2776,pmn = 工 2834 
(ec ) Po = 0.3000 ,Pan = 1 .2008 ,Pen = 1] .8920 
(d) po = 1.0000,Pan =2.8750,pu =3.3095 


11、(a) 5 -ou=[ 二 LV5 (1_0) =0.14590 
(b) 5 =( 二 Lv (-1.6-(-2.3))=0.063119 


8.2 
荆 . (a) xy)=3x -3, (xy)=3 和 -3 
蛋 芥 点 :1 -1 -1 -1 -1。 局 部 极 小 值 位 于 (1,1) 
(b) jx,y)=2x-y+lFx,y)=2y-x-2 
临界 点 :(0,1)。 局 部 极 小 值 位 于 (0,1) 
(c) ACxs7y)=24y+ 和 -37 六 (xyy)=X2+2xy 一 3x 
临界 点 :(0,0) ,(0,3),(3,0),(1,1)。 局 部 极 小 值 位 于 (1 .31) 
3 1M = 5( 有 + G) = (3/2, -312) 
民 一 2M 一 多 三 (一 6 一 4) 
妃 = 2 有 一 M=(-21/2, 一 1312) 
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5. 1M = 5(B+G+P)= 30,3 1) 
尺 =2M-W=(-2.1,2/13) 
克 一 2 有 RM =(-4.1D 

9. 沿 BC“ 反 射 " 三 角形 意味 着 向 量 友 ,M 和 灵 的 终点 位 于 同一 线段 上 。 这 样 ,根据 标量 乘 和 
回 量 加 的 定义 ,可 得 到 民 - 古 =(2M- 殉 ) 或 丸 =2M- 了 。 


8.3 
1. (al VAx,y)=(2x -3,3 和 -3)VA-12)=(2(-1) -3,3(2) -3)=(-S;9) 
(b) VFLx,y)=(200(07y -2 和)(-2x)-2(1-x),200(y =- 和 姑 )) 


YU2,43)= (200( 季 - ( 款 ) 儿 -2( 动 ) -2(1- 志 ,2o( 季 -人 (二 ) 
(c) VFx,y,z)=(-ysin(xy)- zcos( 和 好), -xsin(xy),，- xcos(xz)) 
VA(0,r,r/2) = ( - rsin(0) - 记 cos cos(0) , - 0sin(0) , - 0cos(0)) = (-r/2.0,0) 


3 《al 6 2 


094 
- 纪 -200 
了 
(b) | -2 200| 


-T< 0 一 ! 
(c) 00 0 
一 1 0 0 


。 (a) 如 果 且 一 人 一 1,2) , 则 
一 上 3 5 
1 三 上 0 一 VPCoCEJCPo)) ) = (5 5 


_ _ -lv (3 而 ) 
P2=PI 一 VCPI)((EFCPID))-) = ( 机 
(b) 如 果 已 = (0.5,1.33333) , 则 
Pi = Po 一 VCPo)((F(Po)- ) = (0.498424, 0.248424) 
P2 = Pi 一 VYfPpl)((BFPI)-1 = (0.493401, 0.24342) 
(ec) 矩阵 豆 F(P) 不 可 首 。 
9. 对 于 天, 解 式 (7) 


V(Po) 十 ( 导 一 Po)(EFCPo)) =0 
得 : 
( 丰 一 Po0)(FCPo)) = 一 YAFCPo) 


假设 ( 豆 . 几 Po)) 是 可 道 的 
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X -Po= -VCPo(( ECPo)) 
下 三 己 一 VFPo(EFCPo))- 


如 果 惩 阵 4 是 可 道 的 , 则 (4)-:=(471)》。 


第 9 章 微分 方程 求解 


9.1 
1. (b) 工 =1 3.，(b) 工 =3 S.《b) 也 = 60 


10，(e) 不 矛盾 ,因为 当 := 0 时 ,万 (4,y7) = 方 yz 不 连续 ,而 且 lin ao 太 (ty) = om。 
13. 7y(t= 广 -cos(t)+3 

15. 7y(ti) = 广 。- 2 届 

17.(b) y(t) = yoe 08 (c) 2808 年 (d) 6.9237 s 


9.2 
TI。(a) 






人 
每 一 步 的 更 多 位 数 的 












在 大 , 忆 ( 丰 ) 






















处 的 实际 人 口 欧 拉 近似 值 葡 拉 近似 值 
76.1 76.] 76.1 
92.4 89.0 89.0035 

106.5 103.0 103.03S6 
123. 120.0 120.0666 
132.0 138.2 138.3135 
132.3 128.2 128.3239 
180.7 ] /9.8 1 /9.9621 
204.9 202.8 203.0000 
220.5 226.9 22<7.1164 
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9. 不 能 。 对 于 任意 1 ,使 用 欧 拉 法 可 得 到 0< yi < y <… < yw。 数学 解 为 y(t) =tan(i), 且 
7y(3 ) < 0Uo 


9.3 
1. (al) 







MX (一 0.) 







] 


4.82400 


0U.09488 








3。 (al) 


克 人 三 0.2) 
] 
0.98000 


0.92277 





7. 采用 理 查 森 改 进 可 求解 在 区 间 [0,3] 内 的 y = (上 - y)/2, 其 中 y(0) = 1。 下 面 的 表 项 是 


y(3) 的 近似 值 。 
Co 一 0 
1 1.732422 
1712 1.682121 1.665354 
114 1.672269 1.668985 
118 1.670076 1.669345 
1/16 1.669558 1.669385 
1/32 1.669432 1.669390 
1/64 1.669401 1.669391 


8.7Y = 帮 17)=1.57 ,万 (1) =0.Sy- 22,F(0,0) 不 存在 。 对 于 包含 (0,0) 的 任意 和 矩形 区 


9.4 


站 . (al) 





] 






0.] 0.90516 
0.2 0.82127 0.82127 
0.74918 






0.08968 





其 (六 三 0.2) 


0.08968 








518 数值 方法 (MATLAB 版 )( 第 四 版 ) 








人 (一 0.2) 







] 






0.99301 
0.98020 
0.290000 
0.92312 


0U.98020 







0.923j3 





6. 用 泰勒 方法 的 理 查 森 改进 求解 在 区 间 [0,3] 内 的 y = (t - y)/2 的 近似 值 , 其 中 y(0) = 1。 
下 面 的 表 项 是 y(3) 的 近似 值 。 





(io 一 2115 






1.6701860 









] /2 1.6094308 1.0093805 
17/4 1.6093928 1.0093903 
1.6093905 





1.6093906 












9.5 
T.(a) 
] 
0U.1 0.90516 
,2 0.82127 0.82127 
.3 0.74918 
0.608908 .68969 
3。(a) 
0 ] 
0U.] 0.99401 
0.2 0U.98020 (人 98020 
.3 0.954600 
(92312 0.92312 
9.6 
1.， 7 = 0.82126825 , y, = 0.78369923 
2. y。 = 0.74832050, 7 = 0.66139979 
3J.， 7y4 = 0.98247692 , y, = 0.97350099 
7。7y4 = 1.1S42232 , ys = 1.222S213 


9.7 
1. (a) (xi ,yi ) = ( -2.5500000,2.6700000) 
(xa ,yz ) = ( -2.4040735,2.5485015) 

(b) (xi ,yi ) = ( -2.5521092 ,2.6742492) 
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1 (b) x“ =y 
y=1.S$x+2.$y+22.5e-“ 
(c) xi =2.0$,x， =2.17 
(d) x; =2.0875384 


9.8 
2. 不 满足 。g( 划 = -LUt<0,ic[0.5,4.5]。 
9.9 
1.(a) 由 =0.$,xi =7.28$7149 
/=0.25,xi =6.0771913,x， = 7.2827443 
2.(a) 几 =0.$,x| =0.8$414295 
Ah =0.2S,xXi =0.93S24622 ,yx =0.83762911 


第 10 章 ” 偏 微分 方程 数值 解 


10 .1 
4. 









0.387785 | 0.951057 | 0.951057 | 0.387785 
| 0.475328 | 0.7609421 | 0.7609421 | 0.475528 
0.2 | 0.181636 | 0.293893 | 0.293893 | 0.181636 









S， 
10 .2 
3. 
0.0 0.587785 | 0.951057 | 0.951057 | 0.587785 | 00 
0.0 0.4754328 」】 0.709421 | 0.769421 | 0.47S528 | 0.0 
0U.O 0.384710 | 0.622475 | 0.622475 | 0.384710 1 0.0 
10.3 
1 (a) 一 4PI 十 P2 十 P3 一 一 80 
P1 一 4P2 十 p4 王 一 10 
P1 一 4p3 十 p4= 一 160 


P2 十 D3 一 4p4 王 一 90 
(b) Pl = 41.23, P2 一 23.73, D3 一 01.2$,，p4 = 43.75 
S. (a) kxr 十 yy 一 2 十 2C=0, 若 4a = 一 c 
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6. 判定 xz(x,y)= ceos(2x) +sin(2y) 是 否 是 解 , 由 于 它 也 定义 在 民 区间 内 , 即 ws +z = 
一 4cos(2x ) -~ 4sin(27y) = 一 4(cos(2X ) 二 sin(27 ) ) = 一 4Lo 


第 11 章 ”特征 值 与 特征 向 量 
11 .1 
1. (al 14 -XI= 入 -3X-4=0 意 味 着 = -1 有 旦 =4。 把 每 个 特征 值 代 入 14 -XI=0 并 
求解 ,可 分 别 得 到 W ={[-1 1 和 V =[2/3 1T]'。 
10. 如 果 入 =2 是 矩阵 4 对 应 于 特征 向 量 Y 的 特征 值 , 则 4Y = 2Y。 等 式 两 边 左 乘 4-! ,得 到 
1 





4 ”4VY=4-(2VY) 或 YY=24-!7 因此 4-: = 本 Y。 
11.2 
ti. (4-ar)VY=4 -ay= 好 -ay=AYVY-ay=( 和 -aa)y, 因 此 (入 -ua)y 是 4-az 的 特征 对 。 
-0.2 0.3 
S。(a) -11 =0 
0.2 -0.3 
-0.2 0.3 9] [0 0.3 0 
， -0.2x +0.3y =0。 = 上, 则 xx=3/2 
四 | 0 03 上 等 作 于 “| .这样 -02z+r03y7=0。 令 7=: 则 ， 


对 应 于 入 = !1 的 特征 疝 量 为 ft[3/2 1] ;5e 咒 ,50|。 
(c) (bb 中 的 特征 对 意味 着 从 长 远 看 ,对 于 50000 人 而 言 ,使 用 唱 牌 下 和 了 的 人 口 比 例 为 
3:2, 即 [30000 20000]} 。 


11.3 
3. (a) 矩阵 4 = | ， | 的 特征 对 是 5, [2 1 和 -2,[-13 1]。 这 样 , 通 解 是 


下 (tt) = cle[2 上 +coe 2 -13 1 。 令 =0, 求 解 c 利 c，, 即 | 2】 = ci[2 寺 + 
co 一 1/3 1 ,因此 (1 = 一 .7143 得 C2 一 ] .28S7 。 


11 .4 


1. 根据 式 (3) 有 凡 = 本 误 二 交 人 -, 且 根据 图 11.4, 有 Z = 于 (于 + 了 )。 计 算 点 积 ， 





大 一 了 ] (有 一 了 了) (下 十 了 ) 
一 (在 < 一 一 一 一 
下 
一 芋 - 旺 十 是 了 一 了 汪汪 _ IE 一 人 7E 
2|| 和 一 卫 中 2 2I 瑟 -lp 
因为 瑟 和 YY 有 相同 的 范 数 。 


2. 已 一 (了 一 2 天 天) 一 天 一 2( 站 站) 一 了 2( 天 0 四 一 了 2 天 天/ 一 


A 
Accelerahng convergence 


Adam-Bashforth-Moujton method 


Adapthve quadrature 

Aitken s process 
Approximate significant 出 gits 
Approximation of data 
Approximation of functions 
Augmented matrix 


Back substitution 
Backward dfference 
Basls 

Bkmer Curves 
Binary numbers 
Binomial senies 
Bisecbhon method 
Bolzano s method 
Boole s mle 
Boundary value problems 
Brackebng methods 


CL 

Central difference 
CLharacterishc polynomial 
Chebyshev nodes 
Chebyshev polynomial 
Chopped number 
Composite Simpson s rule 
Composite trapezoidal rule 
Lomputer accuracy 
Continuous function 
Convergence 


Convex hull 


中 英文 术语 对 照 


加 速 收敛 
亚当 斯 - 巴 什 福 斯 - 
莫 尔 顿 法 
自 适 应 积分 
埃 特 金 过 程 
近似 有 效 位 
数据 各 近 

一 数 逼 近 

增 广 和 矩阵 


回 代 

后 向 差分 

基 . 
伯 恩 斯 坦 多 项 式 
贝 赛 尔 曲线 

二 进 制 数 
二 项 式 级 数 

二 分 法 

波 尔 查 诺 二 分 法 
布尔 法 则 
边界 值 问题 
分 类 方法 


中 心 插 分 
特征 多 项 式 
切 比 雪夫 节点 
切 比 雪夫 多 项 式 
截断 数 

组 合 辛普森 法 则 
组 合 梯形 法 风 
计算 机 精度 
连续 函数 

收 生 

凸 包 


Convex set 

Cormector formuja 
Crank-Jhcholson method 
Cube-root algornthm 
Cubaic approximation 


Cubic bracketing search method 


Cubic spjine 


D 

D Alembert s solution 

Deflathion of eigenvalues 

Denvatve 

Determinant 

jhchotomous search method 

Difference 

Difference equation 

Dhigii 

Pinchlet method for 
Laplace sg equation 


Pigenvalues 

Figenvectors 

Fementary row operations 

也 ementary transfonmnations 
Elpac equathons 

Endpoint contraints for splines 
Epidemic model 

FEquivalent linear systems 
Kmror 


凸 集 

校正 公式 

克 兰 克 - 尼 科 和 尔 森 法 
立方 根 算法 

三 次 通 近 

二 次 分 类 搜索 法 
三 次 样 条 函数 


达 朗 贝尔 方法 
特征 值 压 缩 
导数 

行列 式 
二 分 搜索 法 
差分 

差分 方程 
微分 方程 

数 

用 于 拉 普 拉 斯 方程 的 
狂 利 克 雷 法 
点 间 的 距离 
均 差 

除法 

点 积 

双 精 度 

重 根 


特征 什 
特征 向 量 
初等 行 运算 
初等 变换 
椭圆 型 方程 

梓 条 的 星 点 约束 
传染 病 模型 

等 价 线形 方程 组 
误差 
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Eucidean norm 

Euler formulas 

Euer s methbod 

Even function 
Exponential ft 
Extrapolated value 
FExtreme value theorem 


F 

Fajse positon method 
Pbonacci search 

Final global emor 
Pinite-dqifterence method 
First dernivahve test 

六 xed-point iteration 
Floating-point number 
korward dfference 
Forwarqd difference method 
Forwarq substitution 
Fourier series 

Fractions ，binary 
Fundamental theorem 
of cajculus 


避 

Causs-Legendre integration 
(auss-seidel iteration 
Causslan elimination 


Ceneralized Rolle s theorem 


Ceometric series 


Cerschgorin s circle theorem 


Colden ratio search 
Cradhient 
Graphical anajysis 


人 

Halley s method 
Hamming s method 
Heat equation 
Helmbholtz s equation 
于 essian matrix 

Heun s method 
Hihgher derivatives 
Hilbert matrix 
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欧 几 里 得 范 数 
欧 拉 公 式 
欧 拉 法 
偶 郴 数 
指数 拟 合 

外 推 值 

极 值 定理 


试 位 法 

斐 波 那 契 搜索 
最 终 全 局 误差 
有 限 差分 法 
一 阶 求 导 测 试 
不 动 点 选 代 
浮 反 数 
前 回 差 分 
前 向 差 分 法 
前 癌 蔡 换 
傅 里 叶 级 数 
分 数 ,二 进 制 


微 积 分 基本 定理 


高 斯 - 勤 让 德 积分 
高 斯 - 赛 德尔 积分 


高 斯 消去 法 
三 义 罗 尔 定理 
几何 级 数 


格 尔 施 戈 林 辆 静 定 理 


黄金 分 割 搜索 


热传导 方程 
雍 姆 霍 蒋 方程 
黑 森 算 阵 

休 恩 法 
高 阶 导数 

希 尔 伯 特 得 阵 


Hooke s law 

Hormer s method 
Householjder s method 
Hyperolic_ equations 


| 

了 -conditioning 

Inibal value problern 
Integration 

JIntermnediate value theorem 
intempolation 

iterabon methods 


Jpscjatz con 中 ion 
Locahon of roots 
Lopgistic rule df 
population growth 
Loss of significance 


Lower inangular detenminani 


LU factorization 


衣 克 定律 
Homer 法 
Householjder 法 
双 曲 线 方程 


病态 
初始 值 问题 
积分 

中 人 定理 
插值 

迭代 方法 


求解 线性 方程 组 
的 雅 可 比 迭 代 
求解 特征 值 的 雅 可 比 法 


雅 可 比 和 矩阵 


拉 格 遍 日 多 项 式 
拉 普 拉 斯 方程 
最 小 二 乘 数据 拟 合 
曲线 长 度 


线性 无 关 
线性 最 小 二 乘 拟 合 
线性 方程 组 

利 普 希 茨 条 件 

根 的 位 置 

种 群 增长 的 Logistic 规则 


精度 损失 
下 三 角 行 列 式 
LU 分 解 


机 和 信 数 
麦克 劳 林 级 数 
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Mantissa 尾数 Partial pivotng 部 分 旋转 ( 选 主 元 ) 
Markov process 马尔 可 夫 过 程 Penodic funcbon 周期 函数 
Matrix 年 阵 六 ecewase 分 段 
Mean of data 均值 Fivoting 选 主 元 
Mean value theoremas 均值 定理 Plane rotations 平面 旋转 
Midpoint mruje 中 值 规则 Poisson s equation 油 松 方程 
Miine-Simpson method 米尔 恩 - 芋 普 条 法 Polynomiais 多 项 式 
Marnmax approximation 极 小 极 大 过 近 Powell s method 鲍威尔 法 
Minimum 最 小 值 Power method 医 法 
Modifed Euler method 改进 的 欧 拉 法 Predator-prey model 扑 食 者 - 被 扑 食 者 模型 
Modiftied Newton s method ”改进 的 牛顿 法 Predictor-corector method ”预测 - 校正 法 
Muller' s method 米 勒 法 Projectile motion 抛物 运动 
Multiple root 多 重 根 Propagafion of ermor 误差 传播 
Multstep methods 多 步 法 
Natural cubic splines 自然 三 次 样 条 Q 
Nearminimax approximation 接近 极 小 极 大 速 近 OCR method OR 法 
Nelder-Mead method 内 德 - 米 德 法 Quadratic approximation 二 次 遇 近 
Nested mulbhplication 赚 套 乘法 (Quadratic conyergence 一 次 收 伍 
Neumann boundary conditions 诺 仇 曼 边 界 条 件 Quadratic formula 二 次 公式 
Newton divided differences “牛顿 均 差 Quadrature 积分 
Newton polynomial 牛顿 多 项 式 
Newton systemas 牛顿 方程 组 R 
Newton s method 牛顿 法 Radioactive decay 放射 性 误 减 
Newton-Cotes fomrmnulas 牛顿 - 科 特 斯 公式 Rahonal function 有 理 盯 数 
Newton-Raphson fornula 牛顿 - 拉夫 和 森 法 公式 Regula falsi method 试 位 法 
Nodes 节操 Relative ermor 相对 误差 
Nonmmn 范 数 Residual 余数 
Normal equations 正规 方程 Richardson 理 查 森 法 
Numerical differentiation 数值 微分 Rojle s theorem 罗 和 尔 定 理 
Numencal integration 数值 积分 Romberg integration 龙 贝 格 积分 
Root 根 
OO Root finding 求 根 
OUdd function 奇 尊 数 Root-mean-square error 均 方 误差 
Uptmization 优化 Rotation 旋转 
Opbhmum step size 最 优 步 长 Rounding error 含 人 误差 
Order 阶 Row operations 行 运算 
Orthogonal polynomiajs 正 交 多 项 式 Runge phenomenon 龙 格 现象 
Runge-Kutta methods 龙 格 - 库 塔 法 
P 
Pade approximation 帕 德 逼 近 S 
Parabojic equation 抛物 线 方程 Scaled partial pivoting 按 比 例 偏 序 旋转 ( 选 主 元 ) 
Partial derivative 偶 导 数 Sechur 舒 尔 (定理 ) 


Partial differential equations “” 仿 微 分 方程 


Scientiftic notation 


科学 记 数 法 
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Secant method 

Second dernivative test 
Second parhal denvabhve 
9%elidel iteration 
equerice 

Sequential integration 
enies 

Shoohbng method 
Significant 中 nts 
Simiaxrity transformation 
Simple root 

Sirmpjex 

Simpson s rule 

Single precision 
Single-step methods 
Slope methods 

YUR method 

Spectral radius 由 eorem 
plines 

95quare-root agorithm 


stability of differential equations 


Steepest descent 
Steffensen s method 
step size 

Stopping critena 


Successive over-relaxation 


Surface area 
Synthetic division 
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割 线 法 

二 阶 寻 数 测 试 
二 阶 偏 导 
赛 德 尔 和 迭代 
序列 

连续 积分 
级 数 

打靶 法 

有 效 位 数 
相似 变换 
单 根 

单一 的 

革 普 森 法 则 
单 精度 
单 步 法 
斜率 法 
SOR 法 
谱 半 径 定 理 
样 条 

求 平 方 根 算法 
微分 方程 的 稳定 性 
最 速 下 降 法 
斯 蒂 分 森 法 
步 长 
停止 条 件 
连续 超 松弛 
表面 积 

综合 除法 


Systemas 


T 
Taylor polynomial 

Tayior senies 

Tayior s method 
Jermination critenon 
Transfornahon ，elementary 
Trapezolidal rule 

Tmangular factorizaton 
Tnzgonometrnic polynomials 


Truncation error 


Wave equation 


Weights ，for integration rules 


Wiggle 


忆 
Zeros 


方程 组 


泰勒 多 项 式 
泰勒 级 数 

泰勒 法 

终止 条 件 

变换 ,初等 
梯形 法 则 

二 角形 分 解 

三 角 多 项 式 
截断 (不 伟人 ) 误 差 


不 稳 误 郑 
上 三 角形 化 


癌 量 


波动 方程 
权重 ,用 于 积分 规则 
摆动 


堆 后 


中 


中 
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[| | 记 ] E 记 让] 蕊 耻 世 二 | [三 用 三 - | 攻 本 于 本 世 汪 世相 世相 医 汪 世相 医 | 全 刁 区 直 医 ] 匡 1 E] 刁 下 匡 由 三省 
QQNrArmGOPFooDDDONOSAmnGOF 衣 DDN 二 世 DNSAmnmOFODDDDCONmrVmO 广 上 


人 记 ]L - 记 -六 和 ET 
mnnnnmnnmn DDO 吕 中 四 虽 虽 中 CINCONCNCANLDIOOOnOnDnnnnnnn Dr 寺 坏 十 十 十 十 十 一 


口 口 口 口 口 口 口 品 虽 虽 中 中 虽 中 中 中 人 中 四 中 四 mm 间 中 虽 中 中 中 中 中 中 四 达 虽 中 中 中 中 中 中 所 加 加 


器 四 呈 | | 呈 中 口 ] 加 
一 中 呈 | 呈 | 一 | < 民 误 ] D 
一 | [CL CC 


记 户 D 广 


